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PRÉFACE 


...  «  Nous  voyons  par  eTpérienco 
qu'entre  esiirils  é^aux  et  toutes  cl;ose» 
pireilics,  celui  qui  a  de  lu  Géométrie 
l'emporte  et  acquiert  une  vi(,'ajur  toulo 
nouvelle.  »  I'asjal. 

Les  idées  d'étendue,  de  situation  et  de  forme  sont  aussi 
anciennes  que  l'homme.  On  altribue  aux  Égyptiens  et  aux 
Chaldéens  le  premier  essai  de  coordination  de  ces  idées. 

La  Géométrie  fut  introduite  chez  les  Grecs  par  le  Phéni- 
cien Thaïes  (637-548  avant  J.-C),  qui,  instruit  en  Egypte, 
revint  fondera  Milet  l'école  ionienne;  c'est  à  lui  qu'on  fait 
remonter  la  théorie  des  triangles  semblables.  Pylhagore,  de 
Samos,  son  disciple  (58o  avant  J.-C),  fonda  en  Italie  l'école 
célèbre  qui  porte  son  nom.  On  lui  attribue  la  découverte  de 
l'incommensurabilité  de  la  diagonale  et  du  côté  du  carré,  la 
proposition  du  carré  de  l'hypoténuse,  la  propriété  du  cercle 
ou  de  la  sphère  d'être  maximum  parmi  les  figures  de  même 
périmètre  ou  de  même  aire,  et  enfin  la  première  théorie  des 
corps  réguliers  qui  jouèrent  un  si  grand  rôle  dans  les  rêveries 
cosmogoniques  de  l'antiquité  et  du  moyen  âge.  Mais  l'essor  de 
la  Géométrie  en  Grèce  date  surtout  de  Platon  (43o-347  avant 
J.-C).  Introduire  dans  la  science  la  méthode  analytique,  les 
sections  coniques  et  la  doctrine  si  féconde  des  lieux  géomé- 
triques, c'était  créer  une  Géométrie  nouvelle  1  Telle  fut 
l'œuvre  magnifique  de  l'illustre  philosophe  qui  inscrivit  sur  la 
poite  du  Lycée  :  «  Que  nul  n'entre  ici,  s'il  n'est  géomètre.  » 

En  rassemblant  les  découvertes  de  ses  devanciers  et  les 
siennes  propres,  Euclide  (285  avant  J.-C.)  prépara  celles  de 
ses  successeurs.  Ce  géomètre,  qui  établit  le  lien  entre  l'écoîe 
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platonicienne  et  l'école  d'Alexandrie,  est  surtout  connu  par 
^^^  Éléments,  où  l'on  voit  apparaître,  pour  la  première  fois, 
la  méthode  de  réduction  à  l'absurde.  Toutefois,  il  avait  écrit 
d'autres  ouvrages  qui  ne  nous  sont  point  parvenus  et  dont 
le  plus  profond  était  sans  contredit  ce  fameux  TraiU  des  Po- 
rismes,  dont  la  divination,  après  avoir  exercé  vainement  la 
sagacité  des  meilleurs  esprits  des  siècles  derniers,  vient  d'être 
si  heureusement  accomplie  par  M.  Chasles,  d'après  un  passage 
obscur  et  quelques  lemmes  de  Pappus. 

Immédiatement  après  Euclide,  Archimède  et  Apollonius 
marquèrent  l'apogée  de  la  Géométrie  chez  les  anciens.  Toutes 
les  branches  des  Mathématiques  conservent  les  traces  ineffa- 
çables de  leurs  sublimes  découvertes. 

Les  travaux  d'Archimède  {287-212  avant  J-C.)  se  rapportent 
spécialement  à  la  Géométrie  de  la  mesure.  La  recherche  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  la  quadrature  de  la 
parabole  sont  les  premiers  exemples  d'un  problème  résolu 
par  approximation,  et  d'une  évaluation  rigoureuse  d'une  aire 
à  contour  curviligne.  Les  propriétés  des  spirales,  la  propor- 
tion de  la  sphère  et  du  cylindre,  la  cubaiure  des  sphéroïdes  et 
des  conoïdes  sont  autant  d'inventions  capitales  de  ce  génie 
créateur  auquel  la  Statique  doit  autant  que  la  Géométrie. 

Les  écrits  d'Apollonius  (^47  »"«  avant  J.-C.)  sont  relatifs  à 
la  Géométrie  de  la  forme.  Le  principal  semble  le  grand  Traité 
des  Coniques,  qui  valut  à  son  auteur  le  surnom  de  géomètre 
par  excellence,  et  où  l'on  trouve  les  propriétés  des  asymptotes, 
des  foyers,  des  diamètres  conjugués,  des  normales,  un  théo- 
rème sur  la  polaire,  la  première  notion  des  développées  et  de 
belles  questions  de  maximum  et  de  minimum.  On  attribue 
encore  à  Apollonius  la  célèbre  théorie  des  épicycles  qui  ser- 
vait à  expliquer  les  mouvements  apparents  des  planètes. 

Les  successeurs  d'Archimède  et  d'Apollonius   dirigèrent 
leurs  études  vers  l'Astronomie  et  vers  les  parties  de  la  Géomé- 
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trie  qui  se  rattachent  à  cette  science.  Ainsi,  c'est  à  Hipparque, 
le  plus  grand  astronome  de  l'anliquilé  (i5o  avant  J.-C),  qu'on 
doit  probablement  faire  remonter  la  découverte  de  la  projec- 
tion stéréographique,  ainsi  que  celle  des  propriétés  des  trans- 
versales dans  les  triangles  reclilignes  ou  sphériques  qu'on 
attribue  parfois  à  Ptolémée  (i25  après  J.-C),  bien  qu'on  les 
trouve  déjà  dans  les  Sphériques  de  Ménélaiis  (80  après  J.-C.)- 
Ptolémée  nous  a  laissé,  dans  son  Jlmageste,  le  seul  Traité  de 
Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique  que  nous  aient  légué 
les  Grecs,  les  écrits  d'Hipparque  sur  ce  sujet  ayant  été  per- 
dus; V Almageste  renferme  entre  autres  la  propriété  du  quadri- 
latère inscrit  au  cercle.  Enfin,  parmi  les  commentateurs  des 
ouvrages  de  l'école  d'Alexandrie,  on  rencontre  un  esprit  ori- 
ginal et  profond ,  dont  Descartes  faisait  le  plus  grand  cas. 
Nous  voulons  parler  de  Pappus,  dont  les  précieuses  Collec- 
tions représentent  à  peu  près  l'état  des  Mathématiques  an- 
ciennes. On  trouve  dans  le  livre  de  Pappus  la  fameuse  règle 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Guldin,  la  propriété 
fondamentale  du  rapport  anharmonique,  ainsi  que  le  germe 
de  la  théorie  de  l'involulion  et  de  la  propriété  de  l'hexagone 
inscrit  à  une  conique. 

L'école  d'Alexandrie  avait  déjà  perdu  tout  son  éclat  lors  de 
la  conquête  arabe  (638  après  J.-C).  Au  via*  siècle,  et  sur- 
tout au  ix^,  l'école  de  Bagdad  compta  quelques  commen- 
tateurs habiles  des  ouvrages  grecs  échappés  aux  désastres 
successifs  de  la  bibliothèque  d'Alexandrie;  mais,  en  Europe, 
mille  ans  s'écoulèrent  dans  une  profonde  stagnation,  et  ce 
n'est  que  vers  le  milieu  du  xvi*  siècle  que  la  Géométrie,  sui- 
vant le  mouvement  général  des  Lettres,  des  Sciences  et  des 
Arts,  se  ranima. 

Viète  (i54o-i6o3),  le  véritable  créateur  de  l'Algèbre,  appli- 
qua celte  science  à  quelques  questions  de  Géométrie.  Il  con- 
struisit graphiquement  les  équations  du  second  et  du  troi- 
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sième  degré,  et  résolut  le  premier  le  problème  du  cercle 
tangent  à  trois  cercles  donnés,  problème  difficile  alors,  mais 
dont  les  méthodes  modernes  ont  offert  des  solutions  plus 
élégantes  et  plus  simples.  On  doit  à  Viète  une  idée  neuve  et 
féconde  sur  la  transformation  du  triangle  sphérique;  ce  triangle 
réciproque  de  Viète  conduisit,  sans  nul  doute,  Snellius  (1627) 
à  la  découverte  du  triangle  supplémentaire. 

C'est  dans  les  écrits  de  Kepler  (1571-1631)  et  de  Fermât 
(1570-1633)  qu'apparaissent  les  premiers  germes  de  la  méthode 
infinitésimale.  On  doit  en  outre  au  fondateur  de  l'Astronomie 
moderne  la  doctrine  des  polygones  étoiles  retrouvée  de  nos 
jours  par  Poinsot;  et,  au  célèbre  arithn>ologue,  la  restitution 
des  lieux  plans  d'Apollonius  et  la  première  solution  complète 
des  problèmes  relatifs  au  contact  des  sphères. 

Pascal  (1623-1662),  si  justement  renommé  pour  ses  travaux 
sur  la  cycloïde,  sur  les  indivisibles  et  sur  le  calcul  des  proba- 
bilités, avait  trouvé,  dès  l'âge  de  seize  ans,  la  belle  propriété 
de  l'hexagramme  mystique  qu'il  prit  pour  .base  d'un  Traité 
complet  des  coniques.  Cet  ouvrage  a  été  perdu  et  nous-  n'en 
possédons  qu'une  sorte  de  programme,  VEssai  sur  les  Coni- 
ques, que  Pascal  publia  dès  1640.  Dans  les  écrits  de  Pascal, 
on  reconnaît  l'influence  de  son  contemporain,  le  Lyonnais 
Desargues  (i  593-1 663),  qu'un  savant  géomètre  de  nos  jours, 
Poncelet,  a  surnommé  le  Monge  de  son  siècle.  Les  anciens, 
qui  étudiaient  les  sections  coniques  dans  le  cône  même, 
employaient  des  démonstrations  souvent  pénibles  et  surtout 
différentes  pour  les  trois  courbes.  Desargues,  en  cherchant  à 
appliquer  directement  aux  coniques  les  propriétés  du  cercle 
qui  était  la  base  du  cône,  parvint  à  des  démonstrations  qui 
convenaient  à  la  fois  aux  trois  espèces  de  coniques,  malgré 
la  différence  de  forme  de  ces  lignes.  Il  découvrit  la  propriété 
involutive  du  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique,  la  pro- 
priété fondamentale  des  triangles  homologiques,  et  écrivit 
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avec  le  même  talent  et  le  même  esprit  de  généralisation  sur 
la  coupe  des  pierres,  la  gnomonique  et  la  perspective. 

Placés  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  pure,  nous  devons 
seulement  mentionner  la  création  de  la  Géométrie  analytique 
par  Descartes  (i586-i65o).  L'avénemeni  de  cette  nouvelle 
doctrine,  si  séduisante  par  son  caractère  d'universalité,  et 
dont  on  ne  trouve  aucun  germe  dans  les  écrits  précédents, 
fut  une  véritable  révolution  dans  la  science  et  porta  un  coup 
funeste  à  la  Géométrie  pure.  Cependant,  quelques  esprits  dis- 
tingués s'opposèrent  à  celte  décadence  et  soutinrent  digne- 
ment l'honneur  des  méthodes  anciennes.  Nous  ne  citerons 
que  Huygens  (1629-1695)  et  de  la  Hire  {1640-1718).  Huygens, 
que  Newton  proclamait  le  plus  excellent  imitateur  des  an- 
ciensj  et  que  Leibnitz  plaçait  au  premier  rang  parmi  les 
hommes  de  son  siècle,  créa  la  théorie  des  développées  et 
découvrit  les  lois  de  la  force  centrifuge.  On  doit  à  de  la  Hire 
la  théorie  du  pôle  et  de  la  polaire,  dont  Apollonius  n'avait 
connu  qu'un  théorème,  et  la  transformation  homologique,  qui, 
employée  ensuite  par  Newton,  a  été  retrouvée  de  nos  jours 
d'une  autre  manière  et  développée  avec  un  rare  talent  par 
Poncelet  dans  son  beau  Traité  des  Propriétés  projectiles  des 
figures  (*),  où  l'on  trouve  les  applications  les  plus  intéres- 
santes et  les  plus  variées  de  cette  théorie. 

A  cette  époque,  trois  sortes  de  Géométrie  s'offraient  donc 
aux  méditations  des  savants  :  la  Géométrie  des  anciens,  la 
Géométrie  analytique  de  Descartes,  et  une  troisième  espèce 
de  Géométrie,  celle  de  Desargues  et  de  Pascal,  qui  devait 
prendre  une  si  grande  extension  au  xix«  siècle  et  dont  on  ren- 
contre déjà  quelques  principes  dans  les  Porismes  d'Euclide 
et  les  Collections  de  Pappus.  «  Celle  troisième  branche  de  la 


(*)  Deuxième  édition,    i865;    2   vol.   in-40   avec   planches,   chez  Gauthier-* 
Villars. 
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»  Géométrie,  qui  constitue  aujourd'hui  ce  que  nous  appelons 
»  la  Géométrie  récente,  est  exempte  de  calculs  algébriques, 
»  quoiqu'elle  fasse  un  aussi  heureux  usage  des  relations 
»  métriques  des  figures  que  de  leurs  relations  de  situation; 
»  mais  elle  ne  considère  que  des  rapports  de  distances  recli- 
»  lignes  d'un  certain  genre,  qui  n'exigent  ni  les  symboles  ni 
»  les  opérations  de  l'Algèbre.  Cette  Géométrie  est  la  conti- 
»  nuation  de  V Analyse  géométrique  des  anciens,  sur  laquelle 
»  elle  offre  d'immenses  avantages  par  la  généralité,  l'unifor- 
»  mité  et  l'abstraction  de  ses  méthodes,  et  par  l'usage  si  utite 
»  de  la  contemplation  des  figures  à  trois  dimensions  dans  les 
»  simples  questions  de  Géométrie  plane  (*).  » 

La  découverte  du  calcul  infinitésimal  arrêta  à  son  tour  les 
progrès  de  la  Géométrie.  Cette  sublime  invention,  qui  suffirait 
seule  pour  immortaliser  les  noms  de  Newton  et  de  Leibnitz, 
s'appliqua  avec  une  si  grande  facilité  à  la  Géométrie  des  mesures 
et  à  l'étude  des  phénomènes  naturels,  qu'elle  devint  presque 
exclusivement  l'objet  des  travaux  des  plus  illustres  géomètres. 
Toutefois  la  chaîne  ne  fut  pas  entièrement  rompue.  Newton 
lui-même,  donnant  l'exemple,  prouva,  dans  ses  admirables 
Principes  de  la  Philosophie  naturelle ^  que  la  Géométrie  pure 
se  prête  aux  recherches  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Cotes  (1682- 
1716)  et  Maclaurin  (1698-174^)  étudièrent  les  propriétés  gé- 
nérales des  courbes  géométriques.  L'astronome  Halley  (i656- 
1742),  par  ses  belles  traductions  d'Apollonius  et  de  Ménélaûs; 
Simson  (1687-1768),  par  ses  écrits  sur  les  coniques,  sa  resti-  • 
lution  de  la  section  déterminée  d'Apollonius  et  sa  remar- 
quable tentative  de  divination  des  Porismes;  Stewart  (1717- 
1785),  par  ses  Théorèmes  généraux,  tâchèrent  de  ranimer  le 
goût  des  méthodes  anciennes.  Mais  en  dépit  de  ces  louables 
efforts,  et  malgré  quelques  questions  traitées  par  Euler  (1707- 

(*)  Chasles,  Aperçu  historique...  Bruxelles,  1837. 
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1783),  Lambert  (1728-1777)  el  d'autres  célèbres  analystes, 
aucune  doctrine  nouvelle  ne  surgit  jusqu'au  xix®  siècle,  et 
cette  période  se  distingue  surtout  par  les  belles  applications 
que  Ton  fil  de  la  Géométrie  à  l'étude  des  phénomènes  naturels. 

Au  commencement  du  xix^  siècle,  la  création  de  la  Géomé- 
trie descriptive  marqua  une  ère  nouvelle  dans  l'histoire  de  la 
Géométrie.  Considérée  comme  simple  doctrine  géométrique, 
indépendamment  de  son  utilité  pratique,  la  Géométrie  de 
Monge  fut  d'un  immense  secours  dans  l'étude  des  propriétés 
de  l'étendue.  En  familiarisant  l'esprit  avec  la  forme  des  corps, 
elle  développa  notre  puissance  de  conception,  éclaira  la  Géo- 
métrie analytique  dont  elle  apprit  à  interpréter  les  résultats 
avec  une  grande  facilité,  et  permit  de  raisonner,  dans  les  cas 
les  plus  compliqués,  sans  le  secours  de  ces  figures  qui,  en  ab- 
sorbant l'attention,  entravent  la  pensée.  Elle  montra  l'alliance 
intime  des  figures  planes  el  des  figures  de  l'espace,  et  la  science 
s'enrichit  dès  lors  de  ces  méthodes  élégantes  et  tant  cultivées 
depuis  qui  permettent  de  déduire  des  propriétés  des  figures 
à  trois  dimensions  les  théorèmes  de  la  Géométrie  plane. 

C'est  encore  à  Monge  et  à  son  école  qu'on  doit  l'introduc- 
tion dans  la  science  d'un  mode  de  démonstration  qui,  quoique 
manquant  au  fond  de  celte  rigueur  si  justement  recherchée 
des  géomètres  anciens,  a  cependant  conduit  à  de  magnifiques 
résultats.  Nous  voulons  parler  du  principe  des  relations  con- 
tingentes  ou  de  continuité  :  «  Certaines  parties  d'une  figure, 
»  considérées  dans  un  état  général  de  construction,  peuvenl 
»  être  indifféremment  réelles  ou  imaginaires.  Or  il  arrive 
»  souvent  que  ces  parties  servent  utilement,  dans  le  cas  de 
»  la  réalité,  à  la  démonstration  d'un  théorème,  et  que  cette 
»  démonstration  n'a  plus  lieu  quand  ces  mêmes  parties  de- 
»  viennent  imaginaires.  Alors  on  dit  qu'en  vertu  du  principe  de 
»  continuité  le  théorème  démontré  dans  le  premier  cas  s'étend 
»  au  second,  et  on  l'énonce  d'une  manière  générale.  Quelque- 
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»  fois  le  contraire  a  lieu,  et  c'est  quand  certaines  parties  d'une 
»  figure  sont  imaginaires  que  l'on  y  trouve  les  éléments  d'une 
»  démonstration  facile,  dont  on  applique  ensuite  les  consé- 
»  quences,  en  vertu  du  principe  de  continuité^  au  cas  où  ces 
»  mêmes  parties  sont  réelles  et  où  la  démonstration  n'existe 
»  plus(*).  »  Tel  a  été  le  point  de  départ  de  l'introduction 
des  imaginaires  en  Géométrie;  mais  nous  devons  ajouter  que 
cette  introduction  si  importante  n'a  été  accomplie,  d'une 
manière  véritablement  irréprochable,  qu'un  peu  plus  tard 
par  M.  Chasles,  dont  les  démonstrations  se  distinguent  par 
ce  caractère  spécial,  que  les  objets  susceptibles  de  devenir 
imaginaires  n'y  entrent  pas  sous  forme  explicite,  mais  y  sont 
représentés  par  des  éléments  réels,  de  même  que  les  racines 
d'une  équation  n'entrent  pas  elles-mêmes  dans  les  calculs  de 
la  Géométrie  analytique,  mais  y  sont  représentées  collective- 
ment par  les  coefficients  de  cette  équation. 

L'apparition  de  la  Géométrie  de  Monge  recula  les  bornes 
de  la  Géométrie  pure,  un  peu  délaissée  depuis  un  siècle,  et 
l'on  chercha  dès  lors  à  obtenir  par  cette  voie  seule  les  nom- 
breux résultats  dont  l'analyse  de  Descartes  avait  enrichi  la 
science.  Parmi  les  ouvrages  entrepris  dans  ce  but  et  qu'on 
peut  regarder  comme  l'heureuse  continuation  de  ceux  de 
Desargues  et  de  Pascal,  il  faut  citer  au  premier  rang  la  Géo- 
métrie  de  position  et  YEssai  sur  les  transversales  de  Carnot, 
les  Développements  de  Géométrie  de  Charles  Dupin,  et  le 
grand  Traité  des  Propriétés projectives  des  figures  dans  lequel 
Poncelet,  par  l'habile  emploi  du  principe  de  continuité  et  la 
belle  création  des  théories  des  polaires  réciproques  et  des 
figures  homologiques,  a  démontré  toutes  les  propriétés  con- 
nues des  lignes  et  des  surfaces  du  second  ordre,  et  a  doté  en 
outre  la  science  d'une  foule  de  résultats  nouveaux.  Il  convient 

(*)  Chasles,  Préface  de  la  Géométrie  supérieure^  i8/|6. 
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de  signaler  encore  les  savants  écrits  de  Hachette,  Brianchon, 
Gergonnc,  Dandelin,  Quetelet,  les  travaux  de  Steiner  et  de 
Gudermann  sur  la  Géométrie  de  la  sphère  qu'avaient  déjà  cul- 
tivée Lexell,  Fuss  et  Lhuillierde  Genève;  la  belle  Théorie  de 
la  rotation  des  corps  de  Poinsot;  les  études  de  ce  géomètre, 
de  Cauchy  et  de  M.  Bertrand  sur  les  polyèdres;  enfin  les  belles 
recherches  de  Géométrie  infinitésimale  de  M.  0.  Bonnet. 

Les  travaux  de  M.  Chasles  sont  le  dernier  terme  des  progrès 
continus  réalisés  par  la  Géométrie  depuis  soixante  ans.  11  suffit 
de  citer  VA  perçu  historique,  la  Géométrie  supérieure,  le  Traité 
des  Porismes ;  les  recherches  sur  V attraction  des  ellipsoïdes, 
sur  les  cônes  du  second  ordre,  sur  les  surfaces  réglées;  le 
Mémoire  sur  la  dualité  et  V homographie,  ces  deux  lois  si 
générales  de  l'étendue  figurée;  la  nouvelle  méthode  de  déter- 
mination des  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques,  et 
tant  d'autres  productions  de  ce  maître  éminent. 

La  Géométrie  marche  donc  à  grands  pas  dans  une  voie 
féconde.  Grâce  aux  belles  conquêtes  de  notre  siècle,  elle  a 
regagné  sur  l'Analyse  le  terrain  perdu. 

Après  cette  rapide  excursion  dans  le  domaine  de  l'histoire, 
nous  devons  dire  un  mot  du  Traité  dont  nous  présentons  au- 
jourd'hui la  troisième  édition  au  lecteur. 

Il  y  a  deux  manières  d'écrire  un  livre  destiné  aux  études  : 
on  peut  se  restreindre  aux  Programmes  officiels  et  n'en  pas 
franchir  le  cadre;  on  peut  aussi,  en  suivant  strictement  ces 
Programmes  dans  ce  qu'ils  ont  d'obligatoire,  aller  au  delà  et 
essayer  de  les  compléter.  Pour  appliquer  une  science,  il  ne 
suffit  pas  d'en  connaître  quelques  parties  ;  il  faut  être  familiarisé 
avec  toutes  ses  méthodes,  être  maître  de  l'ensemble.  Les  magni- 
fiques découvertes  de  la  Géométrie  moderne  n'ont  pas  pénétré 
dans  l'enseignement;  délaissées  par  les  Programmes,  elles 
n'occupent  pas  dans  la  série  des  éludes  mathématiques  la  place 
qui  leur  est  due;  on  en  parle  à  peine  et  accessoirement  en 
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Géométrie  analytique,  où  elles  semblent  bien  à  tort  être  une 
nouvelle  conquête  de  l'admirable  instrument  créé  par  Des- 
cartes. Nous  sommes  loin  de  reprocher  aux  Programmes  leur 
silence  à  cet  égard  ;  ils  sont  tellement  chargés,  qu'on  serait  mal 
venu  à  réclamer  une  addition.  Mais  ne  peut-on  apprendre  un 
programme  d'examen  et  essayer  en  même  temps  de  com- 
prendre la  portée  de  la  science  que  l'on  étudie,  en  prenant 
une  connaissance  rapide,  une  vue  générale  de  ses  principales 
méthodes?  Telle  est  la  pensée  qui  nous  a  guidés  dans  la  com- 
position de  cet  Ouvrage;  c'est  aussi  celle  qui  apparaît  dans  le 
choix  des  caractères  employés. 

Borné  aux  parties  imprimées  en  caractères  ordinaires,  l'Ou- 
vrage est  entièrement  conforme  aux  Programmes  officiels  et 
à  leur  esprit.'  Les  numéros  imprimés  en  petits  caractères  con- 
tiennent d'utiles  développements  du  texte  destinés  aux  can- 
didats aux  Écoles  spéciales.  Enfin  les  Appendices  sont  consa- 
crés à  l'exposition  des  nouvelles  méthodes.  L'élève  studieux 
les  lira  à  son  aise  sans  se  préoccuper  de  la  nécessité  de  retenir 
immédiatement  tous  les  détails;  il  y  puisera  une  profonde 
admiration  pour  la  science  dont  les  limites  lui  apparaîtront  si 
lointaines,  un  goût  des  spéculations  mathématiques  qui  don- 
nera à  son  esprit  plus  de  rectitude  et  de  fermeté;  et  à  mesure 
que  son  savoir  gagnera  en  étendue,  par  une  réaction  inévi- 
table, les  matières  exigées,  éclairées  par  ses  nouvelles  con- 
naissances, perdront  pour  lui  leur  difficulté  première. 

La  Table  des  matières  indique  suffisamment  les  améliora- 
tions apportées  à  celte  nouvelle  édition.  Nous  ne  pouvons 
mieux  faire,  en  terminant,  que  de  remercier  nos  collègues  et 
nos  lecteurs.  C'est  à  eux  que  nous  devrons  de  pouvoir  pour- 
suivre notre  tâche,  en  maintenant  toujours  ce  Traité  à  la  hau- 
teur des  progrès  réalisés. 

.   Avril   1873. 
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INTRODUCTION. 


1.  On  appelle  volume  d'un  corps  l'étendue  du  lieu  que  ce 
corps  occupe  dans  l'espace  indéfini.  Ce  lieu,  essenliellement 
limité,  est  séparé  de  l'espace  qui  l'entoure  par  la  surface  du 
corps. 

Les  diverses  faces  d'un  corps  sont  autant  de  surfaces  dont 
les  limites  ou  les  intersections  mutuelles  s'appellent  lignes. 

Enfin  on  donne  le  nom  de  points  aux  limites  ou  aux  extré- 
mités d'une  ligne,  aux  intersections  mutuelles  des  lignes. 

Ces  idées  de  surface,  de  ligne  et  de  point  étant  une  fois 
acquises  par  la  considération  des  corps,  la  surface,  la  ligne  et 
le  point  peuvent  ensuite  être  conçus  indépendamment  du 
corps,  des  surfaces  et  des  lignes,  dont  ils  constituent  les  li- 
mites. C'est  ainsi  qu'on  arrive  à  regarder  inversement  une 
ligne  comme  le  lieu  des  positions  successives  d'un  point  mo- 
bile, et  une  surface  comme  le  lieu  des  positions  successives 
d'une  ligne  qui  se  meut  suivant  une  loi  déterminée. 

2.  La  plus  simple  de  toutes  les  lignes  est  la  ligne  droite, 
dont  la  notion  est  familière  à  tout  le  monde,  et  dont  un  fil 
tendu  offre  l'image. 

La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  quel- 
conques de  ses  points. 

Deux  points  déterminent  une  droite.  En  d'autres  termes, 
par  deux  points  on  peut  toujours  faire  passer  une  droite,  et  l'on 
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n'en  peut  faire  passer  qu'une.  D'où  il  suit  que  deux  droites 
qui  ont  deux  points  communs  coïncident,  non-seulement  entre 
ces  deux  points,  mais  encore  dans  toute  leur  étendue;  et,  par 
conséquent,  que  deux  droites  distinctes  ne  peuvent  avoir 
qu'un  point  commun. 

Ces  propriétés  fondamentales  de  la  ligne  droite  sont  intui- 
tives, et  de  longs  commentaires  ne  pourraient  qu'obscurcir  le 
sentiment  que  chacun  en  possède. 

3.  En  Géométrie,  on  indique  un  point  par  une  lettre,  une 
droite  par  deux  lettres  affectées  à  deux  de  ces  points.  Ainsi, 
on  dit  le  point  A,  la  droite  AB  [Jig,  i). 

Fig.  I. 


Deux  portions  AB  et  CD,  prises  respectivement  sur  deux 
droites  indéfinies,  ont  la  même  longueur  lorsqu'elles  sont 
superposables.  La  droite  CD  étant  transportée  de  manière  que 
le  point  C  tombe  en  A,  si  l'on  peut  amener  le  point  D  sur  le 
point  B  en  faisant  tourner  la  droite  CD  autour  du  point  A,  la 
portion  CD  aura  une  longueur  égale  à  celle  de  la  portion  AB. 

Pour  ajouter  deux  portions  de  droites  AB  et  CD,  on  porte 
la  portion  CD  à  la  suite  de  AB,  sur  la  droite  indéfinie  dont  AB 
fait  partie  :  BE  étant  la  nouvelle  position  de  CD  {fg.  i),  on  dit 
que  AE  a  une  longueur  égale  à  la  somme  des  longueurs  de 
AB  et  de  CD. 

Si  l'on  avait  une  troisième  droite  à  ajouter  aux  deux  pre- 
mières, on  la  porterait  à  la  suite  de  BE,  et  ainsi  de  suite. 

4.  On  nomme  ligne  brisée  une  ligne  formée  de  plusieurs 

Fig.  2. 


ortions  de  droites  distinctes;  telle  est  la  ligne  ABCD  {Jlg.  i 
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On  confond  sous  la  dénomination  commune  de  lignes  courbes 
toutes  les  lignes  autres  que  la  ligne  droite  ou  les  lignes 
brisées. 

5.  La  plus  simple  de  toutes  les  surfaces  est  le  plan,  dont 
une  glace  polie  peut  donner  l'idée.  La  définition  géométrique 
du  plan  consiste  en  ce  que  toute  droite  qui  joint  deux  points 
de  celte  surface  y  est. contenue  tout  entière.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que,  pour  vérifier  si  une  table  est  plane,  on  s'assure 
qu'on  peut  y  appliquer  clans  tous  les  sens  une  règle  bien  dres- 
sée, sans  qu'il  reste  aucun  vide  entre  la  table  et  la  règle. 

Une  surface  formée  de  plusieurs  portions  de  plan  distinctes 
est  dite  brisée;  et  l'on  confond  sous  la  dénomination  commune 
de  surfaces  courbes  toute  les  surfaces  autres  que  le  plan  et  les 
surfaces  brisées. 

6.  On  désigne  sous  le  nom  générique  défigures  les  surfaces 
et  les  lignes  ou  l'ensemble  de  plusieurs  de  ces  éléments. 

La  Géométrie  a  pour  objet  l'étude  des  propriétés  des  figures 
et,  en  particulier,  la  mesure  de  leur  étendue.  Elle  ramène  la 
mesure  d'un  volume  ou  d'une  portion  de  surface  à  la  mesure 
directe  de  certaines  lignes  droites  convenablement  choisies 
dans  chaque  cas. 

On  divise  la  Géométrie  en  deux  parties  :  la  Géométrie  plane, 
relative  aux  figures  situées  dans  un  plan  unique,  et  la  Géomé- 
trie dans  l'espace,  relative  aux  figures  dont  les  éléments  peu- 
vent être  disposés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

7.  Nous  terminerons  cette  Introduction  en  définissant 
quelques  mots  qui  sont  d'un  usage  fréquent  en  Mathéma- 
tiques. 

Toute  proposition  consiste  dans  une  hypothèse  et  une  con- 
clusion  qui  en  découle,  soit  immédiatement,  soit  en  vertu 
d'un  raisonnement  qu'on  appelle  démonstration. 

Un  axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle-même. 

Un  théorème  est  une  proposition  à  démontrer. 

Un  lemme  est  une  proposition  préliminaire  destinée  à  faci- 
liter la  démonstration  d'un  théorème. 

I. 
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Un  corollaire  est  une  conséquence  d'un  théorème. 

Un  scolie  est  une  remarque  sur  une  ou  plusieurs  proposi- 
tions. 

Un  problème  est  une  question  à  résoudre  :  c'est  une  figure 
à  construire  ou  une  grandeur  géométrique  à  évaluer. 


GÉOMÉTRIE  PLANE. 

LIVRE  PREMIER. 

LA  LIGNE  DROITE. 


§  L  -   DES   ANGLES. 


DÉFINITIONS. 


8.  On  exprime  une  idée  claire  pour  tous  les  esprits  lors- 
qu'on dit  que  deux  droites  AB  et  AC  qui  se  rencontrent  forment 
un  angle;  c'est  là  une  notion  fondamentale  qui,  comme  celle 
de  la  ligne  droite,  ne  saurait  être  définie,  c'est-à-dire  ramenée 
à  une  autre  plus  simple. 


Fig.  3. 


Les  deux  droites  AB  et  AC  sont  les  côtés  de  l'angle,  et  leur 
point  d'intersection  A  est  son  sommet.  On  désigne  un  angle 
isolé  par  la  lettre  du  sommet.  Lorsque  plusieurs  angles  ont 
même  sommet,  on  indique  celui  des  angles  qu'on  considère 
au  moyen  de  trois  lettres,  savoir:  deux  lettres  placées  sur  les 
côtés  et  la  lettre  du  sommet  qu'on  énonce  au  milieu.  Ainsi, 
dans  \^fig.  3,  on  dit  simplement  l'angle  A;  dans  la  fig,  4»  oïi 
distingue  les  trois  angles  BAC,  CAD,  BAD. 

Deux  angles,  tels  que  BAC  et  CAD,  qui  ont  le  même  som- 
met A,  un  côté  commun  AC,  et  les  deux  autres  côtés  AB  et  AD 
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situés  de  part  el  d'autre  du  côté  commun,  sont  appelés  adja- 
cents. 

9.  On  dit  que  deux  angles  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les 
porter  l'un  sur  l'autre,  de  manière  qu'ils  coïncident.  Ainsi, 
lorsqu'on  aura  placé  le  côté  A'B'  sur  AB,  de  façon  que  le  som- 
met A'  soit  en  A  et  que  le  côté  A'C  tombe  comme  AC  au- 
dessus  de  AB  {fig.  5),  il  faudra,  pour  (jue  les  angles  A  et  A' 
soient  égaux,  que  le  côté  A'C  s'applique  sur  AC. 

Fifï.  5. 


Pour  ajouter  deux  angles  BAC,  FEG,  on  transporte  le  second 
à  la  suite  du  premier  {fig.  6),  de  manière  à  former  les  deux 
angles  adjacents  BAC,  CAD;  l'angle  BAD  des  deux  côtés  non 
communs  AB  et  AD  est  la  somme  des  deux  angles  proposés. 


Fiî 


10.  On  acquiert  une  idée  très-nette  de  l'angle  sous  le  rap- 
port de  la  grandeur  en  supposant  que  l'un  des  côtes  AC, 
d'abord  appliqué  sur  le  premier  AB,  tourne  autour  du  point  A 
comme  une  branche  de  compas  autour  de  sa  charnière.  Dans 
cette  rotation,  le  côté  mobile  AC  fait  avec  le  côté  fixe  AB  un 
angle  qui  croît  par  degrés  insensibles,  ou  d'une  manière  con- 
tinue. Il  résulte  de  ce  mode  de  génération,  ainsi  que  des  défi- 
nitions du  numéro  précédent,  que  la  grandeur  d'un  angle  est 
indépendante  de  la  longueur  de  ses  côtés. 

11.  On  dit  qu'une  droite  AO  est  perpendiculaire  sur  une 
droite  BC  {fig,  7  ),  lorsque  les  deux  angles  adjacents  AOB,  AOC, 
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qu'elle  forme  avec  celle-ci,  sont  égaux.  Si  la  droite  AO  est 
telle  {Jig.  8),  que  les  angles  adjacents  AOB,  AOC,  soient  iné- 
gauXf  on  dit  que  cette  droite  est  oblique  sur  BC.  Le  point  0 


Fij.  7. 


Fia-  8. 


Fig.  9- 


est  le  pied  de  la  perpendiculaire  ou  de  l'oblique  AO  sur  la 
droite  BC. 

On  appelle  angle  droit  tout  angle  AOB  {Jig.  9)  dont  un  côté 
est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

12.  Deux  angles  sont  dits  opposés  par  le  sommet  lorsque  les 
côtés  de  l'un  sont  les  prolongements  des  côtés  de  l'autre.  D'a- 
près cela,  deux  droites  indéfinies  BB'  et  CC  (Jig.  10)  forment, 
en  se  coupant  au  point  A,  quatre  angles  BAC,  et  B'AC,  CAB' 
et  BAC,  qui  sont  deux  à  deux  opposés  par  le  sommet. 

Fig.  10. 


13.  On  nomme  bissectrice  d'un  angle  AOB  (Jig.  11)  la 
droite  OC  qui,  menée  par  le  sommet,  divise  cet  angle  en  deux 
autres,  AOC  et  BOG,  égaux  entre  eux. 

THÉORÈME. 

14.  Par  un  point  A,  pris  sur  une  droite  DC,  on  peut  toujours 
élever  une  perpendiculaire  AB  sur  cette  droite ^  et  l'on  ne  peut 
en  élever  qu'une  [fig.  12). 

En  effet,  supposons  qu'une  droite  AE,  d'abord  appliquée 
sur  AC,  tourne  autour  du  point  A  dans  le  sens  de  la  flèche. 
L'angle  EAC,  nul  au  début,  croîtra  constamment,  tandis  que 
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l'angle  adjacent  EAD  diminuera  sans  cesse  et  finira  par  s'annu- 
ler, lorsque  la  droite  AE  viendra  s'appliquer  sur  AD.  Donc 
l'angle  EAC,  d'abord  inférieur  à  l'angle  EAD,  différera  de  moins 
en  moins  de  cet  angle,  lui  deviendra  égal,  puis  le  surpassera 
de  plus  en  plus.  D'après  cela,  parmi  les  positions  successives 
de  la  droite  AE,  il  y  en  aura  une,  et  une  seule  AB,  pour  laquelle 
les  angles  adjacents  BAC  et  BAD  seront  égaux,  c'est-à-dire  pour 
laquelle  celte  droite  sera  perpendiculaire  sur  DC. 


Fif 


Fig.  i3. 


Corollaire.       ' 

15.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soient  (/^.i  3)  les  deux  angles  BAC,  B'A'C,  qui  ont  été  for- 
més, le  premier  en  élevant  la  perpendiculaire  AB  sur  AC,  le 
second  en  élevant  la  perpendiculaire  A'B'  sur  A'C;  ces  deux 
angles  sont  droits,  et  il  faut  démontrer  qu'ils  sont  égaux.  Trans- 
portons à  cet  effet  la  deuxième  figure  sur  la  première,  de  fa- 
çon que  le  point  A'  tombe  en  A  et  que  le  côté  A'C  s'applique 
sur  AC;  le  côté  A'B'  deviendra  alors  perpendiculaire  sur  AC 
au  point  A  :  il  s'appliquera  donc  sur  AB,  puisque  par  le  point  A 
on  ne  peut  élever  sur  AC  qu'une  seule  perpendiculaire.  Donc 
les  deux  angles  BAC,  B'A'C  coïncideront,  c'est-à-dire  (9)  se- 
ront égaux. 

SCOLIE. 

16.  L'angle  droit  est  donc  un  type  invariable  auquel  on  peut 
rapporter  les  autres  angles. 

On  dit  qu'un  angle  est  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  plus 
petit  ou  plus  grand  que  l'angle  droit.  Ainsi,  dans  la  fig.  12, 
l'angle  EAC  est  aigu  et  l'angle  EAD  est  obtus. 

Deux  angles  sont  dit  complémentaires  lorsque  leur  somme 
est  égale  à  un  angle  droit.  Ainsi,  danslay?g-.  12,  chacun  des 
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angles  BAE,  EAC  est  le  complément  de  l'aulre.  Deux  angles 
(]ui  ont  des  compléments  égaux  sont  égaux. 

THÉORÈME. 
17.   Toute  ligne  droite  CD  qui  en  rencontre  une  autre  AB 
fait  avec  celle-ci  deux  angles  adjacents  ACD,  BCD,  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  angles  droits  [fig.  i4)' 


En  effet,  si  CD  est  perpendiculaire  sur  AB,  le  théorème  est 
évident,  puisque  les  angles  adjacents  ACD,  BCD  sont  droits 
tous  les  deux. 

Si  CD  est  oblique  sur  AB,  les  deux  angles  ACD,  BCD  sont 
inégaux;  soit  ACD  le  plus  grand.  La  perpendiculaire  CE, 
élevée  au  point  C  sur  AB,  tombera  dans  l'intérieur  de  cet 
angle  et  le  décomposera  en  deux  autres  ACE  et  ECD.  On  aura 
donc 

ACD  +  BCD  =:  ACE  +  ECD  h-  BCD. 

Or  l'angle  ACE  est  droit,  et  la  somme  ECD  -h  BCD  est  égale  à 
l'angle  droit  BCE.  Donc  enfin 

ACD  H-  BCD  r:=  2  angles  droits. 

18.  On  dit  que  deux  angles  sont  supplémentaires  lorsque 
leur  somme  est  égale  à  deux  angles  droits.  D'après  cela,  dans 
la  fig,  i4,  chacun  des  angles  adjacents  ACD,  BCD  est  le  sup- 
plément de  l'autre.  Deux  angles  qui  ont  des  suppléments 
égaux  sont  égaux.  Pour  avoir  le  supplément  BCD  d'un  angle 
ACD,  il  suffit  de  prolonger  l'un  des  côtés  AC  au  delà  du 
sommet. 

^  19.  On  nomme  réciproque  d'une  proposition  une  seconde 
proposition  dont  l'hypothèse  et  la  conclusion  sont  respective- 
ment la  conclusion  et  l'hypothèse  de  la  première.  Prenons 
pour  exemple  le  théorème  précédent.  On  peut  l'énoncer  de  la 
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manière  suivante  :  Si  deux  angles  adjacents  ACD,  BCD  ont 
leurs  côtés  extérieurs  AC  et  BC  en  ligne  droite,  ces  angles  sont 
supplémentaires.  La  réciproque  sera  :  Si  deux  angles  adja- 
cents AGI),  BCD  sont  supplémentaires,  leurs  côtés  extérieurs 
AC  et  BC  sont  en  ligne  droite. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  remarquer 
que  le  prolongement  de  AC  doit  former  avec  CD  (18)  un  angle 
égal  au  supplément  de  ACD,  c'est-à-dire,  à  cause  de  l'hypo- 
thèse, un  angle  égal  à  BCD;  le  prolongement  de  AC  ne  diffère 

donc  pas  de  BC.  ^ ,^v,H  ;t  )\/30{}44tr[  >ï^  A  1/  '^^3 
On  énonce  la  proposition  àontraire  d'une  proposition  don- 
née, en  adoptant  à  la  fois  une  hypothèse  et  une  conclusion 
opposées  à  celles  de  la  proposition  primitive.  Prenons  encore 
pour  exemple  le  théorème  précédent.  Sa  proposition  contraire 
sera  :  Si  deux  angles  adjacents  n'ont  pas  leurs  côtés  ex- 
térieurs en  ligne  droite,  ces  deux  angles  ne  sont  pas  supplé- 
mentaires. En  effet,  s'ils  l'étaient,  leurs  côtés  extérieurs  de- 
vraient être  situés  en  ligne  droite,  en  vertu  de  la  proposition 
réciproque. 

On  voit  que,  la  proposition  directe  et  sa  réciproque  étant 
vraies,  leurs  propositions  contraires  le  sont  nécessairement; 
de  même,  l'existence  d'une  proposition  directe  et  de  sa  con- 
traire entraîne  celle  de  leurs  propositions  réciproques. 

Corollaires. 
20.  La  somme  de  tous  les  angles  consécutifs  ABD,  DBE, 
EBF,  FBC,  que  l'on  peut  former  autour  du  point  B  d'une 
droite  AC,  d'un  même  côté  de  cette  droite,  est  égale  à  deux 
angles  droits  {flg.  i5);  car  leur  somme  est  évidemment  la 
même  que  celle  des  deux  angles  adjacents  ABF,  FBC. 

Fig.  i5.  Fig.  iG. 

\  /e  <  I? 


21.   La  somme  de  tous  les  angles  consécutifs  AOB,  BOC, 
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COD,  DOE,  EOA,  que  l'on  peut  former  autour  d'un  même 
point  0,  est  égale  à  quatre  angles  droits  [fig.  16);  car  en  pro- 
longeant OC,  par  exemple,  suivant  OC,  on  voit  que  celle 
somme  équivaut  à  celle  des  angles  C'OA,  AOB,  BOC,  situés 
d'un  côté  de  CC,  plus  celle  des  angles  COD,  DOE,  EOC,  situés 
de  l'autre  côté;  el  l'on  vient  de  prouver  que  chacune  de  ces 
deux  sommes  partielles  est  égale  à  deux  angles  droits. 

THÉORÈME. 
22.    Lorsque  deux  lignes  droites  AB,  DE    se  coupent,  les 
angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux  (fig-  17  ). 

Fig.   17.  Fiç.   18. 

A 


Soient,  par  exemple,  les  deux  angles  opposés  AOE,  DOB. 
Le  premier  AOE  a  pour  supplément  l'angle  AOD  formé  par  le 
côté  AO  et  le  prolongement  OD  du  côté  OE.  Le  second  BOD  a 
aussi  pour  supplément  l'angle  AOD,  qui  peut  être  considéré 
comme  formé  par  le  côté  OD  el  le  prolongement  OA  du  côté 
BO.  Les  deux  angles  AOE,  DOB,  ayant  même  supplément  AOD, 
sont  égaux  entre  eux. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  l'égalité  des  angles 
AOD  et  BOE. 

Corollaires. 

23.  Lorsque  l'un  des  quatre  angles  formés  par  la  rencontre 
de  deux  droites  indéfinies  AB  et  CD  est  droit,  les  trois  autres 
sont  aussi  droits  [fig.  18);  car,  de  ce  que  l'angle  AOC,  par 
exemple,  est  droit,  il  résulte  que  son  opposé  DOB  doit  l'être, 
ainsi  que  chacun  de  ses  suppléments  AOD  et  COB. 

On  voit  par  là  que  : 

Lorsqu'une  droite  AO  est  perpendiculaire  sur  une  autre 
droite  CD,  son  prolongement  OB  est  aussi  perpendiculaire  sur 
la  même  droite; 
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Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  sur  une  autre  CD,  la 
seconde  CD  est  à  son  tour  perpendiculaire  sur  la  première  AB. 

24.  Les  bissectrices  OE,  OF,  de  deux  angles  adjacents  et 
supplémentaires  AQC,  AOD,  sont  perpendiculaires  l'une  sur 
l'autre  (fig.  19);   car  la  somme  de  deux  angles  AOC,  AOD, 


étant  égale  à  deux  angles  droits,  celle  des  angles  AOE,  AOF, 
qui  sont  respectivement  moitié  des  premiers,  est  égale  à  un 
angle  droit. 

Les  bissectrices  OF  et  OF'  de  deux  angles  opposés  par  le 
sommet  AOD  et  BOC  sont  dans  le  prolongement  l'une  de 
Vautre  [fig.  10);  car  chacune  d'elles  doit  être  perpendiculaire 
au  point  0  sur  la  bissectrice  OE  de  l'angle  AOC  qui  est  adja- 
cent et  supplémentaire  par  rapport  à  chacun  des  angles  consi- 
dérés AOD  et  BOC. 

Il  résulte  de  là  que  les  bissectrices  des  quatre  angles  déter- 
minés par  la  rencontre  de  deux  droites  AB  et  CD  forment  deux 
droites  indéfinies  EE'  et  FF',  à  angle  droit  l'une  sur  Vautre. 

THÉORÈME. 
23.  Par  un  point  0  pris  hors  d'une  droite  AB,  on  peut  tou- 
jours abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite,  et  Von  ne 
peut  en  abaisser  qu'une  {fig.  20). 

Fig.  20. 


Désignons  par  0'  le  point  sur  lequel  vient  s'appliquer  le 
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point  0,  lorsqu'on  plie  la  figure  autour  de  la  droite  AB,  de 
manière  à  en  rabattre  la  partie  supérieure  sur  la  partie  infé- 
rieure. Joignons  aux  points  0  et  0'  un  point  quelconque  I  de 
la  droite  AB.  Les  angles  adjacents  OIB,  O'IB  seront  égaux; 
car,  si  l'on  pliait  de  nouveau  la  figure  autour  de  xVB,  0  venant 
sur  0'  et  I  restant  fixe,  le  premier  angle  recouvrirait  exacte- 
ment le  second.  D'après  cela,  pour  que  la  droite  01  soit  per- 
pendiculaire sur  AB,  c'est-à-dire  pour  que  l'angle  OIB  soit 
droit,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  deux  angles  adja- 
cents égaux  OIB,  O'IB  soit  égale  à  deux  angles  droits;  et,  par 
suite,  que  leurs  côtés  extérieurs  10,  10'  soient  en  ligne  droite. 
Donc  enfin,  comme  entre  0  et  0'  il  existe  toujours  une  droite, 
et  une  seule,  on  voit  que  du  point  0  on  peut  toujours  mener 
une  perpendiculaire  sur  AB,  mais  une  seule. 

§  II.  -  DES  TRIANGLES. 

DÉFINITIONS. 

26.  On  appelle  triangle  la  portion  de  plan  renfermée  entre 
trois  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux.  La  partie  de  chaque 
droite  comprise  entre  les  points  où  elle  rencontre  les  deux 
autres  est  un  côté  du  triangle.  Ainsi  la  figure  ABC  {Jig>  3 1  )  est 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  AB,  BC,  CA.  Chacun  des  angles 
formés  par  deux  côtés  consécutifs  est  un  angle  du  triangle  : 
les  sommets  A,  B,  C,  de  ces  trois  angles  sont  appelés  les  som- 
mets du  triangle. 

On  dit  que  deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les 
appliquer  l'un  sur  l'autre  de  manière  qu'ils  coïncident. 


Fig.  21.  Fig.  22.  Fig.  23. 


27.  Un  triangle  est  isocèle  quand  il  a  deux  côtés  égaux  :  tel 
est  le  triangle  ABC  (Jig,  22),  dans  lequel  AB  est  égal  à  AG.  Le 
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troisième  côté  BC  prend  spécialement  le  nom  de  base  du 
triangle  isocèle,  et  le  sommet  opposé  A  le  nom  de  sommet  du 
triangle  isocèle. 

Un  triangle  est  équilatéral  lorsqu'il  a  ses  trois  côtés  égaux 
entre  eux. 

Enfin  un  triangle  est  dit  rectangle  lorsqu'il  a  un  angle  droit. 
Le  côté  BC  [fi^.  iZ)  opposé  à  l'angle  droit  A  reçoit  le  nom 
{ïliy^poténuse. 

28.  Dans  tout  triangle  ABC,  un  côté  quelconque  BC  est 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres  AB  et  AC  [fig-  21). 

Car  la  ligne  droite  BC,  étant  le  plus  court  chemin  entre  les 
points  B  et  C,  est  moindre  que  la  ligne  brisée  BA  +  AC. 

29.  Dans  tout  triangle  ABC,  un  côté  quelconque  BC  est  plus 
grand  que  la  différence  des  deux  autres  AC  et  AB.  En  effet, 
soit  AC  le  plus  grand  des  deux  côtés  AC  et  AB,  on  aura,  d'après 
le  numéro  précédent, 

BC4-AB>AC; 

d'où,  en  retranchant  AB  de  part  et  d'autre, 
BC  >  AC  -  AB. 

30.  Trois  droites  de  longueurs  arbitraires  ne  peuvent  pas 
toujours  former  les  trois  côtés  d'un  triangle.  Il  faut  que  cha- 
cune d'elles  soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres,  ou, 
plus  brièvement,  que  la  plus  grande  d'entre  elles  soit  infé- 
rieure à  la  somme  des  deux  autres.  Par  exemple,  il  n'existe 
pas  de  triangle  dont  les  côtés  aient  des  longueurs  respective- 
ment égales  à  7  mètres,  5  mètres,  i  mètre. 

THÉORÈME. 

31.  Si  deux  triangles  OBC,  ABC,  qui  ont  un  côté  commun 


BC,  sont  compris  l'un  dans  l'autre,  la  somme  des  deux  côtés 
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OB  et  OC  du  trianglç  enveloppé  est  moindre  que  la  somme  des 
deux  côtés  AB  et  AC  du  triangle  enveloppant  [Jig.  24). 

En  effet,  prolongeons  BO  jusqu'au  point  D  où  cette  droite 
rencontre  le  côlé  AC.  En  remplaçant  la  ligne  droite  OC  par  la 
ligne  brisée  OD  -|-  DC,  on  change  la  somme  OB  4-  0(^  en  une 
autre  plus  grande 

OB-f-OD-f-DC     ou     BD-f-DC. 

De  même,  en  remplaçant  la  ligne  droite  BD  par  la  ligne 
brisée  AB  -\-  AD,  on  change  la  somme  BD  -1-  DC  en  une  autre 

'  AB-+-AD4-DC     ou     AB-hAC, 

qui  est  plus  grande  encore.  On  a  donc 

OB  +  OC<AB-+-AC. 

SCOLIE. 

32.  Lorsque  deux  triangles  O'BC,  ABC,  qui  ont  un  côté 
commun  BC,  s'entrecoupent^  la  somme  des  deux  côtés  AB  et 
O'C  qui  ne  se  croisent  pas  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
côtés  AC  et  O'B  qui  se  croisent  {Jig.  24)- 

En  effet,  on  a  dans  le  triangle  ABD 

AB<AD  +  DB, 

et  dans  le  triangle  O'CD, 

0'C<DC-hO'D. 

En  ajoutant  ces  deux  inégalités  membre  à  membre,  on  ob- 
tient 

AB  -+-  O'C  <  AD  4-  DC  -f-  O'D  +  DB 

ou 

AB-+-0'C<AC-f-0'B. 

THÉOBËME. 

33.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  égaux  à  deux  côtés 
d'un  autre  triangle  chacun  à  chacun,  et  si  l'angle  compris 
entre  les  premiers  est  plus  grand  que  l'angle  compris  entre  les 
seconds,  le  troisième  côté  du  premier  triangle  est  plus  grand 
que  le  troisième  côté  du  second  {Jig.  25,  26,  27  ), 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  dans  lesquels  on  a 
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AB  =  A'B',  AC  — A'C  et  l'angle  BAC  plus  grand  que  Tangle 
A':  le  côté  BC  sera  plus  grand  que  le  côté  B'C'. 

En  effet,  plaçons  le  triangle  A'B'C  en  ABD,  de  manière  .que 
A'B'  coïncide  avec  son  égal  AB,  et  que  le  côté  A'C,  qui  fait 
avec  A'B'  un  angle  A'  moindre  que  BAC,  tombe  suivant  AD 
dans  l'intérieur  de  l'angle  BAC.  La  droite  BD  n'étant  autre 
chose  que  le  côté  B'C  transporté,  il  suffit  de  démontrer  que 
BC  est  plus  grand  que  BD. 

Or  il  peut  se  présenter  trois  cas,  suivant  que  le  point  D 
tombe  sur  BC  (fig-  25),  ou  à  l'intérieur  du  triangle  ABC 
{fis-  ^^)^  ^^  ^^  dehors  {fig.  27).  ^ 


Fig.  25. 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


Dans  le  premier  cas  {fig.  25),  le  théorème  est  évident,  puis- 
que BD  n'est  qu'une  partie  de  BC. 
Dans  le  deuxième  cas  {fig-  26),  on  a  (31  ) 

AC  +  BOAD  +  BD; 

d'où,  en  supprimant  d'une  part  AC  et  de  l'autre  son  égal  AD, 

BC  >  BD. 
Dans  le  troisième  cas  {fig.  27),  on  a  (32) 
AD-hBC>AC  +  BD, 
d'où,  en  supprimant  d'une  part  AD  et  de  l'autre  son  égal  AC, 

BC  >  BD. 
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THÉORÈME. 

34.  Deux  triangles  sont  égaux  : 

1"  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun; 

2*»  Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun; 

S**  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

En  effet  : 

1°  Soient  [Jig.  28)  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  tels  qu'on 
ait 

BC==B'C     B  =  B',     C  =  C'. 

Transportons  le  triangle  A'IV  C  sur  le  triangle  ABC,  de  ma- 
nière que  le  côté  WC  coïncide  avec  son  égal  BC,  B'  étant  en  B 
et  C  en  C.  Puisque  l'angle  B'  est  égal  à  l'angle  B  et  que  les 
deux  triangles  sont  supposés  tomber  d'un  môme  côté  de  BC, 
le  côté  B'A'  prendra  la  direction  BA,  et  le  point  A'  tombera 
quelque  part  sur  la  droite  indéfinie  BA.  De  même,  puisque 
l'angle  C  est  égal  à  l'angle  C,  le  côté  C'A'  prendra  la  direc- 
tion CA,  et  le  point  A'  tombera  quelque  part  sur  la  droite  in- 
définie CA.  Donc  le  point  A',  devant  se  trouver  à  la  fois  sur 
les  deux  droites  BA  et  CA,  tombera  nécessairement  sur  leur 
point  d'intersection  A.  Par  suite,  les  deux  triangles  coïnci- 
deront. 

2°  Soient  {Jig.  28)  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  tels  qu'on 
ail 

A  =  A',     AB=:AB',     AC=:A'C'. 

Transportons  le  triangle  A'  B' C  sur  le  triangle  ABC,  de  ma- 
nière que  l'angle  A  coïncide  avec  son  égal  A',  le  côté  A'  B' 


A 


tombant  sur  le  côté  AB  et  le  côté  A'C  sur  le  côté  AC.  Ces 
côtés  ayant  alors  môme  direction,  même  longueur  et  une  e.v- 
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trémilé  commune,  leurs  autres  extrémités  se  confondront, 
c'est-à-dire   que  le  point  B'   tombera  sur  le  point  B  et  le 
point  C  sur  le  point  C.  Par  suite,  les  deux  triangles  coïncide- 
ront. 
3°  Soient  [fig.  28)  les  deux  triangles  ABC,  A'B'  C,  tels  qu'on 

AB^zA'B',       BC=.:B'C',       AC::::-A'C'. 

L'angle  A  du  premier  triangle,  compris  entre  les  côtés  AB 
et  AC,  doit  être  égal  à  l'angle  A'  du  second  triangle,  compris 
entre  les  côtés  A'B'  et  A'C,  respectivement  égaux  aux  côtés 
AB  et  AG;  car,  d'après  le  n"  33,  si  ces  angles  différaient,  les 
côtés  BC  et  B'C  seraient  inégaux  contrairement  à  l'hypothèse. 

Dès  lors,  les  deux  triangles  proposés  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun. 

SCOLIE. 

3o.  Deux  triangles  égaux,  ABC,  A'B'C,  satisfont  à  six  con- 
ditions, savoir  : 

ABr^zA'B',     AC:=zA'e,     BC=^B'C, 

C  :==€',  B:==B',  A=A'. 

Chaque  cas  d'égalité  renferme  trois  de  ces  conditions  grou- 
pées de  telle  sorte  que,  lorsqu'elles  sont  satisfaites,  les  six 
soient  remplies.  Par  suite,  quand  on  aura  reconnu  dans  une 
certaine  figure  l'égalité  de  deux  triangles  par  l'application  de 
l'un  des  trois  cas  énoncés,  on  devra  en  conclure  immédiate- 
ment l'égalité  des  trois  éléments  non  employés,  et  l'on  aura 
acquis  ainsi  de  nouvelles  données  qui  permettront  d'aller  plus 
avant  dans  la  recherche  que  l'on  poursuit.  Tel  est  l'usage  de  la 
théorie  de  l'égalité  des  triangles. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  deux  triangles  égaux, 
les  côtés  égaux  sont  toujours  opposés  aux  angles  égaux. 

THÉORÈME. 
36.  Dans  un  triangle  : 

\^  Si  deux  angles  sont  égaux,  les  côtés  opposés  sont  égaux  y 
et  le  triangle  est  isocèle; 


LIVRE    I.    —    LA.    LIGNE    DROITE.  I9 

2°  Si  deux  angles  sont  inégaux,  le  côté  opposé  au  plus 
grand  de  ces  deux  angles  est  plus  grand  que  le  côté  opposé  à 
l'autre  angle. 

En  effet  : 

I"  Soit  ijig.  29)  ABC  un  triangle  dont  les  angles  B  et  C  sont 
égaux  entre  eux.  Considérons  un  second  triangle  A'B'C  re- 
production exacte  du  premier,  et  transportons-le  sur  ABC,  en 

Fig.  29. 


le  renversant,  de  manière  que  B'  tombe  en  C  et  C  en  B.  Le 
côté  C'B'  coïncidera  avec  son  égal  BC.  L'angle  C  étant  égal  à 
l'angle  C  et  par  suite  à  l'angle  B,  si  l'on  fait  tomber  les  deux 
triangles  d'un  même  côté  par  rapport  à  BC,  le  côté  C'A'  pren- 
dra la  direction  BA,  et  le  point  A'  tombera  quelque  part  sur  la 
droite  indéfinie  BA.  De  même,  l'angle  B'  étant  égal  à  l'angle  B, 
et  par  suite  à  l'angle  C,  le  côté  B'A'  prendra  la  direction  CA, 
elle  point  A'  tombera  quelque  part  sur  la  droite  indéfinie  CA. 
Le  point  A',  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  les  deux  droites  BA 
et  CA,  tombera  donc  sur  leur  intersection  A,  et  les  deux 
triangles  ABC,  A'B'C,  coïncideront.  Puisque  le  côté  A'B',  qui 
est  égal  à  AB,  vient  recouvrir  exactement  le  côté  AC,  on  en 
conclut  que  AB  et  AC  sont  égaux. 
2"  Soit  {Jig.  3o)  le  triangle  ABC  dans  lequel  l'angle  ABC  est 

Fig.  3o. 


plus  grand  que  l'angle  C.  On  pourra  mener  dans  l'angle  ABC 
une  droite  BD  qui  fasse  avec  BC  un  angle  DBC  égal  à  l'angle  C. 

?.. 
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Le  triangle  BDC  ayant  deux  angles  égaux  DBC,  DCB,  sera  iso- 
cèle, et  l'on  aura  BD  =  DC.  Or,  dans  le  triangle  ABD,  on  a 

AB  <  AD  +  BD, 

ou,  en  remplaçant  BD  par  son  égal  DC, 

AB  <  AD  +  DC, 

c'est-à-dire 

AB<AC. 

37.  Béciproquement,  si  un  triangle  a  deux  côtés  égaux,  c'est- 
à-dire  est  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux  sont 
égaux;  et  si  un  triangle  a  deux  côtés  inégaux,  au  plus  grand 
côté  est  opposé  le  plus  grand  angle. 

En  effet,  soient  a  et  b  deux  côtés  d'un  triangle,  et  A  et  B  les 
deux  angles  opposés.  Le  théorème  précédent  prouve  qu'aux 
trois  hypothèses 

A<B,     A==B,     A>B, 

qui  sont  les  seules  possibles,  répondent  respectivement  les 
conclusions  distinctes 

a<^b,     a  :::^  b,     a^  b. 

Donc,  si  a  est  égal  à  b,  A  est  forcément  égal  à  B,  car  si  A  était 
inférieur  ou  supérieur  à  B,  a  serait,  d'après  le  théorème  di- 
rect, inférieur  ou  supérieur  à  Z>;  de  même,  si  a  est  plus  grand 
que  6,  il  faut  que  A  soit  plus  grand  que  B,  et  si  a  est  plus  petit 
que  b,  il  faut  que  A  soit  plus  petit  que  B. 

SCOLIE. 

■  38.  La  démonstration  du  n*'  36  (i°)  met  en  évidence  cette 
propriété  dont  jouit  tout  triangle  isocèle,  d'être  superposable 
à  lui-même  par  retournement.  Cette  propriété  caractéristique 
est  la  clef  des  autres  propriétés  du  triangle  isocèle. 

Ainsi  (Jig.  3i),  dans  ce  retournement  du  triangle  isocèle 
BAC,  B  venant  en  C  et  C  en  B,  le  milieu  I  de  BC  retombe  sur 
lui-même  aussi  bien  que  le  sommet  A.  Par  suite,  l'angle  AlC 
vient  recouvrir  son  adjacent  et  supplémentaire  AlB,  et  l'angle 
CAl  son  adjacent  BAL  Donc,  dans  tout  triangle  isocèle  BAC, 
la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  I  de  la  base  BC  est 
perpendiculaire  sur  cette  base  et  divise  ran^;le  au  sommet  en 
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deux  parties  égales.   Cela   résulterait  aussi  de  l'égalilé   des 

triangles  ABI,  ACI,  qui  ont  évidemment  les  trois  côtés  égaux 

chacun  à  chacun. 

Fig.  3i. 


La  droiie  AI  satisfait  donc  aux  quatre  conditions  suivantes: 
elle  passe  par  le  sommet  A,  par  le  milieu  I  de  la  base  BC,  elle 
est  perpendiculaire  sur  cette  base,  elle  est  bissectrice  de 
l'angle  au  sommet. 

Or,  deux  de  ces  quatre  conditions  suffisent  pour  déterminer 
la  droite  AI  ;  car  on  sait  que  par  deux  points  on  ne  peut  mener 
qu'une  droite,  qu'un  angle  n'admet  qu'une  bissectrice,  et  que 
par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  à  une 
droite.  Donc  toute  ligne  droite,  assujettie  à  deux  des  quatre 
conditions  indiquées,  remplira  nécessairement  les  deux  autres. 

39.  Tout  triangle  dont  les  trois  angles  sont  égaux  est  équi- 
latéral,  et,  réciproquement,  tout  triangle  équilatéral  a  ses  trois 
angles  égaux, 

40.  Le  mode  de  démonstration  qui  précède  (37)  est  d'un 
usage  très-fréquent  en  Géométrie,  et  il  convient  de  l'ériger 
dès  à  présent  en  règle  générale. 

Lorsque,  dans  une  proposition  ou  dans  une  série  de  propo- 
sitions, on  a  fait  toutes  les  hypothèses  admissibles,  et  que  ces 
hypothèses  ont  conduit  à  des  conclusions  respect ii'es  essentiel- 
lement distinctes,  les  réciproques  des  propositions  établies  sont 
toutes  vraies. 

Ainsi,  en  rapprochant  les  théorèmes  démontrés  aux  n"*  33 
et  34,  on  voit  que,  si  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  ont  deux 
côtés  respectivement  égaux  chacun  à  chacun,  savoir \B  =  \'B' , 
et  AC  =  A'C'>  le  troisième  côté  BC  du  premier  triangle  est  in- 
férieur, égal  ou  supérieur  au  troisième  côté  B'C  du  second, 
suivant  que  l'angle  opposé  A  du  premier  triangle  est  inférieur, 
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égal  ou  supérieur  à  l'angle  opposé  A'  du  second.  Donc,  réci- 
proquement, si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  l'angle  que  ces  côtés  comprennent  dans  le  premier 
triangle  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  l'angle  compris  entre 
les  deux  côtés  correspondants  du  second  triangle,  suii^ant  que 
le  troisième  côté  du  premier  triangle  est  inférieur,  égal  ou 
supérieur  au  troisième  côté  du  second. 

§  III.  -  des' PERPENDICULAIRES  ET  DES  OBLIQUES. 

THÉORÈME. 

41.  Si  d'un  point  0  pris  hors  d'une  droite  AB  on  mène  à 
cette  droite  la  perpendiculaire  Oï  et  plusieurs  obliques  OC, 
OD,  OE, . . .  : 

1°  Deux  obliques  OC  et  OE  dont  les  pieds  C  e?  E  sont  égale- 
ment distants  du  pied  I  de  la  perpendiculaire  sont  égales  ; 

2°  La  perpendiculaire  01  est  plus  courte  que  toute  obliqueOC, 
et  de  deux  obliques  OC  et  OD  ou  OE  et  OD,  celle  dont  le  pied 
s'écarte  le  plus  du  pied  I  de  la  perpendiculaire  est  la  plus 
longue. 

En  effet  : 

1°  Les  deux  triangles  OIC,  OIE  [fig.'^i),  sont  égaux  comme 


ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux,  savoir  : 
l'angle  droit  OIC  égal  à  l'angle  droit  OIE,  le  côté  01  commun, 
et  le  côté  IC  égal  à  lE  par  hypothèse;  donc 

OC  =  OE. 

2°  Prolongeons  la  perpendiculaire  01  d'une  quantité  I0'= 01, 
et  menons  les  droites  CKC,  O'D.  * 
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Les  droites*  OC  et  O'C  sont  égales  (i°)  comme  obliques 
s'écartanl  également  du  pied  de  la  perpendiculaire  CI  menée 
de  C  sur  00'  ;  on  a  de  même  OD  rr:  O'D.  Or  le  triangle  ODO' 
donne (28,  31) 

00'  <:  OC  -I-  O'C  <  OD  +  O'D, 

d'où,  en  prenant  les  moitiés, 

01<0C<0D. 

Si  l'on  considérait  deux  obliques  OD  et  OE  situées  de  côtés 
différents  par  rapport  à  la  perpendiculaire  01,  on  commence- 
rait par  prendre  sur  lA  une  longueur  IC  égale  à  lE;  les  obli- 
ques OC  et  OE  seraient  alors  égales  comme  s'écartant  égale- 
ment du  pied  de  la  perpendiculaire  (i°).  Or,  si  JE  est  moindre 
que  ID,  IC  le  sera  aussi  ;  et,  d'après  l'alinéa  précédent,  l'obli- 
que OC  sera  moindre  que  l'oblique  OD.  On  aura  donc  encore 

OE  <  OD. 

Corollaires. 

42.  La  perpendiculaire  01  abaissée  d'un  point  0  sur  une 
droite  AB  est  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  de 
ce  point  à  la  droite  :  sa  longueur  est  ce  qu'on  appelle  la  dis- 
tance du  point  0  à  la  droite  AB. 

43.  La  perpendiculaire  01  étant  plus  courte  que  toute 
oblique  OC,  il  suit  du  n°  37  que  l'angle  OCI  est  moindre 
que  l'angle  droit  OIC.  Donc,  lorsque  deux  droites  AB  et  OC  se 
coupent,  la  perpendiculaire  01,  abaissée  d'un  point  de  l'une 
sur  l'autre  y  est  située  dans  l'intérieur  de  l'angle  aigu  OCB 
formé  par  ces  deux  droites. 

On  peut  conclure  de  là  que,  dans  tout  triangle  rectangle,  les 
deux  angles  autres  que  l'angle  droit  sont  aigus. 

Scolies. 

44.  L'exactitude  des  réciproques  des  propositions  qui  pré- 
cèdent résulte  immédiatement  du  principe  général  énoncé  au 
n"  40. 

1°  Si  une  droite  est  la  plus  courte  distance  d'un  point  à 
une  autre  droite^  ces  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre 
elles. 
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2**  Si  deux  obliques  à  une  même  droite  parlent  d'un  même 
point  et  sont  égales  entre  elles,  elles  s'écartent  également  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite. 

3''  Si  deux  obliques  à  une  même  droite  partent  d'un  même 
point  et  sont  inégales,  la  plus  grande  s'éloigne  le  plus  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite. 

45.  D'un  même  point  on  ne  peut  mener  à  une  droite  que 
deux  obliques  égales,  et  ces  obliques  sont  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite. 

THÉORÈME. 

46.  Tout  point  M  de  la  perpendiculaire  CD  élevée  sur  le 
milieu  d'une  droite  AB  est  également  distant  des  extrémités 
k  et  là  de  celte  droite  [fig*  33). 


En  effet,  C  étant  le  milieu  de  AB,  on  a  CA  r=  CB;  donc  MA 
et  MB  sont  des  obliques  qui  s'écartent  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire  CD.  On  a  donc  (41  )  MA  ==::  MB. 

47.  Béciproquement,  tout  point  M  équidislant  des  extrémi- 
tés A  e?  B  d'une  droite  AB  appartient  à  la  perpendiculaire  CD 
menée  à  celte  droite  par  son  milieu  C. 

En  effet,  le  triangle  MAB  étant  isocèle  par  hypothèse,  la 
droite  MC,  qui  joint  le  sommet  au  milieu  C  de  la  base,  est 
perpendiculaire  sur  cette  base  (38). 

Corollaires. 

48.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  menée  à  une  droite  par  son  milieu  sont  équi- 
distants  des  extrémités  de  cette  droite,  et  que  les  points  de 
cette  perpendiculaire  sont  les  seuls  points  du  plan  qui  jouis- 
sent de  cette  propriété. 
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En  Géométrie  plane,  on  donne  le  nom  de  lieu  géométrique 
à  la  figure  formée  par  l'ensemble  des  points  du  plan  qui  jouis- 
sent d'une  propriété  commune.  On  peut  donc  exprimer  la 
double  proposition  qui  précède  en  disant  : 

La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  d'une  droite  est  le 
LIEU  GÉOMÉTRIQUE  des  poiuls  équidistunts  des  extrémités  de 
cette  droite. 

4-9.  Deux  points  suffisent  pour  déterminer  une  droite.  Donc, 
dès  qu'une  droite  a  deux  points  équidistanls  des  extrémités 
d'une  seconde  droite,  on  peut  affirmer  que  la  première  droite 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  seconde. 

THÉORÈME. 

50.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  : 
1^  Lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal  ; 
2"  Lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  côté  de  l'angle 
droit  égal. 

Fis.  34. 


En  effet  : 

I"  Soient  {fig.  34  )  les  deux  triangles  ABC,  A'  B'C,  rectangles 
en  A  et  en  A',  et  dans  lesquels  on  a 

BC  =  B'C'     et    B  =  B'. 

Portons  le  triangle  A'B'C/  sur  le  triangle  ABC,  de  manière 
que  B'C  coïncide  avec  BC,  B'  étant  en  B  et  C  en  C.  Si  l'on 
fait  tomber  les  deux  triangles  du  même  côté  de  BC,  l'angle  B' 
étant  égal  à  l'angle  B,  le  cùté  B'A'  prendra  la  direction  BA;  dès 
lors,  le  côté  C'A',  qui  est  perpendiculaire  sur  B'A',  devra 
prendre  la  direction  de  CA,  qui  est  la  seule  perpendiculaire 
qu'on  puisse  abaisser  du  point  C  sur  BA.  Le  point  A'  devant 
tomber  à  la  fois  sur  BA  et  sur  CA  viendra  donc  en  A,  et  les 
deux  triangles  coïncideront. 
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2^  Soient  (/g-.  34)  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  rectangles 
en  A  et  en  A',  et  dans  lesquels  on  a 

BCzrr:B'C^     et    AC  .^  A'C. 

Portons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC,  de  manière 
que  k'C  coïncide  avec  AC,  A'  étant  en  A  et  C  en  C.  Si  l'on  fait 
tonriber  les  deux  triangles  du  même  côté  de  AC,  le  côté  A'B' 
prendra  la  direction  de  AB,  à  cause  de  l'égalité  des  angles 
droits  A  et  A'.  De  plus,  C'B'  deviendra  une  oblique  égale  à  CB, 
issue  du  même  point  C,  et  située  du  même  côté  de  la  perpen- 
diculaire CA.  Donc  CB  et  CB'  s'écarteront  également  du  pied 
de  cette  perpendiculaire  (44);  en  d'autres  termes,  le  point  B' 
tombera  en  B,  et  les  deux  triangles  coïncideront. 

THÉORÈME. 
51.   Tout  point  M  pris  sur  la  bissectrice  AD  d'un  angle  BAC 
est  également  distant  des  deux  côtés  de  cet  angle  [Jig.  35). 

Fig.  35. 


/ 


La  distance  du  point  M  au  côté  AB  est  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire ME  abaissée  du  point  M  sur  AB  (42);  de  même, 
la  perpendiculaire  MF,  abaissée  du  point  M  sur  AC,  mesure  la 
distance  du  point  M  au  côté  AC.  Il  s'agit  de  démontrer  l'éga- 
lité de  ME  et  de  MF.  Or  celte  égalité  résulte  de  celle  des 
deux  triangles  MAE,  MAF,  qui,  rectangles  en  E  et  en  F,  ont 
l'hypoténuse  AM  commune  et  un  angle  aigu  égal,  savoir 
MAE  =  MAF,  puisque  la  droite  AD  est  la  bissectrice  de 
l'angle  BAC. 

52.  Béciproquement,  tout  point  M  pris  à  l'intérieur  d'un 
angle  BAC,  à  égale  distance  ME  =  MF  de  ses  deux  côtés  AB 
et  AC,  appartient  à  la  bissectrice  de  cet  angle  {Jig>  35). 

En  effet,  en  menant  la  droite  MA,  on  obtient  deux  triangles 
rectangles,  MAE,  MAF,  qui  sont  égaux  comme  ayant  l'hypoté" 
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mise  MA.  commune  el  un  côté  de  l'angle  droit  égal  :  ME  =  MF. 
Donc  l'angle  MAE  opposé  au  cùlé  ME  est  égal  à  l'angle  MAF 
opposé  au  côté  MF,  et  la  droite  AM  est  la  bissectrice  de 
l'angle  BAC. 

Corollaire. 

53.  La  bissectrice  d'un  angle  est  le  lieu  géométrique  des 
points  qui,  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle,  sont  équidis- 
tant  s  de  ses  côtés. 

SCOLIE. 

54.  Pour  établir  un  lieu  géométrique,  il  faut  toujours  prou- 
ver une  double  proposition  composée,  soit  d'une  certaine 
proposition  directe  et  de  sa  réciproque,  soit  de  celte  même 
proposition  directe  et  de  la  proposition  contraire. 

Ainsi  l'on  démontrera  :  que  tout  point  d'une  certaine  figure 
jouit  d'une  certaine  propriété  (proposition  directe),  et  que  tout 
point  jouissant  de  celle  propriété  appartient  à  celle  figure 
(proposition  réciproque); 

Ou  bien  :  que  tout  point  d'une  certaine  figure  jouit  d'une 
certaine  propriété  (proposition  directe),  elque  tout  point  pris 
hors  de  cette  figure  ne  jouit  pas  de  cette  propriété  (proposition 
contraire). 

L'équivalence  de  ces  deux  modes  de  démonstration  résulte 
de  ce  que  la  proposition  directe,  sa  réciproque  et  la  proposi- 
tion contraire  sont  tellement  liées,  que  l'une  quelconque  des 
deux  dernières  est  une  conséquence  des  deux  autres  (19). 

Il  est  ordinairement  plus  simple  d'adopter  le  premier  mode, 
c'est-à-dire  de  démontrer  la  proposition  directe  et  sa  réci- 
proque; cela  lient  à  ce  que  la  proposition  contraire  exige  tou- 
jours une  figure  différente  de  celle  qui  est  relative  à  la  propo- 
sition directe,  tandis  que  la  réciproque  n'exige  pas  en  général 
une  figure  nouvelle. 

§  IV.  -  DES  PARALLÈLES. 

DÉFINITIONS. 

55.  Lorsqu'une  sécante  EF  rencontre  deux  droites  quel- 
conques AB  et  CD,  elle  forme  avec  ces  deux  droites  huit 
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angles,  dont  quatre  autour  du  point  G  et  quatre  autour  du 
point  H  (fig.  36). 

Les  quatre  angles  i,  4»  5,  8,  compris  entre  les  deux  droites 
AB  et  CI),  sont  appelés  angles  internes.  Les  quatre  autres  2, 
3,  6,  7,  sont  appelés  angles  externes. 


FifT.  3G. 
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Deux  angles  qui  sont  internes,  non  adjacents  et  situés  de 
part  et  d'autre  de  la  sécante,  sont  dit  alternes-externes  :  tels 
sont  les  angles  i  et  5,  4  et  8. 

Deux  angles  qui  sont  externes,  non  adjacents  et  situés  de 
part  et  d'autre  de  la  sécante,  sont  dits  alternes-externes  :  tels 
sont  les  angles  2  et  6,  3  et  7. 

Deux  angles  situés  d'un  même  côté  de  la  sécante,  l'un  in- 
terne, l'autre  externe,  et  non  adjacents,  sont  dits  correspon- 
dants :  tels  sont  les  angles  i  et  7,  4  et  6,  2  et  8,  3  et  5. 

Enfin,  les  angles  i  et  8,  4  et  5,  sont  dits  intérieurs  d'un 
même  côté;  et  les  angles  2  et  7,  3  et  6,  extérieurs  d'un  même 
côté. 

56.  Deux  droites  sont  dites  parallèles  lorsque,  étant  situées 

dans  un  même  plan,   elles  ne  peuvent  se  rencontrer,  si  loin 

qu'on  les  prolonge. 

THÉORÈME. 

57.  Deux  droites  AC  et  BD  perpendiculaires  sur  une  troi- 
sième droite  EF  sont  parallèles  (fig.  37). 

Fi(r.     37. 


Car,  si  elles  se  rencontraient,  on  pourrait  de  leur  point  d'in- 
tersection abaisser  deux  perpendiculaires  surEF(25). 
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Corollaire. 

58.  Par  un  point  A,  situé  hors  d'une  ligne  droite  BC,  on 
peut  mener  une  parallèle  à  cette  droite  [fig.  38). 

Fig.  38. 


Abaissons  du  point  A  la  perpendiculaire  AD  sur  BC,  et 
menons  à  Al)  la  perpendiculaire'AE.  Les  deux  droites  AE  et 
BC,  étant  toutes  deux  perpendiculaires  sur  AD,  sont  parallèles. 

SCOLIE. 

59.  On  ADMET  que,  par  un  point  pris  hors  d'une  ligne  droite, 
on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  cette  droite.  De  là  ré- 
sultent les  deux  propositions  suivantes  : 

60.  Si  une  droite  A  en  rencontre  une  autre  B,  elle  rencon- 
tre toute  parallèle  C  à  cette  autre;  car  si  A  était  parallèle  à  C, 
du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B,  on  pourrait  mener 
deux  parallèles  à  C. 

61.  Deux  droites  A  et  B,  parallèles  à  une  troisième  C,  sont 
parallèles  entre  elles;  car,  si  A  et  B  se  rencontraient,  de  leur 
point  de  concours  on  pourrait  mener  deux  parallèles  à  C. 

THÉORÈME. 

62.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  toute 
droite  EF,  perpendiculaire  sur  l'une  AB,  est  perpendiculaire 
sur  l'autre  CD  [Jig.  Sg). 

Fi{j.  3g. 
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D'abord  la  droite  EF  rencontre  CD  (60).  Concevons  par  leur 
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point  d'intersection  F  la  perpendiculaire  à  EF.  Cette  perpen- 
diculaire, devant  être  parallèle  à  AB  (57),  coïncidera  avec  CD, 
puisque  par  le  point  F  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle 
à  AB.  Donc  CD  est  perpendiculaire  sur  EF  et,  inversement, 
EF  est  perpendiculaire  sur  CD. 

On  énonce  souvent  ce  théorème  d'une  manière  plus  rapide, 
en  disant  :  Deux  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires  com- 
munes. 

THÉORÈME. 

63.  Lorsque  deux  droites  parallèles  AB,  CD,  sont  rencon- 
trées par  une  sécante  EF,  les  quatre  angles  aigus  formés  au- 
tour des  points  d'intersection  (s  et  H  sont  égaux  entre  eux, 
ainsi  que  les  quatre  angles  obtus  formés  autour  des  mêmes 

points  [fig.  4o). 

Fig.  .^0. 


En  effet,  par  le  point  0,  milieu  de  GH,  menons  sur  les  pa- 
rallèles AB  et  CD  la  perpendiculaire  commune  IK;  01  tombera 
dans  l'angle  aigu  OGA,  et  OK  dans  l'angle  aigu  OHD  (43).  Or, 
les  triangles  rectangles  OGI,  OHK,  ont  leurs  hypoténuses 
OG  et  OH  égales,  puisque  le  point  0  est  le  milieu  de  GH,  et 
les  angles  aigus  lOG,  HOK,  égaux  comme  opposés  par  le  som- 
met :  ils  sont  donc  égaux  (50)  et,  par  suite,  l'angle  OGI  est 
égal  à  l'angle  OHK.  Chacun  de  ces  deux  angles  étant  d'ailleurs 
égal  à  son  opposé  par  son  sommet,  on  voit  que  les  quatre 
angles  aigus  OGI,  EGB,  OHK,  CHF,  sont  égaux  entre  eux. 

De  même,  les  quatre  angles  obtus  AGE,  0GB,  DHF,  OHC, 
sont  aussi  égaux  entre  eux,  comme  suppléments  des  angles 
aigus. 

64-.  Réciproquement,  deux  droites  AB  et  CD  étant  coupées  par 
une  sécante  EF,  si  les  quatre  angles  aigus  ou  les  quatre  angles 
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obtus  formés  autour  des  points  d'intersection  G  et  II  sont 
égaux  entre  eux,  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles. 

Supposons  {fg,  4i)  que  l'angle  IIGA  soil  égal  à  l'angle  GHD, 
el  concevons  par  le  point  H  la  parallèle  à  AB.  Celle  parallèle 
doll,  d'après  la  proposition  direcle,  faire  avec  GH  un  angle 
égal  à  l'angle  HGA,  et,  par  suile,  à  l'angle  GIID;  donc  celle 
parallèle  coïncide  avec  HD,  et  la  droite  CD  est  parallèle  à  AB. 
Corollaires. 

Go.  Deux  parallèles  AB  et  CD  {fg.  4i)  étant  coupées  par 
une  sécante  EF,  il  résulte  de  ce  qui  précède  : 

Fig.  4i. 


1: 

8/5 

i» 

I"  Que  les  angles  alternes-internes  i  et  5,  ou  4  et  8,  sont 
égaux  entre  eux  ; 

2°  Que  les  angles  alternes-externes  3  et  7,  ou  2  et  6,  soîit 
égaux  entre  eux  ; 

3"  Que  les  angles  correspondants  i  et  7,  ou  2  et 8,  ou  3  et  5, 
ou  4  et  6,  sont  égaux  entre  eux  ; 

4°  Que  les  angles  intérieurs  d'un  même  côté  i  et  8,  ou  4 
et  5,  sont  supplémentaires  ; 

S°  Que  les  angles  extérieurs  d'un  même  côté  2  et  7,  ou  3 
el  6,  sont  supplémentaires . 

Et,  réciproquement,  deux  droites  coupées  par  une  sécante 
sont  parallèles  : 

Si  les  angles  alternes-internes  sont  égaux, 

Ou  si  les  angles  alternes-externes  sont  égaux. 

Ou  si  les  angles  correspondants  sont  égaux  y 

Ou  si  les  angles  intérieurs  d'un  même  côté  sont  supplémen- 
taires, 

Ou  si  les  angles  extérieurs  d'un  même  côté  sont  supplémen- 
taires. 
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SCOLIE. 

66.  La  proposition  directe  et  la  proposition  réciproque  étant 
démontrées,  les  propositions  contraires  sont  vraies  par  cela 
même  (19).  Ainsi  : 

Deux  droites  étant  coupées  par  une  sécante,  si  les  angles 
formés  ne  satisfont  pas  aux  relations  que  nous  venons  d'énon- 
cer, les  deux  droites  ne  sont  pas  parallèles.  En  particulier  : 

Lorsque  deux  droites  font  avec  une  transversale  deux  angles 
intérieurs  d'un  même  côté  dont  la  somme  diffère  de  deux 
ansrles  droits,  ces  droites  se  rencontrent  du  côté  de  la  sécante 
où  cette  somme  est  inférieure  à  deux  angles  droits, 

67.  Voici  deux  autres  remarques  souvent  utiles  : 

\°  Deux  droites  [fig-  4^)>  l'une  AB  perpendiculaire,  et 
l'autre  CD  oblique  sur  une  troisième  droite  AC,  doivent  se 
rencontrer;  car  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  BAC, 
DCA,  est  moindre  que  deux  angles  droils. 

Fig.  /,2.  Fig.  43. 


2°  Deux  droites  EF,  GH  (Jig.  4^),  respectivement  perpen- 
diculaires à  deux  droites  CA  et  CB  qui  se  coupent,  doivent  se 
rencontrer;  car,  en  menant  la  droite  EG,  on  voit  que  chacun 
des  angles  intérieurs  FEG,  HGE,  est  moindre  qu'un  angle 
droit:  la  somme  de  ces  angles  est  donc  inférieure  à  deux 
angles  droits. 

THÉORÈME. 

68.  Deux  parallèles  AC,  BD,  comprises  entre  deux  autres 
parallèles  AB,  CD,  sont  égales  {Jlg.  44)- 

En  effet,  menons  \ï).  Les  deux  triangles  ABD,  ACD,  seront 
égaux  comme  ayant  un  côté  commun  AD  adjacent  à  deux  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  savoir:  l'angle  BAD  égal  à  l'angle  ADC 
comme  alternes-internes  par  rapport  aux  parallèles  AB,  CD, 
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coupées  par  la  sécante  AD;  et  l'angle  ADB  égal  à  l'angle  DAC 
comme  alternes-internes  par  rapport  aux  parallèles  AC,  BD, 
coupées  par  la  même  sécante.  Donc  le  côté  BD  opposé  à 
l'angle  BAD  est  égal  au  côté  AC  opposé  à  l'angle  ADC. 

Fig.  4'l-  Fig.  /,5. 


/ 


z 


Corollaire. 

69.  Si  les  deux  lignes  AC  et  BD  (fig.  45)  étaient  perpendi- 
culaires sur  AB  et,  par  suite,  sur  CD  (G2),  elles  mesureraient 
les  dislances  des  points  A  et  B  de  la  droite  AB  à  la  droite  CD. 
Ces  deux  distances  étant  égales  comme  parallèles  comprises 
entre  parallèles,  et  les  deux  points  A  et  B  étant  pris  d'une 
manière  quelconque  sur  AB,  on  voit  que  deux  parallèles  sont 
partout  également  distantes. 

THÉORÈME. 

70.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  chacun  à 
chacun  sont  égaux  ou  supplémentaires  [fig.  46). 


/ 

/ 


1*  Supposons  que  les  côtés  parallèles  soient  deux  à  deux 
dirigés  dans  le  même  sens.  Soient,  par  exemple,  les  angles 
ABC,  DEF  ;  BA  et  ED  sont  parallèles  et  dirigés  l'un  et  l'autre  de 
bas  en  haut;  BC  et  EF  sont  parallèles  et  dirigés  l'un  et  l'autre 
de  gauche  à  droite  ;  les  deux  angles  considérés  sont  égaux. 

En  effet,  prolongeons  le  côté  DE  jusqu'au  point  II,  où  il 
coupe  le  côté  BC.  Les  angles  ABC,  DHC,  sont  égaux  comme 
correspondants  par  rapport  aux  parallèles  BA,  HD,  coupées 
par  BC;  de  même,  les  angles  DEF,  DHC,  sont  égaux  comme 

3 


34  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

correspondants  par  rapport  aux  parallèles  EF,  HC,  coupées 
par  DH.  Donc,  l'angle  ABC  est  égal  à  l'angle  DEF. 

2°  Supposons  que  les  côtés  parallèles  soient  dirigés  deux  à 
deux  en  sens  contraires.  Soient,  par  exemple,  les  angles  ABC, 
GEH;  BA  et  EH  sont  parallèles  et  dirigés,  le  premier  de  bas 
en  haut,  le  deuxième  de  haut  en  bas;  BC  et  EG  sont  parallèles 
et  dirigés,  l'un  de  gauche  à  droite,  l'autre  de  droite  à  gauche  : 
les  deux  angles  considérés  sont  égaux. 

En  effet,  en  prolongeant  les  côtés  de  l'angle  GEH  au  delà 
du  sommet  E,  on  forme  un  angle  DEF  égal  d'une  part  à  GEH 
comme  opposé  par  le  sommet,  et  d'autre  part  égal  à  ABC 
comme  ayant  ses  côtés  respectivement  parallèles  à  ceux  de  ce 
dernier  angle  et  dirigés  dans  le  même  sens. 

3°  Supposons  enfin  que  deux  côtés  soient  parallèles  et  de 
même  sens,  et  les  deux  autres  parallèles  et  de  sens  contraires. 
Soient,  par  exemple,  les  angles  ABC,  DEG;  BA  et  ED  sont  pa- 
rallèles et  dirigés  l'un  et  l'autre  de  bas  en  haut;  BC  et  EG  sont 
parallèles  etdirigés,  le  premier,  de  gauche  à  droite,  le  deuxième, 
de  droite  à  gauche  :  les  deux  angles  considérés  sont  supplé- 
mentaires. 

En  effet,  en  prolongeant  GE  au  delà  du  sommet  E,  on  forme 
un  angle  DEF  qui  est,  d'une  part,  le  supplément  de  DEG,  et 
qui  est,  d'autre  part,  égal  à  ABC  comme  ayant  ses  côtés  res- 
pectivement parallèles  à  ceux  de  ce  dernier  angle  et  dirigés 
dans  le  même  sens. 

En  résumé,  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  sont 
égaux  si  les  côtés  parallèles  sont  dirigés  deux  à  deux  dans  le 
même  sens,  ou  encore  si  les  côtés  parallèles  sont  dirigés  deux 
à  deux  en  sens  contraires;  ils  sont  supplémentaires  si  deux 
côtés  parallèles  sont  de  même  sens  et  les  deux  autres  de  sens 
contraires. 

Corollaire. 

71.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  cha- 
cun à  chacun  sont  égaux  ou  supplémentaireà  [fig.  47  et  48). 

I"  Considérons  deux  angles  aigus  ABC,  DEF  [fig.  47);  le 
côté  DE  est  perpendiculaire  sur  BA,  et  le  côté  EF  est  perpen- 
diculaire sur  BC  :  les  deux  angles  considérés  sont  égaux. 
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En  elTel,  si  l'on  fait  tourner  l'angle  DEF  tout  d'une  pièce 
d'unangle  droit  autour  de  son  sommet  E,  le  nouvel  angle  D'EF', 


K 


reproduction  de  DEF,  aura  ses  côtés  respectivement  parallèles 
à  ceux  de  ABC  :  ED'  et  BA  seront  parallèles  comme  perpendi- 
culaires à  DE;  EF'  et  BC  seront  parallèles  comme  perpendicu- 
laires à  EF.  D'ailleurs,  les  angles  ABC,  D'EF',  qui  ont  leurs 
côtés  parallèles,  étant  tous  les  deux  aigus,  ne  peuvent  être 
supplémentaires:  ils  sont  donc  égaux;  par  suite,  les  angles 
ABC,  DEF,  le  sont  aussi. 

2°  Si  les  deux  angles  comparés  étaient  obtus,  on  démontre- 
rait de  la  même  manière  leur  égalité. 

3"  Considérons  enfin  deux  angles  d'espèce  différente,  c'est- 
à-dire  l'un  ABC  aigu,  l'autre  DEF  obtus  {fig.  48).  En  prolon- 
geantEFau  delà  du  sommet  E,  on  forme  un  angle  DEF,,  qui 
est  le  supplément  de  DEF  :  cet  angle  DEF,  est  donc  aigu 
comme  l'angle  ABC;  d'ailleurs,  il  a  ses  côtés  respectivement 
perpendiculaires  à  ceux  de  ABC.  Les  angles  ABC  et  DEF,  sont 
donc  égaux  et,  par  suite,  les  angles  proposés  ABC  et  DEF  sont 
supplémentaires. 

§  V.  -  èOMME  DES  ANGLES  D'UN  POLYGONE. 

DÉFINITIONS. 

72.  On  donne  le  nom  de  polygone  à  une  portion  de  plan 
ABCDEF  terminée  de  toutes  parts  par  des  lignes  droites 
(/g-.  49).  Les  portions  de  droites  AB,BC,  CD,  DE,  EF,  FA,  sont 
les  côtés  du  polygone;  la  somme  de  ces  côtés  forme  le  contour 
ou  le  périmètre  du  polygone;  ce  polygone  a  pour  sommets  les 

3. 
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points  A,  B, C, D, E,  F,  et  pour  angles\es  angles  ABC,  BCD,  CDE, 
DEF, ...,  formés  intérieurement  par  deux  côtés  consécutifs 
quelconques.  Enfin,  toute  droite  qui,  comme  AC  ou  BE,  joint 
deux  sommets  non  consécutifs  du  polygone  est  une  diago- 
nale. 

Fig.  49.  Fig.  5o. 


Le  plus  simple  de  tous  les  polygones  est  le  triangle,  qui 
n'a  que  trois  côtés.  Après  lui  viennent  :  le  quadrilatère,  qui  a 
quatre  côtés;  le  pentagone,  qui  a  cinq  côtés;  V hexagone  qui 
a  six  côtés,...;  V octogone,  qui  a  huit  côtés,. . .;  le  décagone, 
qui  a  dix  côtés,...;  le  pentédécagone ,  qui  a  quinze  côtés. 
Ldijig.  49  représente  un  hexagone. 

73.  Une  ligne' brisée  ou  polygonale  est  dite  convexe  lors- 
qu'elle tombe  tout  entière  d'un  même  côté  de  chacune  des 
droites  qui  la  composent,  prolongées  indéfiniment.  Tel  est,  par 
exemple,  le  polygone  ABCDEF  {fig.  49).  Le  polygone ABCDE, 
au  contraire  (fig.  5o),  n'est  pas  convexe;  car  le  côté  DE,  pro- 
longé indéfiniment,  laisse  le  polygone  en  partie  au-dessus  et 
en  partie  au-dessous  de  lui.  t 

Une  droite  quelconque,  tracée  dans  le  plan  d'une  ligne  po- 
lygonale convexe,  ne  peut  la  rencontrer  en  plus  de  deux 
points;  car  si  une  droite  XY  {fig.  5o)  rencontrait  la  ligne  po- 
lygonale AEDG  en  trois  points  Q,  R,  S,  les  points  Q  et  S  se 
trouvant  de  part  e^  d'autre  du  côté  DE,  la  ligne  AEDG  ne  serait 
pas  tout  entière  d'un  même  côté  par  rapport  à  DE  prolongé, 
c'esl-à-dire  qu'elle  ne  serait  pas  convexe. 

THÉORÈME. 

74.  Toute  ligne  polygonale  convexe  ABCD  est  moindre  que 
toute  ligne  polygonale  enveloppante  AMND,  terminée  aux 
mêmes  extrémités  {fig.  5i). 
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En  laissant  de  côté  la  partie  commune  AD,  prouvons  que  le 
contour  ABCD  est  inférieur  au  contour  AMND.  Prolongeons 
les  côtés  AB  et  BC  jusqu'à  ce  qu'ils  coupent  en  E  et  en  F  le 


Fig.  5i 


Fig.  62. 


contour  polygonal  AMND.  Nous  pourrons  écrire  les  inégalités 

suivantes  : 

AB-hBE<AM+ME, 

BC  +  CF<BE+EN4-NF, 

CD<CF-hFD. 

Si  nous  ajoutons  ces  inégalités  membre  à  membre,  il  vien- 
dra, en  opérant  les  réductions  et  additions, 

AB  -h  BC  4-  CD  <  AM  -f-  MN  +  ND. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  toute  ligne  poly- 
gonale convexe  ABCD  est  moindre  que  toute  ligne  polygo- 
nale EFGHIK  qui  l'enveloppe  de  toutes  parts  {Jig.  62). 

THÉORÈME. 
75.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  quelconque  ABC  est 
égale  à  deux  angles  droits  [fig»  53). 


Fig.  53. 


F./ 


En  effet,  prolongeons  BC  et  menons  CE  parallèle  à  BA.  Les 
angles  BAC,  ACE,  sont  égaux  comme  alternes-internes,  par  rap- 
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port  aux  parallèles  AB  et  CE  coupées  par  AC.  Les  angles  ABC, 
ECD,  sont  égaux  comme  correspondants,  par  rapport  aux  pa- 
rallèles BA  et  CE  coupées  par  BD.  D'après  cela,  la  somme  des 
trois  angles  du  triangle  ABC  est  la  même  que  celle  des  trois 
angles  BCA,  ACE,  ECD,  formés  autour  du  point  C  au-dessus 
de  la  droite  indéfinie  BD;  cette  somme  est  donc  égale  à  deux 
angles  droits  (20). 

SCOLIE. 

76.  On  voit  par  cette  démonstration  que  l'angle  ACD  est  la 
somme  (9)  des  deux  angles  B  et  A;  ainsi,  tout  angle  extérieur 
d'un  triangle,  c'est-à-dire  tout  angle  formé  par  un  côté  et  le 
prolongement  d'un  autre  côté,  est  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  qui  ne  lui  sont  pas  adjacents. 

Corollaires.  < 

77.  Un  triangle  ne  saurait  avoir  qu'un  seul  angle  droit  et, 
à  fortiori,  quun  seul  angle  obtus. 

78.  Dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  aigus  sont 
co  mp  lé  m  enta  ires . 

79.  Un  angle  quelconque  d'un  triangle  est  le  supplément 
de  la  somme  des  deux  autres.  D'où  il  suit  que  si  deux  trian- 
gles ABC,  A'B'C,  ont  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
A  ==  A'  et  B  =  B^  le  troisième  angle  C  du  premier  triangle  est 
égal  au  troisième  angle  C  de  l'autre.  Il  en  résulte  que  deux 
triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  et  deux  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  que  ces  angles  soient  ou  non  adjacents 
au  côté  égal. 

80.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C,  qui  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles ou  perpendiculaires  chacun  à  chacun,  ont  leurs  angles 
égaux:  chacun  à  chacun. 

En  effet,  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  ou  per- 
pendiculaires étant  égaux  ou  supplémentaires,  on  a 

A  =  A'       ou       A-|-A'=:::2'', 

B  =  B'     ou     B4-B'=2'', 

Cr^C        OU        C-LC'r==2^. 
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On  ne  peut  donc  faire  que  les  trois  hypotlièses  suivantes  : 

I"  A  ^h  A'=--=  2'',        B  -f-  B'  rrz:  1^,       C     '-  C  '^  2'', 

2°  A^A',       B-f-B'      .2'',       €-'rC':.-2'', 

S*»  A^A',  B.:::B',     et,  poF  sultc  (79),     C=::C'. 

Or,  dans  le  premier  cas,  la  somme  des  angles  des  deux  trian- 
gles vaudrait  6  angles  droits;  dans  le  second  cas,  cette  somme 
surpasserait  4  angles  droits  de  la  quantité  A-4-A'=:>A.  La 
troisième  combinaison  est  donc  seule  possible. 

THÉORÈME. 
81.  La  somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone  con- 
vexe ABCDEF  est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits 
qu'il  a  de  côtés  moins  deux  {Jig.  54). 


En  joignant  l'un  des  sommets  A  à  tous  les  sommets  non 
adjacents,  on  décompose  le  polygone  en  autant  de  triangles 
qu'il  a  de  côtés  moins  deux;  car  chaque  triangle  contient  un 
seul  côté  du  polygone,  excepté  les  deux  triangles  extrêmes, 
qui  renferment  chacun  deux  côtés  de  ce  polygone.  La  somme 
des  angles  du  polygone  est  égale  à  celle  des  angles  de  tous  ces 
triangles;  elle  vaut  donc  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il 
y  a  de  triangles,  c'est-à-dire  autant  de  fois  deux  angles  droits 
que  le  polj;^one  a  de  côtés  moins  deux. 

SCOLIE. 

82.  Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  côtés  du  polygone, 
la  somme  de  ses  angles  aura  pour  expression,  en  prenant 
l'angle  droit  pour  unité, 

2  (ti  —  2)     ou     in  —  4* 

On  peut  donc  dire  que  la  somme  des  angles  d'un  polygone 
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s'obtient  en  doublant  le  nombre  des  côtés  et  en  retranchant  4 
du  résultat,  l'angle  droit  étant  toujours  pris  pour  unité. 

Si  l'on  fait  dans  la  formule  précédente  w  =  4>  on  trouve  4 
pour  la  somme  cherchée.  La  somme  des  angles  d'un  quadrila- 
tère est  donc  égale  à  quatre  angles  droits;  d'où  il  suit  que  si 
un  quadrilatère  a  tous  ses  angles  égaux,  chacun  de  ces  angles 
est  drq.it. 

Corollaire. 
83.  La  somme  des  angles  qu'on  forme  à  l'extérieur  d'un  po- 
lygone convexe,  en  prolongeant  successivement  ses  côtés  dans 
le  même  sens,  est  égale  à  quatre  angles  droits  [fig.  55). 


En  effet,  la  somme  d'un  angle  extérieur  quelconque  NAG  et 
de  l'angle  intérieur  adjacent  FAB  est  égale  à  deux  angles  droits  ; 
donc,  la  somme  des  angles,  tant  intérieurs  qu'extérieurs  du 
polygone,  est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  a 
de  sommets  ou  de  côtés.  Cette  somme  surpasse  donc  de  quatre 
angles  droits  (82)  la  somme  des  angles  intérieurs  :  en  d'autres 
termes,  la  somme  des  angles  extérieurs  est  égale  à  quatre 
angles  droits. 

Il  convient  de  remarquer  qu'un  polygone  convexe  ne  sau- 
rait avoir  d'après  cela  plus  de  trois  angles  intérieurs  aigus; 
sans  quoi  il  aurait  plus  de  trois  angles  extérieurs  obtus,  et 
la  somme  de  ses  angles  extérieurs  surpasserait  quatre  angles 
droits. 

§  VI.  -  DU  PARALLÉLOGRAMME. 

DÉFINITIONS. 

84.  Parmi  les  quadrilatères,  on  distingue  : 
1°  Le  parallélogramme  [fig»  S^),  qui  a  ses  côtés  opposés 
parallèles  deux  à  deux; 
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2"  Le  rectangle  (fig-  57),  qui  a  tous  ses  angles  égaux  entre 
eux  :  il  résulte  du  n°  82  que  les  quatre  angles  d'un  rectangle 
sont  droits; 

3°  Le  losange  {Jîg.  58),  qui  a  tous  ses  côtés  égaux  entre 
eux  :  nous  démontrerons  dans  ce  paragraphe  que  le  rectangle 
et  le  losange  sont  des  parallélogrammes; 


Fig.  56. 


Fis-  57. 


Fig.  58. 


Fig.  59. 


Fig.  60. 


J 


4"  Le  carré  [fig.  69),  qui  a  ses  côtés  égaux  et  ses  angles 
égaux  :  le  carré  est  à  la  fois  un  losange  et  un  rectangle; 

5"  Le  trapè-ze  (fig.  60),  dont  deux  côtés  opposés  seulement 

sont  parallèles.  Le  trapèze  est  rectangle  lorsqu'un  de  ses 

côtés  non  parallèles  est  perpendiculaire  sur  les  deux  côtés 

parallèles;  il  est  isocèle  lorsque  ses  deux  côtés  non  parallèles 

sont  égaux. 

THÉORÈME. 

85.  Dans  tout  parallélogramme  : 
1°  Les  côtés  opposés  sont  égaux  deux  à  deux; 
2"  Les  angles  opposés  sont  égaux  deux  à  deux  ; 
3"  Les  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales. 
Soit  le  parallélogramme  ABCD  [fig.  61). 

Fig.  61. 


A 

/■\ 

>o<^ 

î°  Deux  côtés  opposés  quelconques  AB  et  CD,  par  exemple, 
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sont  égaux  entre  eux  ;  car  ce  sont,  par  hypothèse,  deux  droites 
parallèles  comprises  entre  deux  autres  droites  parallèles  Al) 
et  BC(68). 

2°  Deux  angles  opposés  quelconques,  DAB  et  BCD,  par 
exemple,  sont  égaux  entre  eux;  car  ils  sont  formés  par  des 
côtés  parallèles  deux  à  deux  et  de  sens  contraires  (70).  AB 
et  CD  sont  en  effet  parallèles  et  de  sens  contraires,  et  il  en  est 
de  même  de  AD  et  de  CB. 

3«  Chacune  des  diagonales  AC  et  BD  est  coupée  par  l'autre, 
au  point  0,  en  deux  parties  égales.  En  effet,  les  deux  trian- 
gles AOB,  DOC,  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux, 
savoir  :  le  côté  AB  égal  au  côté  DC,  comme  côtés  opposés  du 
parallélogramme;  l'angle  OAB  égal  à  l'angle  OCD,  comme  al- 
ternes-internes par  rapport  aux  parallèles  AB  et  CD  coupées 
pariVC;  et  l'angle  OBA  égal  à  l'angle  ODC,  comme  alternes- 
internes  par  rapport  aux  mêmes  parallèles  coupées  par  BD. 
Les  triangles  AOB,  DOC  sont  donc  égaux.  Par  suite,  le  côléOB, 
opposé  à  l'angle  OAB,  est  égal  au  côté  OD  opposé  à  l'angle  OCD, 
et  le  côté  OA  opposé  à  l'angle  OBA  est  égal  au  côté  OC  opposé 
à  l'angle  ODC. 

THÉORÈME. 

86.   Un  quadrilatère  est  un  parallélogramme  : 
1°  Si  ses  côtés  opposés  sont  égaux  deux  à  deux  ; 
2°  Si  ses  angles  opposés  sont  égaux  deux  à  deux; 
3"  Si  deux  côtés  opposés  sont  ci  la  fois  égaux  et  parallèles; 
4**  Si  ses  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  deux  par- 
ties égales. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD  {fig-  62). 

1°  Menons  la  diagonale  AC.  Les  deux  triangles  ABC,  ADC, 
sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux,  savoir  :  AC  com- 
mun, AB  et  CD  égaux  entre  eux  par  hypothèse,  ainsi  que  AD 
et  BC.  Par  suite,  l'angle  BAC  opposé  à  BC  est  égal  à  l'angle  ACD 
opposé  à  AD;  et  comme  ces  angles  occupent,  par  rapport  aux 
deux  droites  AB  et  CD  et  à  la  sécante  AC,  la  position  d'al- 
lernes-internes,  les  deux  côtés  AB  et  CD  sont  parallèles  (65). 
De  même,  l'égalité  des  angles  BCA  et  CAD  entraîne  le  parallé- 
lisme des  deux  autres  côtés  AD  et  BC.  Donc,  le  quadrilatère 
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ABCD  ayant  ses  côtés  opposés  parallèles  deux  à  deux  est  un 
parallélogramme. 

Fig.  63. 


2°  Les  angles  opposés  A  et  G  étant  égaux  entre  eux,  ainsi 
que  les  angles  B  et  D  [Jig.  63),  on  voit  que  deux  angles  con- 
sécutifs quelconques,  B  et  C  par  exemple,  ont  une  somme 
égale  à  la  moitié  de  la  somme  des  angles  du  quadrilatère,  c'est- 
à-dire  à  deux  droits.  Ces  deux  angles  Bel  G  étant  supplémen- 
taires, et,  de  plus,  intérieurs  d'un  même  côté  par  rapport  aux 
deux  droites  AB  et  CD  coupées  par  BC,  ces  mêmes  droites 
sont  parallèles  (65).  On  démontrerait  de  même  que,  les 
angles  A  et  B  étant  supplémentaires,  les  deux  autres  côtés 
opposés,  AD  et  BC,  sont  parallèles.  Le  quadrilatère  ABCD  est 
donc  un  parallélogramme. 

3°  Soient  AB  et  CD  les  deux  côtés  opposés  que  l'on  suppose 
égaux  et  parallèles  {fiçç.  62).  En  menant  la  diagonale  AC,  on 
forme  deux  triangles  ABC,  ADC,  qui  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux,  savoir  :  l'angle  BAC  égal  à  l'angle  ACD , 
comme  alternes- internes  par  rapport  aux  parallèles  AB  et  CD 
coupées  par  AC;  le  côté  AB  égal  au  côté  CD  par  hypothèse,  et 
le  côté  AC  commun.  De  l'égalité  des  triangles  ABC,  ADC,  ré- 
sulte celle  des  angles  ACB  et  CAD;  et  comme  ces  angles  sont 
alternes-internes  par  rapport  aux  deux  droites  AD  et  BC  cou- 
pées par  AC,  ces  mêmes  droites  sont  parallèles.  Le  quadrila- 
tère ABCD  ayant  ses  côtés  opposés  parallèles  deux  à  deux  est 
un  parallélogramme. 

4«  Puisqu'on  suppose  OA  =  OC  et  OB=:OD  [fig.  61),  les 
angles  AOB  et  COD  étant  d'ailleurs  opposés  par  le  sommet,  les 
deux  triangles  AOB,  COD,  sont  égaux  (34).  Donc,  l'angle  OAB 
est  égal  à  l'angle  OCD.  D'ailleurs,  ces  angles  étant  alternes- 
internes  par  rapport  aux  droites  AB  et  CD  coupées  par  AC,  les 
côtés  opposés  AB  et  CD  sont  parallèles.  De  l'égalité  des  trian- 
gles AOD,  BOC,  on  déduirait  pareillement  l'égalité  des  an- 
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gles  OAD,  OCB,  et,  par  suite,  le  parallélisme  des  deux  autres 
côtés  opposés  AD  et  BC.  Le  quadrilatère  ABCD,  ayant  ses 
côtés  opposés  parallèles  deux  à  deux,  est  donc  un  parallélo- 
gramme. 

THÉORÈME. 

87.  Tout  rectangle  est  un  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales sont  égales  {fi g.  64). 

Fig.  64- 


D*abord,  tout  rectangle  est  un  parallélogramme,  puisque  ses 
angles  opposés  sont  égaux  (86,  2°).  En  second  lieu,  les  deux 
triangles  DAB,  CBA,  par  exemple,  sont  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux,  savoir  :  l'angle 
droit  DAB  égal  à  l'angle  droit  CBA,  le  côté  AB  commun,  et  le 
côté  AD  égal  au  côté  BC,  comme  côtés  opposés  d'un  parallé- 
logramme; donc,  les  diagonales  AC  et  BD,  hypoténuses  des 
triangles  rectangles  égaux  DAB,  CBA,  sont  égales. 

88.  Béciproquement,  tout  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales sont  égales  est  un  rectangle  {fig.  64).  Car  les  triangles 
DAB,  CBA,  sont  alors  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés 
égaux  :  donc,  l'angle  DAB  est  égal  à  l'angle  CBA,  et  comme 
chacun  d'eux  est  égal  à  son  opposé  (85),  on  voit  que  le  paral- 
lélogramme considéré  a  tous  ses  angles  égaux  et,  par  suite, 
est  un  rectangle. 

THÉORÈME. 

89.  Tout  losange  est  un  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales sont  :  1°  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre;  2°  bissec- 
trices des  angles  opposés  {fig.  65), 

D'abord,  tout  losange  est  un  parallélogramme,  puisque  ses 
côtés  opposés  sont  égaux  (86,  i«). 

En  second  lieu,  les  triangles  ABC  et  ADC  étant  isocèles, 
puisque  les  quatre  côtés  d'un  losange  sont  égaux,  la  diago- 
nale BD,  qui  passe  par  le  milieu  0  de  la  diagonale  AC,  esta  la 
fois  perpendiculaire  sur  AC  et  bissectrice  des  angles  B  et  D  (38). 
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Pour  une  raison  analogue,  la  diagonale  AC  est  bissectrice  des 
angles  A  et  C. 

Fig.   65. 


90.  Réciproquement,  tout  parallélogramme  est  un  losange  : 
1°  5/  ses  diagonales  sont  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre; 
2^  si  l'une  d'elles  est  bissectrice  des  angles  dont  elle  unit  les 
somoiets. 

SCOLIE. 

91.  Tout  carré  est  un  parallélogramme  dont  les  diagonales 
sont  égales  y  perpendiculaires  entre  elles  et  bissectrices  des 
angles  opposés;  réciproquement^  tout  parallélogramme  est  un 
carré  lorsque  ses  diagonales  sont  :  i°  égales  et  perpendiculaires 
entre  elles;  2°  égales^  l'une  d'elles  étant  en  outre  la  bissectrice 
des  angles  dont  elle  unit  les  sommets. 

La  démonstration  de  ces  deux  propositions  (90,  91)  n'offre 
aucune  difficulté. 
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LIVRE  IL 

LA   CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 


§  I.  -  DES  ARCS  ET  DES  CORDES. 

DÉFINITIONS. 

92.  La  circonférence  est  une  ligne  courbe  ABCD  (fig,  66), 
dont  tous  les  points  sont  également  distants  d'un  point  inté- 
rieur 0  qu'on  nomme  centre. 

Le  cercle  est  l'espace  limité  par  la  circonférence. 

Fig.  66. 


On  appelle  rayon  toute  droite  menée  du  centre  à  la  circon- 
férence. Tous  les  rayons  OA,  OB,  ÔC, .  . . ,  d'un  cercle  sont 
égaux,  d'après  la  définition  même  de  la  circonférence. 

Deux  cercles  de  même  rayon  sont  égaux  ;  car  si  l'on  place 
le  centre  0'  du  second  {fig.  66)  sur  le  centre  0  du  premier, 
régalité  des  rayons  entraînera  la  coïncidence  des  deux  cir- 
conférences. 

93.  On  nomme  arc  une  portion  quelconque  AB  de  circon- 
férence. 

Deux  arcs  de  même  rayon,  BC  et  B'C  (fig-  66),  sont  dits 
égaux  lorsqu'on  peut  les  placer  l'un  sur  Vautre  de  manière 
qu'ils  coïncident. 

Pour  ajouter  deux  arcs  de  même  rayon,  AB  et  B'C,  on 
porte  le  second  en  BC  à  la  suite  du  premier,  sur  le  cercle  0 
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auquel  ce  premier  are  appariieni,  de  manière  qu'ils  aient  une 
extrémité  B  commune;  l'arc  ABC,  compris  entre  les  extré- 
mités non  communes  A  et  C,  est  dit  la  somme  des  deux  arcs 
prop.osés. 

94.  Un  point  est  intérieur  ou  extérieure  un  cercle  suivant 
que  sa  distance  au  centre  est  plus  petite  ou  plus  grande  que 
le  rayon. 

95.  Une  droite  quelconque  EF  ne  peut  rencontrer  une  cir- 
conférence 0  en  plus  de  deux  points  C  et  D  [fig.  67  ). 


En  effet,  du  centre  0  à  la  droite  EF,  on  ne  peut  mener  au 
plus  (45)  que  deux  droites  OC  et  OD  égales  au  rayon. 

96.  On  donne  le  nom  de  sécante  h  toute  droite  EF  qui  coupe 
la  circonférence  en  deux  points  C  et  D.  On  appelle  corde  la 
partie  CD  intérieure  au  cercle,  et  l'on  réserve  le  nom  de  dia- 
mètre aux  cordes  qui  passent  par  le  centre. 

Tous  les  diamètres  d'un  cercle  sont  égaux,  car  un  diamètre 
quelconque  x\B  est  la  somme  de  deux  rayons  OA  et  OB. 

97.  1°  Le  diamètre  est  la  plus  grande  corde  du  cercle  ; 

2"  Tout  diamètre  AB  divise  la  circonférence  et  le  cercle  en 
deux  parties  égales  {fig»  67  ). 

En  effet  : 

1°  Une  corde  quelconque  CD  est  moindre  que  la  somme 
OC  -I- OD  des  deux  rayons  qui  aboutissent  à  ses  extrémités  : 
elle  est  donc  moindre  qu'un  diamètre. 

2°  Si  l'on  plie  la  figure  autour  d'un  diamètre  AB,  un  rayon 
quelconque  OC  de  la  partie  supérieure  prendra  la  direction 
du  rayon  OC  qui  fait  de  l'autre  côté  de  AB  un  angle  C'OA  égal 
à  l'angle  COA  ;  et,  à  cause  de  l'égaWté  des  rayons,  le  point  C 
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de  l'arc  supérieur  AGB  tombera  en  C  sur  l'arc  inférieur  AHB. 
Ces  deux  arcs  AGB,  AHB,  se  recouvrant  exactement,  sont  donc 
égaux,  ainsi  que  les  espaces  compris  entre  chacun  d'eux  et 
le  diamètre  AB. 

98.  Une  corde  quelconque  CD,  autre  qu'un  diamètre,  divise 

d'après  cela  la  circonférence  en  deux  arcs  inégauxy  l'un  CGD 

moindre  que  la  demi-circonférence,  l'autre  CHD  plus  grand. 

On  dit  que  la  corde  CD  sous-tend  ces  deux  arcs.  Toutefois, 

quand  nous  parlerons  de  Varc  sous-tendu  par  une  corde  CD, 

il  faudra  toujours  entendre,  à  moins  d'avertissement  contraire, 

qu'il  s'agit  du  plus  petit  des  deux  arcs  correspondant  à  celte 

corde. 

THÉORÈME. 

99.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  : 

1°  Deux  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales; 
1'^  De  deux  arcs  inégaux,  le  plus  grand  est  sous-tendu  par 
la  plus  grande  corde  (fig.  68 }. 

Fig.  68. 


Soient  0  et  I  deux  cercles  égaux  : 

1°  Si  l'arc  AMB  est  égal  à  l'arc  CND,  les  cordes  AB  et  CD 
seront  égales.  En  effet,  portons  le  cercle  I  sur  le  cercle  0  de 
manière  que  le  rayon  IG  coïncide  avec  son  égal  OA,  I  étant 
en  0  et  C  en  A.  Les  circonférences  coïncideront,  l'arc  CND 
tombera  sur  son  égal  AMB,  et  le  point  D  viendra  en  B.  La 
corde  CD  s'appliquera  donc  sur  la  corde  AB,  et,  par  suite,  lui 
sera  égale. 

2°  Si  l'arc  AMH  est  plus  grand  que  l'arc  CND,  la  corde  AH 
sera  plus  grande  que  la  corde  CD.  En  effet,  prenons  à  partir 
du  point  A,  sur  l'arc  AMH,  un  arc  AMB  égala  l'arc  CND;  les 
cordes  AB,  CD,  seront  égales  (i°),  et  il  restera  à  démontrer  que 
la  corde  AB  est  moindre  (fuela  corde  AH.  Or,  l'arc  AMB  étant 
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moindre  que  Tare  AMH,  le  point  B  tombe  entre  les  points  A 
et  H,  et  l'angle  AOB  est  inférieur  à  l'angle  AOH.  Par  suite,  les 
deux  triangles  AOB,  AOH,  ont  un  angle  inégal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  OA  commun  et 
OBn=OH  comme  rayons  d'un  même  cercle.  Donc  (33)  le 
côté  AB  opposé  à  l'angle  AOB  est  moindre  que  le  côté  AH  op- 
posé à  l'angle  AOH. 

100.  Du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  et  du  principe 
général  du  n°  40  il  suit  que  : 

Réciproquement,  dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux,  à  des  cordes  égales  répondent  des  arcs  égaux,  et  à  une 
plus  grande  corde  répond  un  plus  grand  arc. 

SCOLIE. 

101.  Nous  n'avons  considéré  dans  ce  qui  précède  que  des 
arcs  moindres  qu'une  demi-circonférenc»(98).  Si  l'on  consi- 
dérait des  arcs  plus  grands  qu'une  demi-circonférence,  pour 
la  seconde  partie  du  théorème  les  conclusions  seraient  in- 
verses :  l'arc  augmentant,  la  corde  diminuerait  au  lieu  de 
croître. 

THÉORÈME. 

102.  Le  diamètre  AB,  perpendiculaire  sur  une  corde  CD, 
divise  cette  corde  et  les  deux  arcs  CBD,  CAD,  quelle  sous-tend, 
chacun  en  deux  parties  égales  [fig.  69). 

Fig.  69. 


En  effet,  soient  0  le  centre  de  la  circonférence  et  I  le  point 
de  rencontre  du  diamètre  AB  et  de  la  corde  CD.  Les  rayons  OC, 
OD,  étant,  par  rapporta  la  perpendiculaire  01,  deux  obliques 
égales,  s'écartent  également  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 
On  a  donc  Cl  =  ID.  En  d'autres  termes,  la  corde  CD  est  divisée 
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au  point  I  en  deux  parties  égales.  Dès  lors,  AB  étant  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  CD,  tout  point  de  AB,  et  en  parti- 
culier le  point  B,  est  équidistant  des  points  C  et  D.  Les  cordes 
BC  et  BD  sont  donc  égales,  et,  par  suite,  les  arcs  BC  et  BD 
sont  aussi  égaux.  En  d'autres  ternies,  l'arc  CBD  est  divisé  au 
point  B  en  deux  parties  égales.  On  démontrerait  de  même  que 
l'arc  CAD  est  aussi  divisé  en  deux  parties  égales  au  point  A. 

Corollaires. 

103.  La  droite  AB  satisfait,  d'après  cela,  aux  cinq  conditions 
suivantes  :  elle  passe  par  le  centre  0,  par  le  milieu  I  de  la 
corde  CD,  et  par  les  milieux  A  et  B  de  chacun  des  arcs  que  cette 
corde  sous-tend  ;  elle  est  enfin  perpendiculaire  sur  la  corde  CD. 
Or,  deux  de  ces  cinq  conditions  suffisent  pour  déterminer  la 
droite  AB  ;  car  on  sait  que,  par  deux  points,  on  ne  peut  mener 
qu'une  droite,  et  que  par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une 
perpendiculaire  sur  une  droite.  Donc,  toute  ligne  droite  assu- 
jettie à  deux  des  cinq  conditions  énoncées  remplira  néces- 
sairement les  trois  autres.  De  là  une  série  de  propositions  que 
le  lecteur  énoncera  sans  difficulté,  et  parmi  lesquelles  nous 
ne  citerons  que  les  suivantes  : 

La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  d'une  corde  passe 
par  le  centre  et  par  le  milieu  de  chacun  des  arcs  que  cette 
corde  sous-tend. 

Le  lieu  géométrique  des  milieux  d'un  système  de  cordes 
parallèles  est  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  direction  com- 
mune de  ces  cordes. 

THÉORÈME. 

104.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  : 

1°  Deux  cordes  égales  sont  également  éloignées  du  centre; 
Qp  De  deux  cordes  inégales,  la  plus  petite  est  la  plus  éloi- 
gnée du  centre  [fig.  70). 

1^  Soient  les  deux  cordes  égales  AB,  CD,  et  soient  OE,  OF, 
les  perpendiculaires  menées  du  centre  0  sur  chacune  d'elles. 
Les  longueurs  de  ces  perpendiculaires  mesurent  (42)  les  dis- 
tances du  centre  à  ces  deux  cordes,  et  il  s'agit  de  démontrer 
que  ces  dislances  sont  égales.  Or  les  triangles  rectangles  EOB, 
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COF,  sont  égaux  comme  ayant  riiypoténuse  égale  et  un  côlé 
égal,  savoir  :  0B  =  OC  comme  rayons  d'un  même  cercle,  et 
EB=:CF  comme  moitiés  de  cordes  égales,  puisque  les  pieds  E 
et  F  des  perpendiculaires  OE  et  OF  sont  (102)  les  milieux  des 
cordes  AB  et  CD.  Donc  OE,  troisième  côté  du  triangle  OEB, 
est  égal  à  OF,  troisième  côté  du  triangle  OCF. 

Fig.  70. 


2°  Soient  les  deux  cordes  inégales  AG  et  CD.  On  suppose  AG 
moindre  queCD,  etilfaut  démonlrerquela  perpendiculaire  OH, 
menée  du  centre  sur  la  première  corde,  est  plus  grande  que 
la  perpendiculaire  OF.  Par  le  point  A  menons  une  corde  AB 
égale  à  CD.  La  distance  OE  du  centre  à  cette  corde  sera  égale 
à  OF,  et  il  reste  à  démontrer  que  OE  est  moindre  que  OH.  Or, 
la  corde  AG  étant  moindre  que  la  corde  AB,  l'arc  AG  est  infé- 
rieur à  l'arc  AB,  et,  par  suite,  le  centre  0  du  cercle  et  le  mi- 
lieu H  de  la  corde  AG  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la 
droite  AB.  Donc  AB  rencontre  OH  en  un  point  I  situé  entre  0 
et  H,  et  l'on  a  OI-<OH.  Mais,  puisque  OE  est  perpendicu- 
laire sur  AB,  01  est  oblique,  et  l'on  a 

OE<OI; 

donc,  à  fortiori, 

OE<OH. 

105.  Du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  et  du  principe 
général  du  n°  40  il  résulte  que  : 

Béciproquement,  dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux,  deux  cordes  également  éloignées  du  centre  sont  égales; 
et,  de  deux  cordes  inégalement  éloignées  du  centre,  la  plus 
éloignée  est  la  plus  petite. 

4- 
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§  II.  -  TANGENTE  AU  CERCLE.  -  POSITIONS  MUTUELLES 
DE  DEUX  CIRCONFÉRENCES. 


DÉFINITION. 

106.  On  nomme  tangente  au  cercle  toute  droite  CD  {fig.  7 1  ) 
qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  la  circonférence.  Ce  point 
commun  A  est  appelé  point  de  contact. 

THÉORÈME. 

107.  Toute  perpendiculaire  CD,  àVextrémité  d'un  rayonOk, 
est  tangente  à  la  circonférence  (fig.  71). 


Fig.  71, 


B     D 


En  effet,  en  joignant  au  centre  0  un  point  quelconque  B 
de  CD,  autre  que  le  point  A,  on  obtient  une  droite  OB  oblique 
sur  CD,  puisque  OA  est  la  perpendiculaire  à  CD  qui  passe 
par  le  point  0.  Cette  droite  OB  est  donc  plus  grande  que  le 
rayon  0A(41),  et,  par  suite,  le  point  B  est  extérieur  au  cer- 
cle (94).  La  droite  CD  ayant  tous  ses  points  hors  du  cercle, 
sauf  le  point  A,  qui  est  commun  aux  deux  lignes,  est  donc 
une  tangente  à  la  circonférence. 

108.  RÉCIPR0QUE31ENT,  toutc  tangente  CD  à  la  circonférence 
est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  OA  qui  aboutit  au 
point  de  contact  A  [fig.  71). 

En  effet,  tout  point  B  de  la  tangente  CD,  autre  que  le  point  A, 
étant  extérieur  au  cercle,  sa  cistance  BO  au  centre  est  plus 
grande  que  le  rayon  (94).  Donc  le  rayon  OA  est  la  plus  courte 
de  toutes  les  droites  qu'on  peut  mener  du  centre  à  la  tan- 
gente CD.  En  d'autres  termes,  OA  est  perpendiculaire  sur 
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CD  (44),  et  inversement,  la  tangente  CD  est  perpendiculaire 
au  point  A  sur  le  rayon  OA. 

Corollaires. 

109.  Par  un  point  A  d'une  circonférence  0,  on  peut  tou- 
jours mener  une  tangente  à  cette  courbe,  et  l'on  ne  peut  en 
mener  qu'une, 

110.  Toute  tangente  est  parallèle  aux  cordes  que  le  dia- 
mètre mené  au  point  de  contact  divise  en  deux  parties 
égales  (103). 

SCOLIES. 

111.  On  peut  considérer  la  tangente  AC  en  un  point  A 
d'une  circonférence  [Jig'  72)  comme  la  position  limite  d'une 
sécante  AB  issue  du  point  A,  lorsque  cette  sécante  tourne 
autour  de  A  de  manière  que  le  second  point  d'intersection  B 
vienne  se  confondre  avec  le  premier.  Car,  au  moment  où  les 
deux  points  d'intersection  B  et  A  sont  ainsi  réunis  en  un 
seul,  la  droite  AC  n'a  plus  qu'un  point  commun  avec  la  cir- 
conférence. 

Cette  nouvelle  définition  de  la  tangente  est  applicable  à 
toutes  les  courbes.  D'ailleurs,  nous  verrons  plus  tard  qu'outre 
sa  généralité  cette  définition  a  sur  celle  du  n°  106  l'avantage 
de  mettre  en  lumière  l'intime  corrélation  de  certains  théo- 
rèmes qui  sembleraient  sans  cela  tout  à  fait  distincts. 

On  dit  qu'une  courbe  ou  qu'un  arc  de  courbe  est  convexe 
lorsque  celte  courbe  ou  cet  arc  tombe  entièrement  d'un  même 
côté  de  chacune  de  ses  tangentes  (73).  Il  résulte  du  n°  107  que 
la  circonférence  de  cercle  est  une  courbe  convexe. 

Nous  avons  vu  au  n°  95  qu'une  droite  quelconque  ne  peut 
rencontrer  une  circonférence  en  plus  de  deux  points.  Tout 
arc  de  courbe  convexe  jouit  de  la  même  propriété;  car,  si  une 
droite  coupait  cet  arc  en  trois  points,  le  premier  et  le  dernier 
point  seraient  situés  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  au  point 
intermédiaire. 

112.  On  appelle  normale  en  un  point  d'une  courbe  la  per- 
pendiculaire élevée  par  ce  point  à  la  tangente  correspondante. 

OP  THE 
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La  normale  en  un  point  d'une  circonférence  est  donc  dirigée 
suivant  le  rayon  qui  passe  par  ce  point,  c'est-à-dire  que  toutes 
les  normales  à  la  circonférence  passent  par  son  centre. 

Il  en  résulte  que,  par  un  point  pris  sur  la  circonférence  on 
peut  toujours  lui  mener  une  normale,  mais  une  seule;  tandis 
que  par  un  point  0,  extérieur  ou  intérieur  à  cette  courbe 
[fig.  73),  on  peut  en  mener  deux  :  la  normale  OA  et  la  nor- 
male OB. 

Toute  droite  qui  n'est  pas  normale  à  la  circonférence  lui  est 

oblique, 

THÉORÈME. 

113.  Toute  oblique  OE,  issue  d'un  point  0  qui  n'appartient 
pas  à  la  circonférence  C,  a  sa  longueur  comprise  entre  celles 
des  deux  normales  OA  et  OB  qui  passent  par  ce  point  [fig-  73  ). 

Tig.  73. 


Que  le  point  0  soit  extérieur  ou  intérieur,  OA  est  égal  à 
la  différence  des  côtés  OC  et  CE  du  triangle  OCE;  donc  la  nor- 
male OA  est  plus  petite  que  l'oblique  OE,  troisième  côté  du 
triangle  (29). 

De  même,  OB  est  égal  à  la  somme  des  côtés  OC  et  CE  du 
même  triangle;  donc  la  normale  OB  est  plus  grande  que  l'o- 
blique OE,  troisième  côté  de  ce  triangle  (28). 

SCOLIE. 

114.  Les  deux  normales  OA  et  OB  représentent  la  plus 
courte  et  la  plus  grande  distance  du  point  0  à  un  point  de 
la  circonférence  donnée.  La  distance  du  point  0  à  la  circon- 
férence sera  mesurée,  d'après  cela,  par  la  normale  OA. 

THÉORÈME. 

115.  Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circonférence  des 
arcs  égaux. 
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11  faut  distinguer  trois  cas  : 

1°  Supposons  {fig.  74)  que  les  parallèles  AB,  CD,  soient  sé- 
cantes, et  abaissons  du  centre  0  sur  ces  droites  la  perpendi- 
culaire commune  OM  qui  coupe  la  circonférence  en  M.  Le 


Fig.  -j^. 


VE 


Fig. 


FB 


point  M  est  (102)  à  la  fois  le  milieu  de  l'arc  EMF  que  sous- 
tend  la  corde  EF,  et  le  milieu  de  l'arc  GMH  que  sous-tend  la 
corde  GH  ;  on  a  donc  • 

arc  EM  —  arc  FM,     arc  GM  =  arc  HM  ; 

d'où,  en  soustrayant  membre  à  membre, 

arc  EM  —  arc  GM  =  arc  FM  —  arc  HM, 

c'est-à-dire 

arcEGr^arcFH. 

2«  Supposons  {fig.  -5)  que  les  parallèles  AB  et  CD  soient 
l'une  sécante  et  l'autre  tangente.  Alors  le  rayon  OK,  qui  abou- 
tit au  point  de  contact,  est  (107,  110)  une  perpendiculaire 
commune  à  la  tangente  CD  et  à  la  corde  EF  qui  lui  est  paral- 
lèle; il  divise  donc  l'arc  EKF,  sous-tendu  par  cette  corde,  en 
deux  parties  égales,  et  l'on  a 

arc  EK  =  arc  FK. 

3°  Supposons  enfin  {fig.  76)  que  les  deux  parallèles  AB  et  CD 
soient  tangentes,  l'une  en  1  et  l'autre  en  K.  Les  deux  rayons  01 
et  OK,  respectivement  perpendiculaires  à  AB  et  à  CD,  seront 
dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre,  puisque  des  droites 
parallèles  ont  leurs  perpendiculaires  communes.  Les  deux 
arcs  KPI,  KQI,  sont  donc  égaux  l'un  et  l'autre  à  une  demi- 
circonférence. 
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THÉORÈME. 

116.  Par  trois  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne  droite,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence,  et  l'on  ne  peut 
en  faire  passer  qu'une  {fig.  77  ). 

Fig.  77.  Fig.  78. 


D        /  C 


Il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  même  distance  des  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

Or,  tout  point  équidislant  de  A,  B,  C,  doit  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  DE  élevée  sur  le  milieu  de  AB,  parce  qu'elle 
est  le  lieu  des  points  équidistants  de  A  et  de  B;  il  doit  aussi 
appartenir  à  la  perpendiculaire  FG  élevée  sur  le  milieu  de  BC, 
parce  qu'elle  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  B  et  de  C. 
Gomme  deux  droites  DE,  FG,  ne  peuvent  avoir  qu'un  point 
commun,  on  voit  d'abord  qu'il  ne  saurait  jamais  exister  qu'un 
seul  point  équidistant  des  points  A,  B,  C.  En  second  lieu,  un 
tel  point  existe  toujours  si,  conformément  à  notre  hypothèse, 
les  points  A,  B,  G,  ne  sont  pas  en  ligne  droite;  car,  les  deux 
droites  AB  et  BG  se  coupant,  les  droites  DE  et  FG,  qui  leur  sont 
respectivement  perpendiculaires,  doivent  se  rencontrer  en  un 
certain  point  0  (é7,  2»). 

Le  cercle  décrit  de  ce  point  0  comme  centre,  avec  l'une  des 
trois  droites  égales  OA,  OB,  OG,  pour  rayon,  passe  par  les 
points  A,  B,  G,  et  est  le  seul  qui  puisse  y  passer. 

On  énonce  souvent  ce  théorème  d'une  manière  plus  rapide 
en  disant  :  Trois  points,  non  en  ligne  droite,  déterminent  une 
circonférence. 

GOROLLAIRES. 

117.  La  démonstration  précédente  prouve  que  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  ABG 
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passent  par  un  même  point.  On  en  conclut  immédiatement  que 
les  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC  {fig.  78),  c'esl-à-dire  les 
perpendiculaires  AD,  BE,  CF,  abaissées  des  sommets  sur  les 
côtés  opposés,  passent  par  un  même  point.  Il  suffit  pour  cela 
de  montrer  que  ces  trois  hauteurs  sont  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  A'B'C  formé  en  menant  par  les 
sommets  du  triangle  primitif  ABC  des  parallèles  aux  côtés  op- 
posés. Or,  AD  perpendiculaire  à  BC  l'est  aussi  à  sa  parallèle 
B'C  et,  de  plus,  les  longueurs  AB'  et  AC  sont  égales  entre 
elles,  puisqu'elles  sont  respectivement  égales  à  BC  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles. 

118.  Deux  circonférences  ne  peuvent  avoir  trois  points 
communs  sans  coïncider;  d'où  il  suit  que  deux  circonférences 
distinctes  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  communs. 

Lorsque  deux  circonférences  ont  deux  points  communs,  on 
dit  qu'elles  se  coupent  ou  qu'elles  sont  sécantes. 

Lorsque  deux  circonférences  n'ont  qu'un  point  commun, 
on  dit  qu'elles  sont  tangentes  ;  le  point  commun  est  appelé 
point  de  contact. 

THÉORÈME. 

119.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  la  droite  00' 
qui  joint  leurs  centres  est  perpendiculaire  sur  la  corde  com- 
mune AB  et  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales  {Jîg.  79). 


Fig.  79- 


Fig.  80. 


En  effet,  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  corde  commune  AB 
par  son  milieu  I  doit  passer  par  le  centre  de  chacune  des  deux 
circonférences  0  et  0'  (103). 

Corollaire. 
120.  Supposons  que,  la  circonférence  0  restant  fixe,  ainsi 
que  le  point  A,  la  circonférence  0'  tourne  autour  du  point  A, 
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de  manière  que  le  second  point  d'inlerseclion  B  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  premier  el  vienne  à  la  limite  se  confondre 
avec  lui,  comme  dans  la  fig.  80.  Les  deux  circonférences 
n'ayant  plus  alors  qu'un  point  commun  A  seront  tangentes  en 
ce  point.  D'ailleurs,  la  droite  00'  passant  toujours  entre  A  el  B, 
ces  deux  points  ne  peuvent  se  réunir  que  sur  la  ligne  des  cen- 
tres 00'.  Enfin,  en  vertu  de  ce  mouvement  (111),  la  corde 
commune  devient  à  la  limite  tangente  en  A  à  chacune  des 
deux  circonférences.  Donc  : 

Lorsque  deux  circonférences  0  et  0'  sont  tangentes,  leur 
point  de  contact  A  est  situé  sur  la  droite  des  centres,  et  la  per- 
pendiculaire CD  éle<^ée  en  ce  point  sur  cette  droite  est  une 
tangente  commune  aux  deux  circonférences. 

On  appelle  angle  de  deux  courbes  qui  ont  un  point  commun 
l'angle  formé  par  les  tangentes  à  ces  deux  courbes  en  ce  point. 
Si  cet  angle  n'est  pas  nul,  on  dit  que  les  deux  courbes  se  cou- 
pent. S'il  est  nul,  c'est-à-dire  si  les  deux  courbes  ont  la  même 
tangente  au  point  commun,  on  dit  que  ces  courbes  sont  tan- 
gentes. On  appelle  orthogonales  deux  courbes  qui  se  coupent 
à  angle  droit. 

SCOLIE. 

121.  Deux  circonférences  distinctes  peuvent  avoir  deux 
points  communs,  c'est-à-dire  se  couper  {fig.  83);  ou  avoir  un 
seul  point  commun  ,  c'est-à-dire  être  tangentes,  soit  extérieu- 
rement [fig'  82),  soit  intérieurement  [fig-  84);  ou  enfin  n'avoir 
aucun  point  commun,  c'est-à-dire  être  extérieures  [fig.  81)  ou 
intérieures  {fig.  85)  Tune  à  l'autre.  Leurs  positions  relatives 
sont  donc  au  nombre  de  cinq. 

THÉORÈME. 

12*2.  1°  Si  deux  circonférences  0  et  0'  sont  extérieures,  la 
distance  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme  des  rayons; 

2°  Si  elles  sont  tangentes  extérieurement ^  la  distance  des 
centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons; 

3°  Si  elles  se  coupent,  la  distance  des  centres  est  à  la  fois 
moindre  que  la  somme  et  plus  grande  que  la  différence  des 
rayons; 
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4"  Si  elles  sont  tangentes  intérieurement,  la  distance  des 
centres  est  égale  à  la  différence  des  rayons; 

5°  Si  elles  sont  intérieures,  la  distance  des  centres  est 
moindre  que  la  différence  des  rayons. 

En  effet  : 

1°  A  et  A'  {Jig.  8i)  étant  les  points  où  la  ligne  des  centres 
coupe  les  deux  circonférences,  on  a 

00'  =  OA  -4-  AA'  -I-  0'  A'    ou     00'  >  OA  -f-  0'  A'. 

2°  Le  point  de  contact  A  {Jîg.  82)  est  situé  entre  les  deux 
centres  et  sur  la  droite  00'  qui  les  joint.  On  a  donc 

00'==:OA-f-0'A. 

3°  Les  deux  points  communs  {Jig.  83)  étant  situés  hors  de 

Fig.  81.  Fi{j.   82. 


Fig.  83. 


Fig.  84, 


Fig.  85. 


la  ligne  des  centres  (119),  en  joignant  l'un  d'eux  B  aux  deux 
centres,  on  forme  un  triangle  dans  lequel  on  a  (28,  29) 

00'<OB-i-0'B    et    00'>OB-0'B. 

4°  Le  point  de  contact  A  [Jig.  84)  est  situé  au  delà  des  deux 
centres  sur  la  droite  qui  les  joint.  On  a  donc 


OA  =  00'  -h  0' A,     d'où    00'  =  OA  -  0'  A. 
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5°  A  el  A'  {fig.  85)  élanl  les  points  où  la  droite  00'  coupe 
les  deux  circonférences,  on  a 

OA  =  00'  -h  0' A'  +  A'  A,     d'où     OA  >  00'  4-  O'A', 

c'est-à-dire 

00'<OA-0'A'. 

Corollaire. 

123.  A  chacune  des  cinq  hypothèses  faites  répond  une  con- 
clusion distincte.  Donc,  en  vertu  du  principe  général  du  n°  ^-O, 
les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont  toutes 
vraies.  Voici  leurs  énoncés  : 

1°  Si  la  distance  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme 
des  rayons j  les  deux  circonférences  données  sont  extérieures 
l'une  à  Vautre. 

1°  Si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons, 
les  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement. 

3°  Si  la  distance  des  centres  est  à  la  fois  moindre  que  la 
somme  et  plus  grande  que  la  différence  des  rayons^  les  deux 
circonférences  se  coupent. 

4°  Si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  différence  des 
rayons,  les  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieure- 
ment. 

5°  Si  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la  différence 
des  rayons,  les  deux  circonférences  sont  intérieures  l'une  à 
Vautre. 

Ainsi,  connaissant  les  trois  nombres  D,  R,  r,  qui  mesurent 
respectivement  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux 
circonférences,  on  peut,  sans  tracer  ces  circonférences  et  par 
une  simple  opération  numérique,  savoir  quelle  est  leur  posi- 
tion relative.  Par  exemple,  si  l'on  a  D  =  i5'^,  R  =  si"",  r  —  G'"', 
on  peut  affirmer  que  les  deux  circonférences  sont  tangentes 
intérieurement;  car  on  a  i5  =  21  ~  6,  ou  D  =  R  —  r. 
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§  III.  -  MESURE  DES  ANGLES. 

NOTIONS    PRÉLIMINAIRES  ('). 

124.  On  acquiert  la  notion  du  nombre  entier  en  considé- 
rant des  objets  distincts  et  semblables.  Nous  allons  expliquer 
comment  le  problème  de  la  mesure  des  grandeurs  conduit  à 
étendre  cette  première  idée. 

On  ne  considère,  en  Mathématiques,  que  les  grandeurs  dont 
on  peut  définir  d'une  manière  précise  légalité  et  Vaddition; 
tels  sont  par  exemple,  les  angles  :  nous  avons  dit  en  effet,  au 
n°  9,  ce  qu'on  entend  par  angles  égaux  et  par  somme  de  deux 
angles.  Une  grandeur  est  plus  grande  qu'une  autre  quand  elle 
est  la  somme  de  cette  autre  et  d'une  troisième  de  même 
nature. 

Lorsqu'une  grandeur  est  la  somme  de  2,  3,  4,  •  -,  parties, 
égales  à  une  autre  grandeur  de  même  espèce,  on  dit  que  la 
première  est  un  multiple  de  la  seconde,  et  que  la  seconde  est 
une  partie  aliqiiote  de  la  première. 

Deux  grandeurs  sont  dites  commensurahles  entre  elles  lors- 
qu'elles sont  des  multiples  d'une  troisième  grandeur  qu'on 
appelle  alors  leur  commune  mesure;  dans  le  cas  contraire,  elles 
sont  incommensurables  entre  elles. 

Pour  mesurer  une  grandeur,  on  cherche  une  commune 
mesure  entre  cette  grandeur  et  une  autre  de  même  espèce, 
arbitraire,  mais  bien  connue,  et  qui  reçoit  le  nom  d'unité. 

Si  cette  commune  mesure  est  l'unité  elle-même,  et  que  la 
grandeur  proposée  la  contienne,  par  exemple,  3  fois  sans 
reste,  on  dit  que  la  grandeur  est  mesurée  par  le  nombre  en- 
tier 3. 

Si  celle  commune  mesure  est  une  partie  aliquote  de  l'unité; 
par  exemple,  si,  l'unité  étant  partagée  en  cinq  parties  égales. 


(')  La  mesure  de  l'étendue  étant  l'un  des  principaux  objets  de  la  Géométrie, 
il  nous  a  paru  indispensable  de  traiter  ici  d'une  manière  succincte  la  question 
générale  de  la  mesure  des  grandeurs. 

Dans  ce  paragraphe,  comme  dans  la  suite  de  ce  Traité,  les  commençants 
pourront  omettre  les  parties  imprimées  en  petit  caractère. 
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la  grandeur  proposée  est  la  somme  de  trois  de  ces  parties,  on 
dit  que  cette  grandeur  est  les  trois  cinquièmes  de  l'unité  et 
qu'elle  est  mesurée  par  le  nombre  trois  cinquièmes^  que  l'on 

3 
écrit  p-  On  qualifie  d'ailleurs  un  tel  nombre  àe  fractionnaire 

pour  le  distinguer  des  nombres  entiers  seuls  considérés  jus- 
que-là. 

En  résumé,  mesurer  une  grandeur  commensurable  avec  l'u- 
nité y  c'est  chercher  combien  cette  grandeur  renferme  d'unités 
ou  de  parties  aliquotes  de  l'unité.  Suivant  que  la  grandeur  est 
un  multiple  de  l'unité  ou  un  multiple  d'une  partie  aliquote  de 
l'unité,  le  nombre  qui  exprime  sa  mesure  est  entier  ou  fraction- 
naire. Réciproquement,  toute  grandeur  mesurée  par  un  nom- 
bre entier  ou  fractionnaire  est  commensurable  avec  l'unité, 
car  elle  est  un  multiple  de  l'unité  ou  d'une  partie  aliquote  de 
l'unité. 

123.  Considérons  maintenant  une  grandeur  incommensurable  avec 
l'unité  choisie. 

Concevons  l'unité  décomposée  en  un  nombre  quelconque  n  de  parties 
égales  entre  elles  et  moindres  que  la  grandeur  à  mesurer  G.  En  prenant 
ï,  2,  3,  4î'  •  M  de  ces  parties,  on  formera  une  série  de  grandeurs 

(i)  A,,     A^,     A3,     A^, .  .  . ,     A^,     A,._j_,,..., 

croissant  au  delà  de  toute  limite  et  mesurées  respectivement  par  les 
nombres 

1234  k        k  -\-\ 


On  trouvera  donc,  en  allant  assez  loin  dans  la  série  (i),  deux  grandeurs 
consécutives  A^  et  A^^^,  qui  comprendront  la  proposée  G.  En  substituant 
à  G  soit  A^,  soit  A;^^,,  on  commettra  une  erreur  moindre  que  la  différence 
Aj^,  —  A^,  c'est-à-dire  aussi  faible  qu'on  voudra,  puisque  cette  différence, 
qui  est  la  i/""""  partie  de  l'unité,  peut  être  diminuée  à  volonté  en  prenant 
n  assez  grand. 

La  grandeur  G  étant  la  limite  commune  des  grandeurs  commensurables 
Aj  et  A^^,,  le  nombre  qui  la  mesure  est,  par  définition,  la  limite  com- 
mune des  nombres  -  et qui  mesurent  A^.  et  A^^^,  ;  et  en  prenant, 

soit  -5  soit pour  le  nombre  qui  mesure  G,  on  aura  de  ce  nombre 

n  n  ^  ' 
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une  valeur,  par  défaut  ou  par  excès,  approchée  à  moins  de  -  ^  c'est-à-dire 

une  valeur  qu'on  pourra,  en  faisant  croître  /?,  rendre  aussi  approchée 
qu'on  voudra. 

126.  Un  nombre  est  dit  commensurahle  ou  incommensurable  suivant 
que  la  grandeur  dont  il  exprime  la  mesure  est  commensurahle  ou  incom- 
mensurable avec  l'unité  adoptée.  Les  nombres  commensurables  sont  les 
nombres  entiers  et  les  fractions. 

Le  résultat  d'opérations  à  effectuer  sur  des  nombres  incommensurables 
peut  être  obtenu  avec  telle  approximation  qu'on  veut,  en  substituant  à 
ces  nombres  des  valeurs  commensurables  suffisamment  approchées  ;  en 
d'autres  termes  :  le  résultat  cC opérations  à  exécuter  sur  des  nombres  in- 
commensurables est  la  limite  des  résultats  obtenus  en  substituant  à  chacun 
d^eux  des  valeurs  commensurables  de  plus  en  plus  approchées. 

127.  On  nomme  rapport  d'une  grandeur  A  à  une  grandeur  B 
de  même  espèce  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  la 

A 

seconde  pour  avoir  la  première.  On  désigne  ce  rapport  par  ^' 

128.  Le  rapport  de  deux  grandeurs  k  et  B  de  même  espèce 
est  égal  au  nombre  qui  mesure  la  première  lorsqu'on  prend  la 
seconde  pour  unité, 

3 

En  effet,  si  le  rapport  donné  est,  par  exemple,  ■=•>  la  pre- 

3 
mière  grandeur  est  le  produit  de   la  seconde  par  -  (127); 

•  o 

3  3 

mais  multiplier  une  grandeur  par^?  c'est  en  prendre  les^- 

3 

La  première  grandeur  est  donc  les  ^  de  la  seconde,  et,  par 

3 

suite  (124),  ^  est  le  nombre  qui  mesure  la  première  grandeur 

lorsqu'on  prend  la  seconde  pour  unité. 

129.  Si  le  rapport  de  A  à  B,  c'est-à-dire  (127)  le  nombre  par  lequel  il 
faut  multiplier  B  pour  avoir  A,  est  incommensurable,  désignons-le  par  r, 
et  appelons  m  le  nombre  qui  mesure  A,  B  étant  pris  pour  unité.  Soient 

d'ailleurs  -  et deux  valeurs  approchées  à  moins  de  - ,  l'une  par 

n  n  ^^  /^  ' 
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défaut,  l'autre  par  excès,  du  rapport  r.  On  aura  alors  (127) 

Bl<A<Bi:ti. 

n  n 

Le  nombre  m  qui  mesure  A  sera  donc  compris  (125)  entre  les  nombres 

-  et qui  mesurent  les  deux  grandeurs  B  -,  B ?  B  étant  Tunité. 

n  n      ^  n  n 

Donc  les  nombres  m  et  r,  étant  compris  l'un  et  l'autre  entre  deux  nombres 

-  et  -  4- -5  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut  pour  n  assez  grand,  ne 
sauraient  avoir  une  différence  assignable. 

130.  Il  résulte  de  là  que,  lorsque  deux  grandeurs  A  et  B  ont 
été  mesurées  avec  une  même  unité  C,  on  obtient  leur  rapport 
en  divisant  le  nombre  a  qui  mesure  la  première  par  le  nombre  ê 
qui  mesure  la  seconde. 

En  effet,  on  a,  d'après  le  théorème  précédent,  les  deux  re- 
lations 

A=:C.a,     B=:C.ê,     d'où     A  =  B^- 


Le  quotient  -  exprime  donc  (127)  le  rapport  de  A  à  B. 

6 

On  est  ainsi  conduit  à  appeler  rapport  de  deux  nombres 
quelconques  a  et  ê  le  quotient  de  leur  division;  et  l'on  dé- 
montre en  Arithmétique  que  les  règles  de  calcul  des  fractions 
à  termes  entiers  sont  applicables  à  ces  rapports  ou  fractions 

générales  -•  Par  exemple,  on  n'altère  pas  ces  rapports  en 

multipliant  leurs  deux  termes  par  un  même  nombre;  on  les 
multiplie  en  les  multipliant  terme  à  terme,  etc. 

131.  Lorsque  deux  grandeurs  de  nature  différente  ont  une 
dépendance  telle,  que  le  rapport  de  deux  valeurs  quelconques 
de  la  première  soit  égal  au  rapport  des  valeurs  correspondantes 
de  la  seconde,  on  dit  que  ces  deux  grandeurs  sont  propor- 
tionnelles, 

132.  On  nomme  angle  au  centre  tout  angle  qui  a  son  som- 
met au  centre  d'un  cercle,  et  angle  inscrit  tout  angle  formé  par 
deux  cordes  qui  se  coupent  sur  la  circonférence  d'un  cercle. 
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THÉORÈME. 
133.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  : 
1°    Deux   angles  au   centre    égaux   interceptent  des  arcs 

égaux; 

2°   Si  un  angle  au  centre  est  la  somme  de  deux  autres  angles 

au  centre,  l'arc  intercepté  par  cet  angle  est  la  somme  des  arcs 

interceptés  par  les  deux  autres  [Jig.  86). 

Fig.  8fi. 


1°  Soient  AOB,  A'O'B',  deux  angles  au  centre  égaux  entre 
eux;  les  deux  arcs  correspondants  AB  et  A'B'  seront  égaux. 
En  effet,  en  menant  les  cordes  AB,  A'B',  on  forme  deux  trian- 
gles AOB,  A'O'B',  qui  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux,  savoir  :  l'angle  AOB  égal 
à  l'angle  A'O'B'  par  hypothèse,  et  les  côtés  OA  — O'A', 
OB  ^  O'B',  comme  rayons  de  cercles  égaux.  Donc  la  corde  AB 
est  égale  à  la  corde  A'B',  et,  par  suite  (100),  les  arcs  AB  et  A'B' 
que  ces  cordes  sous-tendent  sont  égaux  entre  eux. 

-2"  Soient  A'O'B'  et  BOC  deux  angles  au  centre;  transpor- 
tons le  premier  en  AOB  à  la  suite  du  second,  de  manière  i\ 
former  (9)  un  angle  AOC  qui  soit  la  somme  des  deux  angles 
proposés.  L'arc  ABC  sera  évidemment  la  somme  des  deux 
arcs  AB  et  BC,  et  comme  les  arcs  AB  et  A'B'  sont  égaux,  puis- 
qu'ils correspondent  à  des  angles  au  centre  égaux,  l'arc  ABC 
sera  la  somme  des  arcs  A'B' et  BC. 

THÉORÈME. 
13i.  L'angle  au  centre  d'un  cercle  est  proportionnel  à  l'arc 
correspondant;  en  d'autres  termes,  dans  le  même  cercle  ou 

dans  des  cercles  égaux,  le  rapport    ,  de  deux  angles  au  centre 
est  égal  au  rapport  —  des  arcs  qu'ils  interceptent. 
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En  effet,  supposons  que  le  rapport  —  des  deux  angles  soit 

3  3 

^5  c'est-à-dire  que  l'angle  a  soit  les  ^  de  l'angle  a'.  En  dési- 

gnant  par  a  le  cinquième  de  l'angle  «',  on  aura  alors 

«  rr;  3a     et     a'  --  ^  y.. 

Mais  si  l'on  appelle  ê  l'arc  intercepté  par  l'angle  a,  aux  angles 
au  centre 

a  +  a0U2a,     icx.  -\-  xow'ioc,     3x-haou^oc,     /{oc  -^  a  oii  5  a, 

correspondront  respectivement  (133,  2*^)  les  arcs 

c  +  6ou2ê,     28+ g  ou  36,     36-f-gou4ê,     46 -4- 6  ou  5ê. 

Or,  par  hypothèse,  les  arcs  qui  correspondent  aux  angles  au 
centre  3a  ou  «  et  5a  ou  «'  sont  b  ei  b';  on  aura  donc 

b=-3^     et     b'^^5e, 

d'où  (130) 

b        3 a 

SCOLIE. 

135.  Le  raisonnement  qui  précède  ne  s'applique  pas  seule- 
ment aux  angles  au  centre  et  aux  arcs  qu'ils  interceptent;  il 
permet  de  démontrer  d'une  manière  générale  le  théorème 
suivant  : 

Deux  grandeurs  sont  proportionnelles  l'une  à  l'autre  si,  à 
deux  valeurs  quelconques,  mais  égales,  de  la  première  gran- 
deur, répondent  deux  valeurs  égales  de  la  seconde;  et  si,  de 
plus,  à  la  somme  de  deux  valeurs  quelconques  de  la  première 
répond  une  valeur  qui  soit  la  somme  des  deux  valeurs  corres- 
pondantes de  la  seconde. 

En  effet,  soient  a  et  a'  deux  valeurs  quelconques  de  la  pre- 
mière grandeur,  et  b  et  b'  les  deux  valeurs  correspondantes 

de  la  seconde.  Supposons  que  le  rapport  —  soit,  par  exemple, 
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3  3 

^5  c'esl-à-dire  que  a  soit  les  -=  de  a! ,  En  désignant  par  a  le  cin- 
quième de  «',  on  aura  alors 

a—ZoL    et    o!  —-5a. 

Mais,  si  Ton  appelle  ê  la  valeur  de  la  seconde  grandeur  qui  ré- 
pond à  la  valeur  a  de  la  première,  aux  valeurs 

a^aou2a,     2  a -f- a  ou  3  a,     3a-f-aou4a>     I^ol -,- olow^ol^ 

de  la  première  grandeur,  répondent  respectivement,  en  vertu 
de  la  loi  de  correspondance  admise,  les  valeurs 

ê-i-êou2ê,     264-6  ou  3g,     3g +  6  ou  46,     46  h- 6  ou  56, 

de  la  seconde  grandeur.  Or,  par  hypothèse,  les  valeurs  de  la 
seconde  grandeur  qui  répondent  aux  valeurs  3a  ou  «et  5a 
ou  a'  de  la  première  sont  6  et  6';  on  aura  donc 

6  =  56,       6'r:^56, 

d'où 

_^       3     wr 

F  ~  5  "~  i  ' 

Si  le  rapport  —,  est  incommensurable,  soient  -  et  — ^--  deux  valeurs 
rt  n  n 

approchées  de  ce  rapport  à  -  près,  l'une  par  défaut,  l'autre  par  excès. 

On  aura 

/■  /-il, 

--  «  <  a  < u  , 

n  n 

d'où,  en  désignant  par  a  la  n'"'"'"  partie  de  a"", 

/  a  <  rt  <  {/  -r- i)a     et     a' -     iiOL. 

Mais  si  é  est  la  valeur  de  B  qui  correspond  à  la  valeur  a  de  A,  aux  va- 
leurs ^a,  (X-+- i)a, /^a,  de  A  correspondront  respectivement  les  valeurs 
X*S,  (X-f-i)?,  /îê,  de  B.  On  aura  donc,  puisque,  d'après  l'énoncé,  à  une 
plus  grande  valeur  de  A  correspond  nécessairement  une  plus  grande  va- 
leur de  B, 

/■Ç<^<(X-m)Ç    et    6'^//6, 

c'est-à-dire 


-5'<6»< b     ou     -<-< 

n  n  n       b  n 


5. 
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Par  suite,  les  deux  rapports  --;  pi  étant  compris  entre  deux  nombres  - 

et  -  -\-  -  qui,  pour  n  assez  grand,  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut,  ne  sau- 
raient avoir  aucune  différence  assignable. 

Réciproquement,  si  deux  grandeurs  sont  proportionnelles  : 
i"  la  relation 

a  _    b 

a'  ~  b' 

montre  que  pour  a  =  «'  on  a  6  :=  b' ,  c'est-à-dire  qu'^  des  va- 
leurs égales  de  la  première  grandeur  correspondent  des  valeurs 
égales  de  la  seconde;  2°  la  môme  relation  donne 

a  -\-  a' b  -^  b' 

c'est-à-dire  qu'^lf  la  somme  de  deux  valeurs  quelconques  de  la 
première  grandeur  correspond  la  somme  des  deux  valeurs  cor- 
respondantes de  la  seconde. 

Ainsi,  correspondance  dans  l'égalité  et  correspondance  dans 
la  somme,  telles  sont  les  deux  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes de  la  proportionnalité  de  deux  grandeurs.  Si  l'une  des 
deux  conditions  est  seule  remplie.  Un  y  a  pas  proportionnalité  ; 
c'est  ce  qui  arrive  pour  un  arc  et  sa  corde  :  à  des  arcs  égaux 
d'un  môme  cercle  correspondent  des  cordes  égales  (99);  mais 
la  corde  BC  de  la  somme  de  deux  arcs  [Jig'  87)  est  moindre 
(28)  que  la  somme  AB  H-  AG  des  cordes  de  ces  arcs. 

THÉORÈME. 

136.  Tout  angle  a  la  même  mesure  que  l'arc  qu'il  intercepte 
sur  une  circonférence  décrite  de  son  sommet  comme  centre, 
avec  un  rayon  quelconque ,  pourvu  que  l'on  prenne  pour  unité 
d'angle  l'angle  au  centre  qui  intercepte  sur  cette  circonférence 
rare  choisi  pour  unité  d'arc. 

En  effet,  soient  {fig.  87)  AOB  l'angle  à  mesurer  et  AB  l'arc 
qu'il  intercepte  sur  la  circonférence  de  rayon  arbitraire  OA; 
xVG  étant  l'unité  d'arc,  l'angle  correspondant  AOG  sera,  par 
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hypolhèse,  l'unilé  d'angle.  On  a  (134) 

.arc  AB 


C9 


AOB 

Abc 


arc  A( 


Or  le  premier  rapport  est  égal  au  nombre  qui  mesure  l'an- 
gle AOB  (1*28),  el  le  second  esl  égal  au  nombre  qui  mesure 
l'arc  AB.  Donc,  dans  le  système  d'uniiés  adopté,  le  nombre 
qui  mesure  l'pngle  AOB  est  le  même  que  celui  qui  mesure 
l'arc  A B. 

Fis-  87. 


Comme  ce  théorème  est  d'un  usage  très-fréquent,  on  pré- 
fère l'énoncer  d'une  manière  plus  rapide,  quoique  incorrecte. 
D'abord  on  sous-cntend  la  condition  relative  à  la  correspon- 
dance des  unités;  puis  on  dit  a  pour  mesure,  au  lieu  de  a  la 
même  mesure  que;  et  l'on  arrive  ainsi  à  cet  énoncé  usuel  : 
tout  angle  au  centre  a  pour  mesure  l'arc  compris  entre  ses 
côtés. 

SCOLIE. 

137.  Lorsqu'on  prend  l'angle  droit  pour  unité,  l'arc  unité 
est  le  quart  de  la  circonférence  ou  le  quadrant;  car,  si  l'angle 
\\\i  centre  AOB  est  droit  [fig.  87),  les  quatre  angles  AOB,  BOC, 
COI),  DOA,  formés  par  les  deux  diamètres  BOD,  AOC,  sont 
«Iroiis,  et  par  suite  égaux  ;  les  quatre  arcs  AB,  BC,  CD,  DA,  sont 
(ionc  égaux  entre  eux,  el  chacun  d'eux  est  le  quart  de  la  cir- 
conférence. 

THÉORÈME. 

138.  Tout  angle  inscrit  dans  un  cercle  a  pour  mesure  la 
raoitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Soit  BAC  un  anglo  inscrit  dans  un  cercle  0.  Pour  démontrer 
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que  cet  angle  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BC  compris 
entre  ses  côtés,  il  convient  de  distinguer  trois  cas  : 

1°  Le  centre  0  tombe  sur  l'un  des  côtés  AC  de  l'angle  BAC 
[fg.  88).  Menons  le  rayon  BO;  le  triangle  BOA  étant  isocèle, 
les  angles  A  et  B  sont  égaux,  et  comme  (76)  leur  somme  équi- 
vaut à  l'angle  extérieur  BOC,  l'angle  A  est  égal  à  la  moitié 
de  BOC;  mais  ce  dernier  angle,  ayant  son  sommet  au  cenlre 
du  cercle,  a  pour  mesure  l'arc  BC.  Donc  l'angle  proposé  BAC 
a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BC. 


Fig. 


1°  Le  centre  0  tombe  à  l'intérieur  de  l'angle  BAC  {fig.  89). 
Menons  le  diamètre  AOD;  l'angle  BAC  est  la  somme  des  an- 
gles BAD,  DAC,  qui,  d'après  le  premier  cas,  ont  respective- 
ment pour  mesure  |  BD  et  j  DC.  La  somme  de  ces  deux  arcs, 
c'est-à-dire  la  moitié  de  l'arc  BDC,  est  donc  la  mesure  de  l'an- 
gle BAC. 

3°  Le  centre  0  tombe  en  dehors  de  l'angle  BAC  [fig.  90). 
Menons  le  diamètre  AOD;  l'angle  BAC  est  la  différence  des 
angles  BAD,  CAD,  qui,  d'après  le  premier  cas,  ont  respective- 
ment pour  mesure  y  BD  et  {  CD;  la  différence  de  ces  arcs, 
c'est-à-dire  la  moitié  de  l'arc  BC,  est  donc  la  mesure  de  l'angle 
proposé  BAC. 

Corollaires. 

139.  Supposons  {fig.  90)  que,  le  côté  AC  restant  fixe,  la 
corde  AB  tourne  autour  du  sommet  A,  de  manière  à  devenir 
la  tangente  AT  au  point  A;  dans  toutes  les  positions  de  la 
corde  AB,  l'angle  inscrit  BAC  aura  pour  mesure  la  moitié  de 
l'arc  correspondant  BC;  donc,  à  la  limite,  l' angle  TAC^fot^mé 
par  une  tangente  AT  et  une  corde  AC  issue  du  point  de  con- 
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lact,  a  pour  mesiu^  la  moitié  de  Varc  AC  compris  entre  ses 
côtés. 

On  peut  d'ailleurs  démonlrer  ce  théorème,  indépendammeiu 
de  toute  notion  de  limite.  11  suffit,  par  exemple,  d'observer 
que  l'angle  TAC  est  l'excès  de  l'angle  droit  TAD  sur  l'angle 
inscrit  CAD;  sa  mesure  est  donc  l'excès  de  la  moitié  de  la 
demi-circonférence  ABD  sur  la  moitié  de  l'arc  CD,  ou  enfin  la 
moitié  de  l'arc  AC. 

140.  On  appelle  segment  la  portion  de  cercle  comprise  entre 
un  arc  et  sa  corde.  A  chaque  corde  AB  correspondent  deux 
segments  ACB,  AMB  [fig.  91).  On  dit  qu'wAi  angle  est  inscrit 


dans  un  segment  lorsque  son  sommet  est  situé  sur  l'auc  du 
segment  et  que  ses  côtés  passent  par  les  extrémités  de  la 
corde  sous-lendanle.  Ainsi  les  angles  ACB,  AEB,  sont  inscrits 
dans  le  segment  ACB,  ei  l'angle  AMB  est  inscrit  dans  le  seg- 
ment AMB. 

Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  sont  égaux  ; 
ainsi,  les  angles  ACB,  AEB,  sont  égaux  comme  ayant  l'un  et 
l'autre  la  moitié  de  l'arc  AMB  pour  mesure. 

Tout  angle  inscrit  dans  l'un  des  deux  segments  déterminés 
par  une  même  corde  est  le  supplément  d'un  angle  quelconque 
inscrit  dans  l'autre  segment.  Ainsi  les  angles  ACB,  AMB,  sont 
supplémentaires,  car  leurs  mesures  ~  arc  AMB  et  J  arc  ACB 
forment  en  somme  la  moitié  de  la  circonférence. 

Tout  angle  inscrit  dans  un  segment  est  aigu,  droit  ou  obtus, 
suivant  que  ce  segment  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  un 
demi-cercle;  car  l'arc  compris  entre  les  côtés  de  l'angle  est 
alors  inférieur,  égal  ou  supérieure  une  demi-circonférence. 

On  dit  qu  un  segment  de  cercle  est  capable  d'un  angle  donné, 
lorsque  lesangles  inscrits  dans  ce  segment  sont  égaux  à  l'angle 
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considéré;  ainsi  le  segment  capable  d'un  angle  droit  est  un 
demi-cercle. 

Fig.  92.  ri{î.  93. 

Â 


THÉORÈME. 

141.  Tout  angle  BAC,  fornn'  par  deux  sécantes  qui  se  ren- 
contrent à  l'intérieur  du  cercle,  a  pour  mesure  la  demi-somme 
des  arcs  BC  et  DE  compris  entre  ses  côtés  et  entre  ses  côtés 
prolongés  [fig,  ^1). 

En  effet,  en  menant  DC,  on  voit  que  l'angle  BAC,  exté- 
rieur au  triangle  ACD,  est  égal  (76)  à  la  somme  des  angles 
inscrits  ADC,  ACD,  qui  ont  respectivement  pour  mesure  7  BC 
et  i  DE. 

THÉORÈME. 

142.  Tout  angle  BAC,  formé  par  deux  sécantes  qui  se  ren- 
contrent hors  du  cercle,  a  pour  mesure  la  demi-différence  de 
rare  concave  BC  et  de  l'arc  convexe  DE  compris  entre  ses 

côtés  [fig.  Ç^Z), 

En  effet,  en  menant  DC,  on  voit  que  l'angle  BDC,  extérieur 
au  triangle  DAC,  est  la  somme  des  angles  A  et  C;  par  suite, 
l'angle  A  est  l'excès  de  l'angle  BDC  sur  l'angle  C;  sa  mesure 
est  donc  l'excès  de  \  BC  sur  i  DE,  c'est-à-dire  i  (BC  —  DE). 

En  faisant  tourner  autour  du  sommet  A  l'un  des  côtés,  ou 
même  les  deux  cotés  de  l'angle,  jusqu'à  ce  qu'ils  deviennent 
tangents  à  la  circonférence,  on  voit  que  le  théorème  subsiste 
])Our  l'angle  formé  par  une  tangente  et  une  sécante  qui  se  cou- 
pent hors  du  cercle,  et  pour  l'angle  de  deux  tangentes. 

SCOLIE. 

143.  Dans  la  portion  de  plan  située  au-dessus  d'une  droite  BC, 
le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  cette  droite  sous  un  angle 
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donnr.  est  un  arc  de  cercle  passant  par  les  extrémités  B  et  C 
lie  cette  droite  [fig-  94  )• 

En  effet,  soient  A  un  point  du  lieu  et  BMACN  la  rirronfé- 
rence  déterminée  par  les  trois  points  A,  B,  C.  i"  De  tout  point  M 
de  l'arc  BMAC  on  voit  la  droite  BC  sous  un  angle  égal  à 
BAC  (140);  2"  de  tout  point  I  pris  à  l'intérieur  du  segment 
BMAC,  on  voit  la  droite  BC  sous  un  angle  BIC  plus  grand 
que  BAC,  pursque  (141)  sa  mesure  excède  la  moitié  de 
l'arc  BNC;  3"  de  tout  point  E  extérieur  au  segment  BMAC  et 
situé  au-dessus  de  la  droite  BC,  on  voit  celte  droite  sous  un 
ongle  BEC  moindre  que  BAC,  puisque  sa  mesure  est  plus  pe- 
tite que  la  moitié  de  l'arc  BNC  (142).  L'arc  BMAC  est  donc  le 
lieu  cherché. 

Il  résulte  de  là  que  l'arc  BÂ'C,  sur  lequel  s'applique  l'arc 
iiMAC,  lorsqu'on  replie  la  figure  autour  dcBC,  est,  au-dessous 
de  BC,  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  la  droite  B(]  sous  l'angle 
donné. 

Donc,  enfin,  le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  une  droiteHC 
sous  un  angle  donné  se  compose  de  deux  arcs  de  cercle  égaux 
entre  eux  et  passant  par  les  extrémités  B  et  C  de  cette  droite. 

Bemarquons,  en  outre,  que  l'ensemble  des  arcs  BNC,  BN'C, 
représente  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  la  droite  BC  sous 
un  angle  supplémentaire  de  l'angle  considéré  (140). 

Fig.  g.'). 


Si  l'angle  considéré  est  droit,  les  deux  arcs  BAC,  B  A'C,  sont 
des  demi-circonférences  décrites  sur  BC  comme  diamètre. 
Donc,  le  lieu  des  points  d' oà  l'on  voit  une  droite  sous  un  angle 
droit  est  le  cercle  décrit  sur  cette  droite  comme  diamètre- 
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THÉORÈME. 

144-.  Dans  tout  quadrilatère  convexe  inscrit  dans  un  cercle, 
les  angles  opposés  sont  supplémentaires. 

En  eïÎQlifig.  95),  considérons  par  exemple  les  angles  op- 
posés B  et  D,  La  corde  AC  détermine  deux  segments  ADC, 
ABC,  et  nous  avons  vu  (140)  que  tout  angle  D  inscrit  dans  le 
segment  supérieur  est  le  supplément  de  louUangle  B  inscrit 
dans  le  segment  inférieur. 

Réch'ROQuement,  si,  dans  un  quadrilatère  convexe  ABCD 
{Jig.  g5),  deux  angles  opposés  ^  et  \)  sont  supplémentaires , 
le  quadrilatère  est  inscriptible;  en  d'autres  termes,  la  circon- 
férence déterminée  par  les  trois  points  A,  B,  C,  passera  par  le 
quatrième  sommet  D. 

En  effet,  le  sommet  D  est  un  point  situé  au-dessus  de  AC, 
et  d'où  l'on  voit  la  corde  AC  sous  un  angle  supplémentaire  de 
l'angle  B;  or  l'arc  AMC  est  le  lieu  des  points  du  plan  qui 
jouissent  de  cette  propriété  (143). 

§  IV.  -  CONSTRUCTION  DES  ANGLES  ET  DES  TRIANGLES. 

145.  Les  deux  principaux  instruments  employés  dans  la 
construction  graphique  des  figures  sont  la  règle  et  le  compas. 
Chacun  sait  comment  on  trace  des  lignes  droites  avec  la  règle 
et  des  circonférences  avec  le  compas. 

Avant  de  se  servir  d'une  règle,  il  importe  de  la  vérifier. 
A  cet  effet  {Jîg.  96)  on  mène  une  ligne  ACB  d'une  extrémité 

Fig.  96. 


à  l'autre  de  la  règle,  en  faisant  glisser  la  pointe  d'un  crayon  le 
long  de  l'un  des  bords.  Puis  on  retourne  la  règle,  comme  le 
montre  la  figure,  et  l'on  fait  glisser  de  nouveau  le  crayon  le 
long  du  même  bord,  de  manière  à  tracer  la  nouvelle  ligne  ACB. 
Suivant  que  lesdeux lignes  ACB,  ACB,  coïncident  exactement 
ou  se  séparent,  le  bord  considéré  est  recliligneou  curviligne; 
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en  d'aulres  termes,  la  règle  est  juste  ou  fausse.  L'épaisseur  de 
la  règle  ne  doit  pas  dépasser  3  millimètres. 

Un  bon  compas  doit  avoir  ses  pointes  fines  et  parfaitement 
égales;  il  doit  s'ouvrir  et  se  fermer  sans  trop  de  facilité,  comme 
sans  secousses.  Pour  éviter  de  trop  grands  trous  formés  par 
les  pointes,  il  convient  de  fixer  le  papier  sur  une  planchette 
en  collant  simplement  les  quatre  angles. 

On  fait  d'abord  tout  le  dessin  au  crayon;  on  exécute  ensuite 
la  mise  à  l'encre  à  l'aide  d'un  tire-ligne  à  branches  égales  et 
que  l'on  tient  perpendiculairement  au  plan  du  papier.  Les 
données  et  les  résultats  sont  représentés  par  un  trait  plein  ou 
continu;  on  représente  par  un  trait  pointillé  ou  interrompu 
les  lignes  de  constructiony  c'est-à-dire  les  lignes  qui  servent 
à  déduire  les  résultats  des  données. 

Enfin  le  papier  doit  être  assez  épais,  avoir  le  grain  fin  et 
être  fabriqué  à  la  forme,  le  papier  à  la  mécanique  ne  résistant 
pas  à  l'action  de  la  gomme  élastique. 

iïG.  En  pratique,  lorsqu'on  détermine  une  droite  par  deux 
points,  il  convient  que  ces  deux  points  ne  soient  pas  trop 
voisins  l'un  de  l'autre;  sans  cela,  la  moindre  erreur  sur  la 
position  de  l'un  d'eux  entraînerait  une  erreur  notable  sur  la 
direction  de  la  droite. 

De  même,  quand  un  point  est  déterminé  par  la  «encontre  de 
deux  droites,  il  faut  que  ces  droites  ne  se  coupent  pas  sous 
un  angle  trop  petit;  sans  cela  l'épaisseur  inévitable  des  deux 
traits  laisserait  dans  l'incertitude  sur  la  véritable  position  du 
point  de  rencontre. 

THÉORÈME. 

14-7.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux  lignes 
droites. 

Soient  A  et  B  deux  droites  commensurables  entre  elles  (124), 
B  étant  la  plus  petite.  La  recherche  de  leur  plus  grande  com- 
itiune  mesure  repose  sur  les  deux  principes  suivants  : 

1°  5/  B  est  une  partie  aliquote  de  A,  B  est  évidemment  la 
plus  grande  commune  mesure  de  A  et  de  B; 

2"  Si  \  contient  m  fois  B,  plus  un  reste  B  moindre  qu€  B, 
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la  plus  grande  commune  mesure  de  k  et  de  1^  est  la  même  que 
celle  de  B  et  de^.  On  a,  en  effet, 

or,  toute  commune  mesure  de  A  et  de  B,  étant  une  partie  ali- 
quote  de  B,  l'est  aussi  de  mB,  et,  par  suiie,  de  A  — mB  ou 
de  R.  Inversement,  toute  commune  mesure  de  B  et  de  R,  étant 
une  partie  aliquote  de  B,  l'est  aussi  de  mB,  et,  par  suite, 
de  mB  -+-  R  ou  de  A.  Donc  les  communes  mesures  de  A  et 
de  B  sont  les  mêmes  que  celles  de  B  et  de  R;  et,  en  parti- 
culier, la  plus  grande  commune  mesure  est  la  même  de  part 
et  d'autre. 

D'après  cela,  on  portera  B  sur  A  autant  de  fois  que  possible; 
s'il  n'y  a  pas  de  reste,  B  sera  la  plus  grande  commune  mesure 
demand;*e;  s'il  y  a  un  reste  B,  on  sera  ramené  à  chercher  la 
plus  grande  commune  mesure  de  B  et  de  R.  On  portera  donc 
R  sur  B  autant  de  fois  que  possible;  s'il  n'y  a  pas  de  reste, 
1{  sera  la  plus  grande  commune  mesure  demandée;  s'il  y  a  un 
reste  R',  on  sera  ramené  à  chercher  la  plus  grande  commune 
mesure  de  R  et  de  R'. 

Il  est  aisé  de  prouver  qu'en  continuant  de  la  sorte  on  arri- 
vera à  un  reste  qui  sera  une  partie  aliquote  du  précédent.  En 
effet,  dans  toute  division,  le  dividende  est  au  moins  égal  à  la 
somme  du  diviseur  et  du  reste;  le  reste  est  d'ailleurs  moindre 
que  le  diviseur;  donc  le  reste  est  inférieur  à  la  moitié  du 
dividende.  On  voit  par  là  que,  dans  la  recherche  de  la  plus 
grande  commune  mesure  de  A  et  de  B,  le  premier  reste  sera 

A 
inférieur  à  —  :  le  troisième  reste  sera  moindre  que  la  moitié 

A 

du  premier,  et,  par  suite  inférieur  à  y:  le  cinquième  reste 

sera  moindre  que  la  moitié  du  troisième,  et,  par  suite,  infé- 

A 

rieur  à  -r-  \  et  ainsi  de  suite.  L'opération  ne  pourra  donc  passe 

prolonger  IVidéfiniment,  car  on  tomberait  sur  un  reste  moindre 
que  la  plus  grande  commune  mesure  supposée;  ce  qui  est 
absurde,  puisque,  d'après  la  théorie  précédente,  la  plus  grande 
commune  mesure  doit  diviser  exactement  les  restes  successifs. 
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On  arrivera  donc  à  un  reste  qui  sera  une  partie  aiiciuoie  du 
précédeni,  et  ce  reste  sera  la  plus  grande  commune  mesure 
demandée. 

148.  Kécipuoquement,  si,  en  appliquant  le  procédé  qu'on 
vient  d'indicfuer  à  deux  droites  données,  on  arrive  à  un  reste 
qui  soit  contenu  un  nombre  exact  de  fois  dans  celui  qui  le 
précède,  les  deux  droites  considérées  seront  coinmensurables 
entre  elles,  et  ce  reste  sera  alors  leur  plus  grande  commune 
mesure. 

Ainsi,  supposons  qu'on  ait  trouvé  successivement 

A  =  B4-H,     B_r5K-hir,     U==.  2II  -i- ir,     11':.^  311"; 

on  aura 

K-^7ir,    ii.^38ir,   A=^45ir, 

et  le  rapport  des  deux  droites  A  et  B  sera  représenté  par  le 

nombre  fractionnaire  ^-r;-   D'ailleurs  R"  étant  la  plus  grande 
60 

comiiiune  mesure  de  11'  et  de  K'^  sera,  d'après  ce  qui  précède, 

la  plus  grande  commune  mesure  de  A  et  de  B. 

Sgolie. 

1  i9.  Il  résulte  de  lique  le  procédé  précédent,  appliqué  à  deux  droites 
incommensurables  entre  elles,  conduira  à  une  série  d'opérations  intermi- 
nable. 

Cette  conclusion,  absolument  rigoureuse  en  théorie,  ne  se  vérifie  pus 
•Il  pratifjue ;  car  les  restes  cessent  d'être. appréciables  au  compas.  Mais, 
s'il  est  impossible  de  constater  de  cette  manière,  ou  plus  généralement  au 
moyen  d'une  opération  mécani(iue  quelcontjue,  l'incommensurabilité  dî' 
deux  droites,  on  peut  parfois,  lorsque  les  droites  résultent  d'une  con- 
itruction  bien  définie,  démontrer  géontétfujuenxnt  leur  incommensura- 
bilité en  s'appuyant  sur  la  théorie  qui  précède  et  en  cherchant  la  lui  des 
restes  successifs. 

Nous  allons,  comme  exemple,  démontrer  ainsi  que  la  diagonale  AC  et 
le  côté  AB  (fu/i  carré  ABCD  so/it  deux  lignes  incommensurables  entre 
elles. 

Le  côté  AB  [fig.  97)  étant  moindre  que  la  diagonale  AC  et  plus  grand 
que  la  moitié  AO  de  celte  diagonale,  on  voit  d'abord  que,  si  l'on  prend 
sur  la  diagonale  AC  la  longueur  AE  égale  à  AB,  le  reste  EC  sera  moindre 
que  AB. 
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Comparons  maintenant  ce  reste  EG  au  côté  AB  ou  à  son  égal  BC.  Si 
l'on  mène  EF  parallèle  à  BD,  le  triangle  FEC,  rectangle  en  E,  sera  iso- 
cèle, puisque  l'angle  EFC  est  égal  à  son  correspondant  OBC,  et,  par  suite, 


à  EGF.  Donc,  dans  ce  triangle  comme  dans  le  triangle  analogue  ABC,  si 
l'on  prend  FG  égale  à  EC,  le  reste  GC  sera  moindre  que  EC/  D'ailleurs, 
les  triangles  rectangles  ABF,  AEF,  ayant  l'hypoténuse  commune  et  un 
côté  égal,  sont  égaux,  et,  par  suite,  BF  est  égal  à  FE  ou  à  EC  ou  à  FG. 
Donc  enfm  le  côté  BC  contient  deux  fois  EC,  plus  un  reste  GC  moindre 
que  EC. 

Ce  dernier  résultat,  énoncé  d'une  manière  générale,  prouve  que  dans 
tout  triangle  rectangle  et  isocèle  le  côté  contient  deux  fois  la  différence 
entre  l'hypoténuse  et  le  côté,  plus  un  reste  moindre  que  cette  différence. 
Donc,  à  son  tour,  le  côté  EC  contiendra  deux  fois  GC,  plus  un  nouveau 
reste  moindre  ciue  GC,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  que,  si  l'on  applique  aux  droites  AC  et  AB  la  règle  pres- 
crite au  n°  147,  chaque  reste  contiendra  deux  fois  le  précédent,  plus  un 
nouveau  reste  moindre  que  celui-ci,  de  sorte  que  l'opération  n'aura  pas 
de  fin.  Les  deux  droites  considérées  sont  donc  incommensurables  entre 

PROBLÈME. 

150.  Par  un  point  B  d'une  droite  BC,  mener  une  seconde 
droite  qui  fasse  avec  la  première   un  angle  égal  à  un  angle 

donné  { fig.  q8). 

Fig.  98. 


y\^ 


X 


J)u  poinl  A  comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas 
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arbitraire,  mais  assez  grande,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  en  D  et  E  les  côtés  de  l'angle  donné  :  avec  la  même 
ouverture,  et  du  point  B  comme  centre,  décrivez  un  second 
arc  de  cercle  GF,  qui  coupe  en  F  la  droite  BC.  Prenez  avec  le 
compas  la  longueur  de  la  corde  DE  (il  est  inutile  pour  cela  de 
tracer  celte  corde),  et  du  point  F  comme  centre,  avec  cette 
ouverture,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  H  l'arc  GF; 
la  droite  BH  sera  la  droite  demandée. 

En  effet,  les  arcs  HF  et  DE  ayant  des  rayons  égaux  et 
des  cordes  égales  sont  égaux  (  100);  par  suite,  les  angles  au 
centre  HBF,  DAE,  qui  correspondent  à  ces  arcs,  sont  aussi 
égaux  (136). 

151.  On  divise  la  circonférence  en  36o  parties  égales  qu'on 
nomme  degrés,  le  degré  en6o  parties  égales  appelées  minutes, 
et  la  minute  en  6o  parties  égales  appelées  secondes.  D'après 
cela,  la  circonférence  contient  36o.6o=  21600  minutes,  ou 
21  600.60  ==  I  296000  secondes;  la  demi-circonférence  con- 
tient 180  degrés,  ou  10800  minutes,  ou  648000  secondes; 
enfin  le  quadrant  vaut  90  degrés,  ou  54oo  minutes,  ou  824000 
secondes. 

On  évalue  un  arc  quelconque  en  degrés,  minutes  et  se- 
condes de  la  circonférence.  Ainsi  l'on  dit  :  un  arc  de  36  de- 
grés i5  minutes  21  secondes,  que  l'on  écrit  :  arc  de  36"i5'2i". 

Deux  arcs  AB  et  A'  B'  [fig.  99),  décrits  entre  les  côtés  d'un 
même  angle  XOY,  de  son  sommet  comme  centre,  contiennent 


Fis-  99- 


Fi>j.  100. 


le  même  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes.  En  effet,  le 
rapport  de  l'arc  AB  au  quadrant  AC  est  le  même  que  le  rap- 
port de  l'arc  A' B'  au  quadrant  A'C,  puisque  chacun  de  ses 
rapports  est   égal  à  celui   de    l'angle   XOY    à   l'angle  droit 
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XOZ(136).  Or,  connue  le  quadrant  AC  vaut  90  degrés  do  la 
circonférence  OA,  ei  que  le  quadrant  A' C  vaut  90  degrés  de  la 
circonférence  OA',  les  arcs  AB  et  A'B'  vaudront  le  même 
nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  de  leurs  circonférences 
respective  s. 

D'après  cela,  on  appelle  angle  de  36^  i5'  21''  l'angle  qui  in- 
tercepte entre  ses  côtés,  sur  toute  circonférence  décrite  de 
son  sommet  comme  centre,  un  arc  de  36°i5'2i'\ 

Connaissant  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un 
angle,  on  obtient  son  rapport  à  l'angle  droit  en  prenant  le  rap- 
port de  ce  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  à  90 degrés; 
il  faut  avoir  soin,  bien  entendu,  d'évaluer  les  deux  angles  en 
unités  ':  même  esp.V  s,  soit  en  degrés,  soit  en  minutes,  soit 
en  secondes.  Ainsi,  comme  Sô*^  i5'2i''  valent  i3o52i  secondes, 
et  que  90  degrés  renferment  324000  secondes,  le  rapport  de 
l'angle  de  36°  i5'2i''  à  l'angle  droit  est  exprimé  par  la  fraction 


i3o52i  43507 

ou  ' 


324000  108000  * 

152.  Pour  évaluer  le  nombre  de  degrés  d'un  angle,  ou  pour 
tracer  un  angle  ayant  un  nombre  de  degrés  donné,  on  emploie 
un  instrument  appelé  rapporteur.  C'est  un  demi-cercle  en 
corne  ou  en  cuivre  dont  le  bord  circulaire  ou  limbe  est  divisé 
en  180  parties  égales  ou  degrés;  les  rapporteurs  qui  ont  un 
décimètre  de  rayon  sont  mêmedivisésen  demi-degrés.  Le  centre 
est  marqué  par  un  petit  trou  ou  par  une  petite  échancrure. 

Pour  mesurer  un  angle  DOG  {fig.  100).,  on  place  l'instru- 
ment de  manière  que  son  centre  coïncide  avec  le  sommet  de 
l'angle,  et  que  le  diamètre  AB,  qui  va  de  zéro  à  180  degrés, 
s'applique  sur  l'un  des  côtés  OG.  On  lit  alors  le  nombre  de 
degrés  de  l'angle  au  point  où  le  limbe  est  traversé  par  le  se- 
cond côté  OD. 

Pour  mener  au  point  0  d'une  droite  OG  une  seconde 
droite  OD,  formant  avec  la  première  un  angle  donné,  de 
49  degrés  par  exemple,  on  place  l'instrument  de  manière  que 
son  centre  soit  en  0,  et  que  son  diamètre  AB  coïncideavec  OG; 
puis  on  marque  le  point  C  du  papier  sur  lequel  tombe  la  divi- 
sion 49  du  limbe;  et,  après  avoir  enlevé  le  rapp.orteur,  on  tire 
la  droite  OC. 
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PROBLÈME. 

153.  Connaissant  deux  angles  xet  o  d'un  triangle,  construire 

le  troisième  y. 

Fig.  loi. 


Tracez  une  droite  indéfinie  AB  {Jîg.  ici);  par  l'un  de  ses 
points  0,  menez  une  droite  OC  qui  forme  avec  OA  un  angle  COA 
égal  à  a;  menez  par  le  même  point  0  une  autre  droite  OD  qui 
fasse  avec  OB  un  angle  DOB  égal  à  6.  L'angle  COD  sera  l'angle 
cherché;  car  la  sommedestroisangles  formés  autour  du  point  0 
el  au-dessus  de  AB  équivaut  à  deux  angles  droits  (  20,  75  ). 

SCOLIE. 

^  154.  Nous  allons  apprendre  à  construire  un  triangle,  con- 
naissant :  1°  un  côté  et  deux  angles  ;  2°  deux  côtés  et  l'angle 
compris;  3°  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux;  4"  'es 
trois  côtés.  Dans  ces  quatre  problèmes,  nous  désignerons  les 
trois  côtés  par  a,  b,  c,  et  les  angles  respectivement  opposés 
par  A,  B,  C;  ainsi  l'angle  A  sera  opposé  au  côté  a,  l'angle  B  au 
côté  6,  l'angle  C  au  côté  c. 

PROBLÈME. 
155.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté  a  et  deux 
angles. 

On  peut  donner  les  deux  angles  B  et  C  adjacents  au  côté  a, 
ou  bien  l'angle  opposé  A  et  l'un  des  angles  adjacents;  on  ra- 
mène ce  dernier  cas  au  premier  en  commençant  par  chercher 
le  troisième  angle  (153). 

Supposons  donc  connus  le  côté  a  et  les  deux  angles  adja- 
cents B  et  C. 

Après  avoir  tracé  une  droite  BC  [Jig.  102)  égale  à  a,  menez 
au  point  B  une  droite  BA  formant  avec  BG  et  au-dessus  de  cette 
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ligne  un  angle  ABC  égal  à  l'angle  donné  B;  menez  de  même 
au  point  C  une  droite  CA  formant  avec  CB,  et  au-dessus  de 
cette  ligne,  un  angle  ACB  égal  à  l'angle  donné  C.  Le  point  de 
rencontre  A  de  ces  deux  droites  sera  le  troisième  sommet  du 
triangle  cherché. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  droites BA,  CA,  se  coupent,  c'est-à-dire  (66)  que  la  somme 
des  deux  angles  B  et  C  soit  moindre  que  deux  angles  droits. 


Fig.  102. 


Fig.  io3. 


PROBLEME. 

156.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  a  et  h 
et  l'angle  compris  C. 

Tracez  une  droite  CB(^^.  io3)  égale  à  a;  au  point  C,  menez 
une  droite  CA  formant  avec  la  première  un  angle  ACB  égal  à 
l'angle  donné  C;  puis  prenez  sur  celte  droite,  à  partir  du 
point  C,  une  longueur  CA  égale  à  6;  enfin  tirez  AB,  et  vous 
aurez  le  triangle  cherché. 

PROBLÈME. 

157.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  a  et  h 
et  l'angle  B  opposé  à  l'un  d'eux, 

Fig.  104. 


Tracez  une  droite  BC  [fig.  io4)  égale  à  a,  et  au  point  B 
menez  une  droite  BA  formant  avec  la  première  un  angle  ABC 
égal  à  l'angle  donné  B;  puis,  du  point  C  comme  centre,  avec 
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une  ouverture  de  compas  égale  à  b,  décrivez  un  arc  de  cercle. 
Si  A  est  un  point  d'intersection  du  côté  BA  et  de  cet  arc  de 
cercle,  il  suffira  de  tirer  AC  pour  avoir  un  triangle  ABC  satis- 
faisant aux  conditions  exigées. 

158.  Discutons  maintenant  ce  problème,  c'est-à-dire  cher- 
chons les  conditions  que  doivent  remplir  les  données  pour 
que  le  problème  soit  possible,  et,  dans  ce  cas,  les  diverses 
solutions  qui  peuvent  exister. 

1°  L'angle  B  étant  aigu  [fg.  io4),  pour  que  le  problèm.- 
soit  possible,  il  faut  que  l'arc  de  cercle  rencontre  le  côté  BA, 
c'est-à-dire  que  le  côté  b  soit  au  moins  égal  à  la  perpendicu- 
laire CD  abaissée  du  point  C  sur  BA. 

Si  le  côté  b  est  égal  à  cette  perpendiculaire  CD,  le  cercle 
touche  BA  en  D,  et  il  n'y  a  qu'une  solution  :  c'est  le  triangle 
rectangle  BCD. 

Si  le  côté  b  est  compris  entre  la  longueur  de  la  perpendi- 
culaire CD  et  celle  du  côté  «,  le  cercle  coupe  la  droite  BA 
en  deux  points  A  et  A'  situés  au-dessus  de  B,  et  de  part  et 
d'autre  de  D;  il  y  a  donc  deux  solutions  distinctes  :  ce  sont  les 
triangles  ABC,  A'BC. 

Enfin,  si  le  côté  b  est  plus  grand  que  a,  le  point  A'  passe 
au-dessous  de  B,  et  le  triangle  correspondant  doit  être  rejeté, 
puisque  son  angle  en  B  n'est  plus  l'angle  donné,  mais  son  sup- 
plément; il  n'y  a  donc  qu'une  solution  :  c'est  le  triangle  ABC. 

2°  L angle  B  étant  obtus  {fig.  io5),  la  perpendiculaire  CD 

Fig.  io5. 


-^^ 
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ne  tombe  plus  dans  l'angle  B,  mais  dans  son  supplément  (/i.3); 
et,  pour  que  le  problème  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  que 

6. 
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l'arc  de  cercle  coupe  la  droite  BA  au-dessus  de  B,  il  faut  que 
le  côté  b  soit  plus  grand  que  a  :  ce  que  l'on  pouvait  prévoir, 
car  dans  tout  triangle  au  plus  grand  angle  doit  être  opposé  le 
plus  grand  côté.  D'ailleurs,  lorsque  celte  condition  est  rem- 
plie, les  deux  points  d'intersection  A  et  A'  sont  de  part  et 
d'autre  de  B;  le  triangle  A'BG  doit  être  rejeté,  car  son  angle 
en  B  est  le  supplément  de  l'angle  donné,  et  il  n'y  a  qu'une 
solution  :  c'est  le  triangle  ABC. 

3°  r  angle  B  étant  droit,  le  problème  est  impossible  si  b  est 
inférieur  ou  égala  a;  il  admet  une  solution  unique  si  b  est 
supérieur  à  a. 

PROBLÈME. 

159.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  côtés  a,  b,  c. 

Tracez  [fig-  io6)  une  droite  BC  égale  à  a,  c'est-à-dire  au  plus 
grand  des  côtés  donnés.  Du  point  C  comme  centre,  avec  une 


Fig.  io6. 
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ouverture  de  compas  égale  à  b,  décrivez,  au-dessus  de  BC,  un 
arc  de  cercle;  du  point  B  comme  centre,  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  c,  décrivez  au-dessus  de  BC  un  autre  arc  de 
cercle.  Enjoignant  aux  points  B  et  C  le  point  d'intersection  A 
de  ces  deux  arcs,  vous  aurez  le  triangle  demandé  ABC. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  arcs  de  cercle  se  coupent,  c'est-à-dire  (122)  que  le 
plus  grand  côté  «,  qui  est  la  distance  des  centres,  soit  moin- 
dre que  la  somme  et  plus  grand  que  la  différence  des  deux 
autres  côtés  b  el  c  qui  sont  les  rayons.  Ce  résultat  est  con- 
forme au  scolie  du  n°  30. 
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§  V.  -   TRACÉ   DES  PARALLÈLES  ET  DES 
PERPENDICULAIRES. 

PROBLÈME. 

160.  Par  un  point  donné  A,  pris  hors  d'une  droite  BC,  me- 
ner une  parallèle  à  cette  droite  {Jig.  107  ). 

Fig.  107. 


La  droite  BC  ei  la  parallèle  cherchée  AD  doivent  faire  (65), 
avec  une  sécante  quelconque  AC  issue  du  point  A,  deux  angles 
alternes-internes  DAC,  ACB,  égaux  entre  eux.  De  cette  consi- 
dération et  de  la  solution  du  problème  du  n**  150  résulte  la 
construction  suivante  : 

Du  point  A  comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas 
arbitraire,  mais  assez  grande,  décrivez  un  arc  de  cercle  DC;  du 
point  C,  avec  la  même  ouverture,  décrivez  un  second  arc  de 
cercle  AB,  qui  passera  nécessairement  par  A.  Prenez  avec  le 
compas  la  longueur  de  la  corde  AB,  et  du  point  C  comme  cen- 
tre, avec  cette  ouverture,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
en  D  l'arc  DC.  En  tirant  AD,  vous  aurez  la  parallèle  demandée. 

Il  est  clair,  en  effet,  qu'on  a  construit  de  cette  façon  un 
angle  DAC  égal  à  ACB.  Il  est  inutile  de  tracer  la  droite  AC,  qui 
ne  sert  que  dans  la  démonstration. 

161.  Dans  la  pratique,  on  résout  presque  toujours  ce  pro- 
blème à  l'aide  d'un  instrument  spécial  qui  porte  le  nom 
d'équerre.  C'est  une  planchette  en  bois  ayant  la  forme  d'un 
triangle  rectangle;  elle  est  munie  d'une  petite  ouverture  cir- 
culaire ou  œil,  qui  la  rend  plus  facile  à  manier.  Une  bonne 
équerre  doit  avoir  ses  arêtes  parfaitement  rectilignes  et  une 
épaisseur  de  2  millimètres  au  plus. 

Pour  vérifier  une  équerre  BAC  {Jîg.  108),  on  applique  l'un 
des  côtés  de  l'angle  droit  AB  contre  une  règle  bien  exacte,  et 
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l'on  trace  une  droite  au  crayon  le  long  du  côté  AC.  Cela  fait, 
on  retourne  l'équerre,  comme  l'indique  la  figure,  et  l'on  trace 
une  nouvelle  droite  le  long  de  AC;  selon  que  les  deux  droites 


Fig.  io8. 


Fi{j.  109. 


ainsi  obtenues  coïncident  ou  divergent,  l'angle  BAC  de  l'é- 
querre est  droit  ou  non,  en  d'autres  termes  l'équerre  est  juste 
ou  fausse. 

Pour  mener  {Jig.  109)  à  l'aide  de  l'équerre,  par  un  point  C, 
une  parallèle  à  une  droite  AB,  on  place  sur  la  droite  AB  l'hy- 
poténuse de  l'équerre;  puis  on  appuie  la  règle  GH  contre  le 
petit  côté  DF  de  l'angle  droit,  et,  en  maintenant  la  règle  immo- 
bile, on  fait  glisser  l'équerre  jusqu'à  ce  que  l'arête,  qui  coïn- 
cidail  d'abord  avec  AB,  vienne  passer  par  le  point  C;  on  trace 
alors  le  long  de  cette  arête  une  droite  E'D'  qui  est  la  parallèle 
demandée.  En  effet,  les  angles  correspondants  E'D'F',  EDF, 
étant  égaux,  les  droites  E'D',  ED,  sont  parallèles. 

Cette  méthode  ne  suppose  pas  que  l'équerre  ait  l'un  de  ses 
angles  droits.  Il  suffit  que  les  arêtes  soient  bien  dressées;  cet 
avantage  et  la  simplicité  de  l'opération  expliquent  la  supério- 
rité de  ce  procédé. 

PROBLÈME. 

162.  Mener  une  perpendiculaire  sur  une  droite  en  son  mi^ 
lieu. 

Soient  (fg.  110)  A  et  B  deux  points  donnés;  il  s'agit  de 
mener  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points. 

La  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une  droite  étant  le  lieu 
des  points  équidisianis  des  extrémités  de  cette  droite  (48),  il 
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suffit  d'obtenir  deux  points  qui  soient  chacun  également  dis- 
tants de  A  et  de  B,  puis  de  joindre  ces  deux  points.  De  là  cette 
construction. 

Fig.  110.  Fig.  III. 

c 


vC^ 


\/ 


^ 


Du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  sensiblement  plus 
grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  une  circonférence;  du 
point  B  comme  centre,  avec  la  même  ouverture,  décrivez  une 
seconde  circonférence;  ces  deux  circonférences  se  couperont, 
puisque,  les  deux  rayons  étant  égaux  et  surpassant  la  moitié 
de  xVB,  la  distance  AB  des  centres  sera  comprise  entre  la 
somme  et  la  différence  des  rayons.  Chacun  des  deux  points 
d'intersection  C  et  D  sera  équidistant  de  A  et  de  B;  et,  en  tirant 
CD,  vous  aurez  la  perpendiculaire  demandée. 

Dans  la  pratique,  on  ne  décrit  pas  les  cercles  complets;  on 
se  borne  à  tracer  deux  petits  arcs  de  chacun  d'eux,  de  part  et 
d'autre  de  AB,  dans  la  région  où  l'on  prévoit  que  l'intersection 
doit  avoir  lieu  [fig.  m).  Ce  procédé  ne  suppose  pas  que  la 
droite  AB  soit  tracée. 

Ce  problème  renferme  les  deux  suivants  : 
1°  Diviser  une  droite  en  deux  parties  égales; 
2°  Décrire  un  cercle  sur  une  droite  donnée  pour  diamètre. 
Celte  dernière  question  se  réduit  en  effet  à  la  recherche  du 
milieu  de  la  droite,  qui  est  le  centre  du  cercle  à  décrire. 

PROBLÈME. 
163.  Diviser  un  arc  de  cercle  ou  un  angle  en  deux  parties 
égales  [fig.  112). 

1°  Soit  AB  l'arc  proposé;  on  sait  que  la  perpendiculaire 
menée  sur  le  milieu  de  la  corde  divise  l'arc  en  deux  parties 
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égales  (  103  )  ;  on  appliquera  donc  la  construction  du  n°  162.  Si 
le  centre  0  de  l'arc  est  donné,  il  suffira  de  déterminer  un  seul 
point  équidistant  de  A  et  de  B,  et  de  mener  OE. 

2°  Soit  AOB  l'angle  proposé.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  un  rayon  arbitraire,  on  décrira  un  arc  AB  entre  les  côtés 
de  l'angle,  et  la  droite  OE  qui  divisera  cet  arc  en  deux  parties 
égales  sera  évidemment  la  bissectrice  de  l'angle  AOB. 

En  appliquant  ce  procédé  aux  deux  moitiés,  aux  quatre 
quarts,  etc.,  de  l'arc,  on  divisera  l'arc  et  l'angle  en  4>  8,  etc., 
parties  égales. 

Fig.  1 13. 
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164.  Il  peut  arriver  que  le  sommet  de  l'angle  sorte  de  la 
feuille  de  dessin;  en  d'autres  termes,  on  a  besoin  parfois  de 
trouver  la  bissectrice  de  V  angle  formé  par  deux  droites  kïi  et  CD 
qu'on  ne  peut  pas  prolonger  jusqu'à  leur  point  d'intersection. 

On  mène  [fg.iiZ)  une  perpendiculaire  quelconque  EP 
sur  AB  et  une  perpendiculaire  quelconque  FQ  sur  CD.  Sur  ces 
perpendiculaires,  on  prend  deux  longueurs  égales  HF  et  GE; 
puis,  par  H,  on  mène  une  parallèle  à  CD,  et,  par  G,  une  paral- 
lèle à  AB;  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  lignes  est  un 
point  de  la  bissectrice  cherchée.  En  elFet,  ce  point  M  est  (53) 
à  des  dislances  égales  GE  et  HF  des  deux  droites  proposées. 
En  prenant  deux  autres  longueurs  égales  sur  EP  et  FQ,  on 
obtiendrait  un  second  point  M'  de  la  bissectrice,  et  il  ne  res- 
terait plus  qu'à  tirer  MM'. 

PROBLÈME. 

165.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  trois  points 
donnés  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne  droite  (fg.  77,  page  56), 

Le  centre  0  devant  se  trouver  (103)  à  l'intersection  des  per- 
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pendiculaires  élevées,  l'une  sur  le  milieu  de  AB,  l'autre  sur  le 
milieu  de  BC,  il  suffira,  pour  avoir  ce  centre,  de  répéter  deux 
fois  la  construction  du  n°  162.  11  est  même  inutile  de  tracer 
les  droites  AB  et  BC.  Le  centre  0  étant  connu,  on  décrira  la 
circonférence  demandée  à  l'aide  d'une  ouverture  de  compas 
égale  à  l'une  des  trois  droites  égales  OA,  OB,  OC. 

Pour  trouver  le  centre  d'une  circonférence  déjà  tracée,  on 
prend  à  volonté  trois  points  A,  B,  C,  sur  cette  circonférence, 
et  l'on  applique  la  solution  qui  précède. 

d6G.  Dans  la  pratique,  la  circonférence  qui  doit  passer  par  les  trois 
points  donnés  A,  B,  C,  a  parfois  un  rayon  trop  grand  pour  qu'on  puisse 
la  tracer  avec  un  compas  ordinaire  et  même  avec  un  compas  à  verge.  On 
obtient  alors  cette  circonférence  par  points.  Voici  le  procédé  le  plus  usité 
[fg-  114). 

Des  points  A  et  C  comme  centres,  avec  le  môme  rayon,  on  décrit  deux 
circonférences  sur  lesquelles  on  porte,  à  partir  des  points  P  et  Q,  des 


divisions  égales Prt,  ab^  hc^...^  ?a\  a'b\  b'c',...;  Qa,  aS,  67,...,  Qa', 
a'P',  p'Y, On  mène  deux  rayons  correspondants  Aa,  Ca,  l'un  au- 
dessus  de  AB,  l'autre  au-dessous  de  CB,  et  leur  intersection  M  est  un  point 
du  cercle  cherché.  En  effet,  les  deux  triangles  AMI,  BIC,  ont  deux  angles 
égaux,  savoir  :  les  angles  en  I  comme  opposés  par  le  sommet,  et  l'ungle 
ilAI  égal  à  BCI  comme  interceptant  des  arcs  égaux  sur  des  circonférences 
égales;  donc  l'angle  AMC  est  égal  à  l'angle  ABC,  et  par  suite  (143)  le 
point  M  est  sur  la  circonférence  déterminée  par  les  trois  points  A,  B,  C. 
De  même,  en  menant  deux  rayons  tels  que  A^'  et  Cf',  le  premier  au- 
dessous  de  AB,  et  l'autre  au-dessus  de  CB,  on  obtient  encore  un  point  N 
de  la  circonférence,  car  l'angle  BAN  étant  égal  au  supplément  BG^'  de 
l'angle  BCN,  le  quadrilatère  ABCN  est  inscriptible  (lU). 


9«> 
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PROBLÈME. 
167.  Mener  par  un  point  donné  C  une  perpendiculaire  sur 
une  droite  donnée  AB. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  Le  point  donné  C  est  sur  la  droite  AB  [Jig,  1 15).  En  pre- 
nant de  part  et  d'autre  de  C  deux  longueurs  égales  CA  et  CB 
sur  la  droite  donnée,  le  problème  est  ramené  à  celui  du 
n°  162.  Seulement,  ici,  la  droite  AB  est  tracée,  et  l'on  connaît 
son  milieu,  de  sorte  qu'il  suffît  de  trouver  un  seul  point  D  de 
la  perpendiculaire.  De  là  cette  construction  : 

Avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire,  mais  assez  grande, 
prenez  sur  la  droite  donnée,  et  à  partir  du  point  C,  deux  dis- 
lances égales  CA  et  CB.  Ouvrez  davantage  le  compas,  et  des 
points  A  et  B  comme  centres  décrivez  successivement,  avec 
cette  nouvelle  ouverture,  deux  petits  arcs  de  cercle  au-dessus 
de  AB.  En  joignant  au  point  C  le  point  D  d'intersection  de  ces 
arcs,  vous  aurez  la  perpendiculaire  cherchée. 


Fig.  ii5. 
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2°  Le  point  C  est  hors  de  la  droite  AB  [fig.  ii6).  En  tra- 
çant, du  point  C  comme  centre,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la 
droite  AB  en  deux  points  A  et  B,  on  est  ramené  au  problème 
du  n°162,  avec  cette  différence  qu'on  connaît  déjà  un  point  C 
de  la  perpendiculaire  et  qu'il  suffît  d'en  trouver  un  second. 
Delà  la  construction  suivante  : 

Du  pointe  comme  centre,  avec  un  rayon  assez  grand,  décri- 
vez un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  droite  donnée  en  deux 
points  A  et  B.  De  ces  points  comme  centres,  avec  une  ouver- 
ture de  compas  sensiblement  plus  grande  que  la  moitié  de  AB, 
décrivez  successivement  deux  petits  arcs  de  cercle  au-dessous 
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de  AB.  En  joignant  au  point  C  le  point  E  où  ces  arcs  se  cou- 
pent, vous  aurez  la  perpendiculaire  demandée. 

168.  En  bonne  construction  on  ne  doit  jamais  se  servir  di- 
rectement de  réquerre  pour  le  dessin  des  perpendiculaires. 
Toutefois,  il  est  un  cas  très-fréquent  dans  la  pratique  où  l'em- 
ploi, en  quelque  sorte  indirect^  de  cet  instrument  fournit 
d'excellents  résultats  :  c'est  celui  où  l'on  doit  mener  sur  une 
droite  des  perpendiculaires  par  plusieurs  points.  On  commence 
par  tracer  avec  soin  l'une  de  ces  perpendiculaires  à  l'aide  du 
compas,  puis  on  lui  mène  à  l'équerre  des  parallèles  par  les 
autres  points.  On  opère  de  même  lorsqu'on  veut  élever  une 
perpendiculaire  à  V extrémité  d'une  droite  qu'on  ne  peut  pas 
prolonger;  oniraceh  l'équerre,  par  ce  point  extrême,  une  paral- 
lèle à  une  perpendiculaire  que  l'on  a  préalablement  menée  sur 
cette  droite  en  un  autre  point  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas. 


§  VI.  -  PROBLÈMES  SUR  LES  TANGENTES. 

PROBLÈME. 
169.  Mener  par  un  point  donné  A  une  tangente  à  un  cercle 
donné  0. 

Il  faut  distinguer  deux  cas  : 

1°  Le  point  k{Jig.  117)  est  sur  la  circonférence.  Il  suffit 


Fig.   117. 


Fig.  n8. 


alors  (107)  d'élever  par  le  point  A  une  perpendiculaire  AT 
sur  le  rayon  OA. 

2°  Le  point  A  est  hors  du  cercle  [fig-  118).  Supposons  le 
problème  résolu;  soient  AB  une  tangente  menée  par  A  au 
cercle  0,  et  B  son  point  de  contact.  La  tangente  étant  per- 
pendiculaire à  l'extrémité  du  rayon,  du  point  de  contact  B  on 
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voit  la  droite  AO  sous  un  angle  droit  OBA.  Donc  (143)  le 
point  B  est  situé  sur  la  circonférence  décrite  sur  AO  comme 
diamètre;  ce  point  étant  d'ailleurs  sur  la  circonférence  don- 
née 0,  il  est  à  l'intersection  de  ces  deux  circonférences,  et 
l'on  voit  dès  lors  qu'il  y  a  deux  solutions. 

Ainsi  on  décrira  sur  AO  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence, et,  en  joignant  au  point  A  les  points  B  et  B'  où  cette 
circonférence  rencontre  la  proposée,  on  aura  les  deux  tan- 
gentes BA  et  B'A. 

Corollaire. 

170.  Les  deux  tangentes  AB  et  AB'  que  Von  peut  mener  à 
un  cercle  0  par  un  point  extérieur  A  sont  égales  entre  elles, 
et  la  droite  qui  joint  ce  point  extérieur  au  centre  du  cercle 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  BAB'  des  deux  tangentes, 
ainsi  que  l'angle  BOB'  des  deux  rayons  OB  et  OB'  qui  abou- 
tissent aux  points  de  contact. 

En  effet,  les  deux  triangles  rectangles  OBA,  OB' A  sont 
égaux  comme  ayant  l'hypoténuse  AO  commune  et  les  côtés 
de  l'angle  droit  OB  et  OB'  égaux  entre  eux  comme  rayons  du 
cercle  donné.  On  a  donc 

AB  =  AB',  angle  BAO  =  angle  B'AO,  angle  BOA  =  angle  B'  0  A. 

SCOLIE. 

171.  Pour  mener  à  un  cercle  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée,  on  mène  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée,  et  les  extrémités  de  ce  diamètre  sont  les  points  de 
contact  des  deux  tangentes  qui  satisfont  à  la  question. 

PROBLÈME. 

172.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ABC. 

On  dit  qu'un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle  lorsque 
chacun  de  ses  côtés  est  tangent  à  la  circonférence;  le  cercle 
est  alors  inscrit  dans  le  polygone. 

Cela  posé,  soit  ABC  (fig-  119)  le  triangle  proposé  dans  le- 
quel il  faut  inscrire  un  cercle.  Supposons  le  problème  résolu. 
La  droite  AO,  qui  joint  le  centre  du  cercle  cherché  au  point  de 
rencontre  A  des  deux  tangentes  AD  et  AE,  est,  d'après  le  pro- 
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blême  précédent,  la  bissectrice  de  l'angle  A  du  triangle.  On 
voit  de  même  que  le  point  0  doit  encore  se  trouver  sur  les 
bissectrices  BO,  CO,  des  angles  B  et  C.  D'après  cela,  on  mènera 
deux  de  ces  bissectrices,  et  de  leur  intersection  0  comme 

Fig.  119. 


centre,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  longueur 
commune  des  perpendiculaires  OD,  OE,  OF,  abaissées  de  ce 
point  sur  les  côtés,  on  décrira  une  circonférence  qui  touchera 
en  D,  E,  F,  les  côtés  du  triangle  donné. 

SCOLIE. 

173.  Il  résulte  de  cette  démonstration  que  les  bissectrices 
des  trois  angles  d'un  triangle  concourent  en  un  même  point. 
On  voit  d'une  manière  analogue  que  les  bissectrices  des  angles 
extérieurs  d'un  triangle  ABC  {fig.  120)  forment  un  second 

Fig.  i-io. 
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triangle  O'O'^O"'  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  bissec- 
trices des  angles  intérieurs.  Chacun  de  ces  sommets  est  le 
centre  d'un  cercle  exinscrit,  c'est-à-dire  d'un  cercle  tangent 
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à  l'un  des  côtés  du  triangle  et  aux  prolongements  des  deux 
autres  côtés.  Il  existe  donc,  en  général,  quatre  circonférences 
tangentes  à  trois  droites  données. 

Si  Ton  désigne  par  «,  h,  c,  les  côtés  BC,  CA,  AB,  du  trian- 
gle ABC,  et  par  p  le  demi-périmètre  de  ce  triangle,  on  aura, 
pour  les  distances  du  sommet  A  aux  points  où  la  droite  AB 
louche  les  quatre  cercles  : 

AM  "  p^     AD  zz~  p  —  a,     AI  =  /?  —  b,     AK  =  p  ~  c. 

En  effet,  l'égalité 

2/7  r=:  AB  +  BH  -}-  HC  4-  CA  ==  AB  +  BM  +  CN  -i-  CA 

=  AM  +  AN  =  2AM 

donne  d'abord 

AM=^p. 

On  obtiendrait  de  même 

BK  =  p, 

de  sorte  que 

AK-BK—AB=p~c. 

On  verrait  de  la  même  manière  que 

AL  =  Al=zp-b. 

Enfin  on  a 

2  AD  =  AD  -f  AE  r=  AB  -  BD  -i  AC  -  CE 

z^  AB  -  BF  -^-  AC  —  CF  =  AB  -i-  AC  —  BC 

z:r^{2p~~a)  —  a=2.p-~  2  fl, 

c'est-à-dire 

AD  =  p  —  a, 

PROBLÈME. 

174.  Décrire  sur  une  droite  donnée  AB  un  segment  capable 
d'un  angle  donné. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AFB  {Jig.  121)  le 
segment  cherché  :  la  tangente  BC  au  point  B  de  ce  segment 
fait  avec  la  corde  AB  un  angle  ABC  qui,  comme  tout  angle  AFB 
inscrit  dans  le  segment,  a  (139)  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
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situé  au-dessous  de  AB;  cet  angle  est  donc  égal  à  l'angle 
donné.  On  peut  par  suite  mener  cette  tangente  BC  indépen- 
damment du  cercle  inconnu,  en  construisant  au  point  B,  au- 
dessous  de  AB,  un  angle  ABC  égal  à  l'angle  donné.  Le  centre 


du  cercle  cherché  sera  alors  à  l'intersection  de  la  perpen- 
diculaire OE,  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde  AB,  et  de  la  per- 
pendiculaire BO  élevée  en  B  sur  la  tangente  BC;  et  l'on  décrira 
ce  cercle  en  plaçant  l'une  des  pointes  du  compas  en  0  et  en 
donnant  aux  branches  une  ouverture  égale  à  OB. 

PROBLÈME. 
175.  Mener  une  tangente  commune  h  deux  cercles  0  et  0'. 

Supposons  le  problème  résolu. 

1°  Soit  AA'  une  tangente  commune  extérieure,  c'est-à-dire  qui  laisse 
les  deux  cercles  d'un  même  côté  [fg.  \ii).  Si,  par  le  centre  0'  de  Tun 
des  cercles,  on  imagine  une  parallèle  O'B  à  AA',  cette  parallèle  sera, 
comme  AA',  perpendiculaire  sur  le  rayon  OA.  Elle  sera  donc  tangente 
en  B  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OB  pour  rayon  ;  or, 
la  figure  ABO'A'  étant  un  rectangle,  on  a 

AB  ^  A'O',    et,  par  suite,    OB  =  OA  -  AB  =  OA  -  O'A'. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  :  décrivez  une  circonfé- 
rence du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  différence  des 
rayons  des  cercles  donnés,  et  par  le  point  0'  menez  une  tangente  à  cette 
circonférence  auxiliaire;  B  étant  le  point  de  contact  obtenu,  tirez  OBA, 
menez  O'A'  parallèle  à  OA;  en  joignant  les  points  A  et  A',  vous  aurez  la 
tangente  cherchée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  0'  no 
soit  pas  à  l'intérieur  du  cercle  auxiliaire. 

On  doit  donc  avoir 

OO'^OB,    cest-à-dire    OO'^OA-0'A'; 
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ce  qui  revient  à  dire  (122)  que  les  deux  cercles  proposés  0  et  0  ne  doi- 
vent pas  être  intérieurs  l'un  à  l'autre. 


Fig.    122. 


Si  les  deux  cercles  0  et  0'  sont  extérieurs,  tangents  extérieurement  ou 
sécants,  on  a  00' >  OA  —  O'A';  le  point  0  est  extérieur  au  cercle  auxi- 
liaire, et  l'on  peut  par  ce  point  mener  deux  tangentes  à  ce  cercle;  donc 
les  deux  cercles  donnés  ont,  dans  chacun  de  ces  cas,  deux  tangentes  com- 
munes extérieures. 

Si  les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  on  a  00'  =  OA  —  O'A'  ; 
le  point  0'  est  sur  la  circonférence  auxiliaire;  on  ne  peut  donc  mener  par 
ce  point  qu'une  tangente  à  ce  cercle,  et  par  suite  les  deux  cercles  0  et  0' 
ont  une  seule  tangente  commune  extérieure. 

2°  Soit  EE'  une  tangente  commune  intérieure,  c'est-à-dire  qui  laisse 
les  deux  cercles  0  et  0'  de  côtés  différents  [fig.  i23).  En  imaginant 
comme  ci-dessus  une  parallèle  O'F  à  EE',  on  verra  que  cette  parallèle  est 
tangente  à  un  cercle  concentrique  au  cercle  0  et  décrit  avec  un  rayon  OF 
égal  à  la  somme  OE  -h  O'E'  des  rayons  des  cercles  donnés;  d'où  l'on  dé- 
duira la  construction  suivante  :  Décrivez  du  centre  0  de  l'un  des  cercles 
une  circonférence,  avec  un  rayon  égal  à  la  somme  des  rayons  des  cercles 
proposés,  et  du  point  0'  menez  une  tangente  à  ce  cercle  auxiliaire;  F  étant 
le  point  de  contact,  tirez  OEF,  menez  O'E'  parallèle  à  OF,  et  enjoignant 
les  points  E  et  E',  vous  aurez  la  tangente  demandée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  0'  ne 
soit  pas  à  l'intérieur  du  cercle  auxiliaire  ;  on  doit  donc  avoir 

00'>0F    ou    00'^  OE -H  O'E', 

ce  qui  revient  à  dire  (122)  que  les  deux  cercles  proposés  0  et  0'  doivent 
être  extérieurs  l'un  à  l'autre  ou  tangents  extérieurement. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  00' >  OE  -t-  O'E';  le  point  0'  est  extérieur 
au  cercle  auxiliaire  ;  on  peut  donc  mener  par  ce  point  deux  tangentes  à 
ce  cercle,  et  les  deux  cercles  0  et  0'  ont  deux  tangentes  communes  inté- 
rieures. Dans,  le  second  cas,  on  a  00'  =  OE  -t-  O'E';  le  point  0'  est  sur 
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la  circonférence  auxiliaire;  on  ne  peut  donc  mener  par  ce  point  qu'une 
tangente  à  ce  cercle,  et  par  suite  les  cercles  proposés  0  et  0'  ont  une 
seule  tangente  commune  intérieure. 

i76.  En  résumé  : 

Deux  cercles  extérieurs  (  /Ai,'.  1^4)  ont  (imitre  tangentes  communes, 
deux  extérieures,  deux  intérieures. 

Fig.  13',. 


Deux  cercles  tangents  extérieurement  [fi^.  i25)  ont  trois  tangentes 
communes,  deux  extérieures,  une  intérieure. 


Fig.  120. 


Fig.   126. 


Deux  cercles  sécants  [fig.  126)  ont  deux  tangentes  communes  qui  sont 
extérieures. 

Deux  cercles  tangents  intérieurement  [fig.  127)  ont  une  seule  tangente 
commune,  qui  est  extérieure. 

Fig.  127. 


Deux  cercles  intérieurs  l'un  à  l'autre  n'ont  point  de  tangente  commune. 

On  voit  aisément  que  les  tangentes,  soit  intérieures  y  soit  extérieures, 
se  coupent  sur  la  ligne  des  centres,  qui  est  la  bissectrice  commune  de 
leurs  angles,  et  quelles  sont  égales  entre  elles  (170). 
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§  VII.  -  APPENDICE. 

177.  La  rédaction  des  trois  paragraphes  précédents  offre  des  diffé- 
rences essentielles. 

Les  problèmes  résolus  dans  le  §  IV  sont  très-simples;  leur  solution,  en 
quelque  sorte  intuitive,  n'est  au  fond  que  la  mise  en  œuvre  d'un  théo- 
rème connu.  Aussi  nous  sommes-nous  bornés  à  énoncer  d'abord  la  solu- 
tion et  à  la  démontrer  ensuite  brièvement,  sans  expliquer  comment  on  y 
était  conduit. 

Dans  le  §  VI,  au  contraire,  les  problèmes  sont  plus  compliqués;  pour 
apercevoir  la  solution,  l'esprit  doit  faire  quelques  efforts  auxquels  nous 
avons  voulu  initier  le  lecteur.  A  cet  effet,  nous  avons  supposé  le  pro- 
blème résolu,  la  figure  construite,  et  nous  avons  montré  comment,  en 
examinant  avec  attention  sur  cette  figure  la  manière  dont  les  inconnues 
se  rattachaient  aux  données,  on  parvenait  à  découvrir  la  construction 
demandée. 

La  première  marche  constitue  la  synthèse,  qui  prouve  les  vérités  con- 
nues ;  la  seconde  est  V analyse,  qui  trouve  les  vérités  inconnues.  L'analyse 
est  la  méthode  d'invention  ;  c'est  par  elle  seule  que  l'on  découvre.  La 
synthèse  n'est  en  réalité  qu'une  méthode  d'exposition;  plus  rapide  qu'in- 
structive, elle  ne  doit  être  exclusivement  employée  que  dans  les  cas 
simples  où  la  solution  est  évidente.  En  thèse  générale,  dans  toute  bonne 
exposition,  il  convient  de  commencer  par  une  analyse  succincte  et  de  ne 
laisser  à  la  synthèse  que  le  soin  d'éclaircir  les  détails;  les  deux  méthodes 
se  prêtent  alors  un  mutuel  secours,  l'une  guidant  la  marche,  l'autre  l'as- 
surant. C'est  ainsi  que  nous  avons  procédé  au  §  V. 

178.  Il  est  impossible  d'indiquer  une  méthode  générale  et  certaine 
pour  ré'soudre  tous  les  problèmes  de  Géométrie.  La  nature  des  questions 
qu'on  peut  poser  est  trop  variable  pour  que  la  solution  puisse  être  obtenue 
à  coup  sûr  en  suivant  une  marche  unique.  Il  existe  toutefois  quelques 
procédés  particuliers  qui  s'appliquent  plus  directement  à  certaines  classes 
de  questions.  Nous  allons  indiquer  sommairement  ici  ceux  qui  se  rap- 
portent aux  deux  premiers  Livres. 

179.  Et  d'abord,  sauf  pour  un  petit  nombre  de  questions  très-simples 
qui  se  résolvent  immédiatement,  on  procède  toujours  par  substitutions 
successives.  On  ramène  le  problème  proposé  à  un  autre,  qui  se  ramène  à 
son  tour  à  un  troisième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
problème  connu  ou  dont  la  solution  soit  immédiate. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  le  problème  de  mener  par  un  point  une 
parallèle  à  une  droite  se  ramène  à  la  construction  d'un  angle  égal  à  un 
angle  donné;  que  toutes  les  questions  relatives  aux  perpendiculaires  se 
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ramènent  à  la  première  d'entre  elles,  mener  une  perpendiculaire  sur  le 
milieu  (Vune  droite  ;  que  le  problème  de  la  tangente  commune  à  deux 
cercles  se  ramène  à  la  construction  d'une  tangente  par  un  point  exté- 
rieur, etc. 

Voici  un  nouvel  exemple  un  peu  moins  simple  : 

Construire,  de  tous  les  triangles  équilatéraux  dont  les  côtés  passent  par 
trois  points  donnés  A,  B,  C,  celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre. 

Le  sommet  M  du  triangle  cherché  MNP  [fg.  128)  doit  se  trouver  sur 
le  segment  capable  de  60  degrés  décrit  sur  AB.  De  même,  le  segment 
capable  de  Go  degrés  décrit  sur  AC  doit  renfermer  le  sommet  N.  On  ob- 
tiendra donc  un  triangle  équilatéral  circonscrit  au  triangle  ABC,  en  dé- 
crivant sur  AB  et  sur  AC  deux  segments  de  60  degrés,  menant  à  volonté 
par  le  point  A  une  sécante  MAN,  et  tirant  MB,  NC,  qui,  par  leur  rencontre, 
donneront  le  troisième  sommet  P;  il  restera  alors  à  choisir  parmi  tous 
les  triangles  qu'on  obtient  ainsi  celui  dont  le  côté  MAN  est  maximum. 


Fiç.  128. 


Fiç.   129. 


Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant .  Mener,  par  un  point  A  commun 
à  deux  circonférences  C  et  D,  la  sécante  maximum  {fig.  129).  Or,  MAN 
étant  une  sécante  quelconque,  si  Ton  abaisse  des  centres  C  et  D  des  per- 
pendiculaires CP,  DR,  sur  cette  sécante,  la  droite  PR  sera  la  moitié  de  la 
sécante,  et  il  suffira  de  chercher  le  maximum  de  PR  ou  de  la  parallèle  DL 
qui  lui  est  égale.  Or,  le  triangle  rectangle  DLC  donne  DL  <  CD.  CD  est 
donc  le  maximum  de  PR,  et  ce  maximum  a  lieu  lorsque  la  sécante  MAN 
est  parallèle  à  la  ligne  des  centres  C  et  D  des  deux  circonférences. 

Parfois  le  problème  auquel  on  ramène  la  question  proposée  est  plus 
général  que  celle-ci.  11  faut  alors  ne  prendre  parmi  les  solutions  du  second 
problème  que  celles  qui  conviennent  à  la  question  primitive,  et  écarter 
les  solutions  étrangères.  Ainsi,  au  n°  137,  nous  avons  ramené  le  problème 
proposé  à  trouver  sur  la  droite  BA  un  point  A  dont  la  distance  au  point  C 
soit  égale  à  b.  Mais,  pour  répondre  au  problème  considéré,  la  droite 
AC  =  6  doit,  en  outre,  être  placée  dans  l'angle  donné  B.  C'est  pourquoi, 
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dans  la  discussion  (158),  nous  avons  rejeté  les  droites  comprises  dans 
l'angle  adjacent  et  supplémentaire  de  l'angle  B. 

La  méthode  de  substitutions  successives  n'est  pas  seulement  un  procédé 
géométrique,  c'est  la  marche  que  suit  naturellement  l'esprit  pour  établir 
une  proposition  quelconque  dont  l'évidence  n'est  pas  immédiate.  C'est  ce 
qui  explique  l'intervention  de  cette  méthode  dans  la  démonstration  de  la 
plupart  des  théorèmes  de  Géométrie.  Pour  prouver  la  vérité  d'une  pro- 
position A,  on  la  ramène  à  une  proposition  B,  qu'on  ramène  à  son  tour 
à  une  troisième  proposition  C,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  par- 
vienne à  une  dernière  proposition  M  évidente  par  elle-même  ou  démontrée 
antérieurement.  Mais,  pour  l'exactitude  du  raisonnement,  il  est  indispen- 
sable qu'il  y  ait  réciprocité  entre  deux  propositions  consécutives  quel- 
conques de  la  série  A,  B,  C, . . . ,  M;  en  d'autres  termes,  chacune  des  deux 
propositions  consécutives  considérées  doit  entraîner  l'autre,  sans  quoi  la 
vérité  de  la  proposition  finale  M  n'entraînerait  pas  celle  de  la  première 
proposition  A. 

Dès  qu'on  est  arrivé  à  construire  la  chaîne  des  propositions  A,  B,  G, . . . , 
M,  on  peut  exposer  la  démonstration  de  deux  manières  :  soit  en  suivant 
l'ordre  même  A,  B,  G,. . .,  M,  de  l'invention,  soit  en  partant  au  contraire 
de  la  proposition  M  et  en  remontant  la  série  dans  l'ordre  inverse  M,. . . , 
G,  B,  A.  Dans  le  premier  cas,  on  fait  V analyse  du  théorème;  dans  le  se- 
cond cas,  un  en  présente  la  synthèse. 

180.  Un  procédé  qui  mérite  une  mention  spéciale  consiste  à  replier  la 
figure  ou  certaines  parties  de  la  figure  autour  d'une  droite  convenable- 
ment choisie,  qui  prend  le  nom  ^axe.  Sur  la  figure  ainsi  doublée,  on 
découvre  souvent  d'un  coup  d'oeil,  entre  certaines  lignes,  des  relations 
qui  sans  cela  seraient  restées  inaperçues.  La  théorie  des  perpendiculaires 
et  des  obliques  offre  un  exemple  frappant  de  cette  manière  d'opérer. 

Quand  on  replie  une  figure  autour  d'un  certain  axe  XY,  un  point  quel- 
conque M  de  cette  figure  vient  en  un  point  M'  que  l'on  peut  obtenir  en 
abaissant  de  M  une  perpendiculaire  sur  XY,  et  en  la  prolongeant  d'une 
quantité  égale  à  elle-même.  Un  pareil  point  M'  est  dit  le  symétrique  de  M 
par  rapport  à  XY,  et  le  procédé  dont  nous  parlons  prend  souvent  le  nom 
de  méthode  par  symétrie. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  de  cette  méthode  : 

1°  Etant  donnés  deux  points  Xet  B  et  une  droite  XY,  trouver  sur  cette 
droite  un  point  M,  tel  que  la  somme  AM  -+-  BM  soit  un  minimum. 

Si  les  deux  points  donnés  sont,  comme  A  et  B'  {Jig.  i3o),  situés  de 
part  et  d'autre  de  XY,  la  droite  AB'  résout  la  question;  elle  coupe  XY  au 
point  cherché  M. 

Si  les  deux  points  A  et  B  sont  d'un  môme  côté  de  XY  [Jig.  i3o),  on 
observe  que  tout  point  M'  de  XY  est  également  distant  du  point  B  et  de 
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son  symétrique  B'  par  rapport  à  XY  (48)  ;  le  chemin  AM'B'  est  donc  égal 
à  AM'B,  et  il  suffit  de  chercher  le  minimum  de  AM'B'.  A  et  B'  étant  de 
part  et  d'autre  de  XY,  on  n'a  qu'à  tirer  la  droite  AB'  qui  rencontre  XY 
au  point  cherché  M.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  parties  AM  et 


Fig.  i3o. 


Fig.  i3i. 


MB  du  chemin  minimum  sont  également  inclinées  sur  XY.  En  effet,  dans  le 
rabattement  de  la  figure  autour  de  XY,  le  point  M  restant  fixe,  et  B  venant 
sur  son  symétrique  B',  l'angle  BMY  recouvre  l'angle  B'MY;  et  comme  ce 
dernier  est  opposé  par  le  sommet  à  AMX,  on  voit  que  les  angles  AMX, 
BMY,  sont  égaux. 

1°  Étant  donnés  deux  points  k  et  ^  et  une  droite  XY,  trouver  sur  cette 
droite  un  point  M,  tel  que  BM  —  AM  soit  un  maximum. 

Si  les  deux  points  donnés  sont,  comme  A  et  B'  [fig.  i3i),  situés  d'un 
même  côté  de  XY,  la  droite  AB'  résout  la  question;  elle  coupe  XY  au 
point  cherché  M.  En  effet,  M' étant  un  point  quelconque  de  XY,  on  a  dans 
le  triangle  B'M'A 

AB'    ou    B'M-AM>B'M'- AM'. 

Si  les  deux  points  A  et  B  sont  de  part  et  d'autre  de  XY  [fig.  i3i),  on 
voit  en  substituant,  comme  précédemment,  au  point  B  son  symétrique  B' 
par  rapport  à  XY,  qu'il  suffit  de  tirer  AB',  qui  coupe  XY  au  point  cher- 
ché M. 

181.  Parmi  les  divers  procédés  de  démonstration,  on  ne  peut  passer 
sous  silence  la  méthode  de  réduction  à  Vahsurde,  qui  consiste  à  montrer 
que  la  non-existence  de  la  proposition  qu'on  veut  établir  conduit  à  une 
absurdité  manifeste  ou  à  des  conséquences  que  l'énoncé  repousse.  Nous 
l'avons  déjà  employée  plusieurs  fois,  notamment  au  n°  57,  pour  prouver 
l'existence  des  parallèles. 

Cette  méthode  s'applique  surtout  à  la  démonstration  des  réciproques. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  la  réciproque  de  ce  théorème  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  ABCD,  la  somme  de  deux  côtés  op- 
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posés  AB  -h  CD  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés  opposés  k\)  -h  BC 

[Jig.  I32). 

Fig.  i32. 

E  B 


On  commencera  par  établir  comme  il  suit  la  proposition  directe. 
E,  F,  G,  H,  étant  les  quatre  points  de  contact  des  côtés  du'quadrilatère 
avec  la  circonférence  inscrite,  on  a  (470) 

AE  =  AH,     BE  -  BF,     CG  =  CF,    DG  =  DH  ; 

d'où,  en  ajoutant  ces  quatre  égalités  membre  à  membre, 
AB  -  CD  =  AD  -f-  BC. 

Passant  maintenant  à  la  réciproque,  on  dira  : 
Si,  dans  un  quadtilatère  ABCD,  la  relation 

AB  -^  CD  --  AD  -F  BC 

est  satisfaite  [fig.  i32),  ce  cpiadrilatère  est  circonscriptihle,  c'est-à-dire 
que  si  l'on  trace  un  cercle  tangent  aux  trois  côtés  AD,  AB,  BC,  et  dont 
le  centre  sera  à  la  rencontre  des  bissectrices  des  angles  A  et  B  (470),  ce 
cercle  sera  nécessairement  tangent  au  quatrième  côté  CD  du  quadrilatère. 
En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  mener  par  le  point  D  une 
tangente  DI  à  ce  cercle,  qui  couperait  en  l  le  côté  BC.  Le  quadrilatère  DABÏ 
étant  circonscrit,  on  aurait  à  la  fois 

AB  4-  Dl  =  AD  +  BI    et    CD  <  DI  -^  IC. 

îl  faudrait  donc  en  conclure,  en  ajoutant  l'égalité  et  l'inégalilé  posées 
membre  à  membre, 

AB  -t-  CD  <  AD  -T-  BC, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  d'après  l'hypothèse. 

Lorsque,  après  avoir  démontré  une  proposition  directe,  on  emploie  ainsi 
pour  la  réciproque  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde,  cela  revient  en 
réalité  à  démontrer  la  proposition  contraire  (49). 

La  démonstration  précédente  prouve  effectivement  que,  dans  tout  qua- 
drilatère non  circonscriptihle,  les  sommes  des  côtés  opposés  ne  sont  pas 
égales;  et  alors,  d'après  la  règle  générale  du  n''  40,  les  réciproques  des 
deux  propositions  directe  et  contraire  se  trouvent  vérifiées  simultanément. 
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182.  De  tous  les  procédés  particuliers,  le  plus  général  et  le  plus  fécond 
est  la  méthode  par  intersection  de  lieux  géométriques. 

La  plupart  des  problèmes  de  Géométrie  se  ramènent  en  dernière  ana- 
lyse à  la  détermination  d'un  point  d'après  certaines  conditions.  S'agit-il, 
par  exemple,  de  faire  passer  un  cercle  par  trois  points  donnés,  tout  re- 
vient à  trouver  le  centre;  veut-on  mener  une  tangente  à  un  cercle  par  un 
point  extérieur,  on  cherche  le  point  de  contact,  etc.  D'après  c^la,  si  on 
laisse  de  côté  une  des  conditions  données,  les  autres  conditions  ne  suffi- 
ront plus  pour  déterminer  un  point  unique,  et  il  existera  une  infinité  de 
points  qui  satisferont  à  ces  conditions  et  qui  formeront  par  leur  ensemble 
un  certain  lieu  géométrique  renfermant  le  point  cherché.  En  reprenant 
la  condition  délaissée,  et  en  faisant  abstraction  d'une  autre  condition,  on 
aura  un  nouveau  lieu  géométrique  qui  rencontrera  le  premier  au  point 
demandé.  On  conçoit  que  l'élégance  et  la  valeur  pratique  de  la  solution 
obtenue  sont  subordonnées  au  choix  plus  ou  moins  habile  des  deux  con- 
ditions que  l'on  délaisse  tour  à  tour;  car  de  ce  choix  dépendent  à  la  fois 
la  nature,  la  facilité  de  recherche  et  la  simplicité  de  construction  des 
deux  lieux  géométriques  obtenus;  la  ligne  droite  et  le  cercle  sont  les 
seuls  lieux  qui  doivent  figurer  dans  les  problèmes  relatifs  aux  éléments  de 
Géométrie  plane,  où  toutes  les  constructions  s'elTectueni,  avec  la  règle  et 
le  compas. 

Les  paragraphes  précédents  renferment  de  nombreux  exemples  de  cette 
méthode  : 

Pour  trouver  la  centre  d'un  cercle  passant  par  trois  points  donnés  A, 
B,  G,  on  fait  d'abord  abstraction  de  l'un  des  points,  G  par  exemple,  et 
Ton  trouve  pour  le  lieu  géométrique  des  centres  des  circonférences  passant 
par  A  et  B  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB;  puis,  en  faisant 
abstraction  du  point  A,  on  a  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  BG 
pour  le  lieu  des  centres  des  circonférences  passant  par  B  et  G.  Ges  deux 
perpendiculaires  se  coupent  au  centre  demandé. 

Dans  le  problème  mener  une  tangente  à  un  cercle  de  centre  0  par  un 
point  extérieur  A,  le  point  de  contact  inconnu  doit,  d'une  part,  se  trouver 
sur  la  circonférence  0,  et  de  l'autre  être  le  sommet  d'un  angle  droit  dont 
les  côtés  passent  par  les  points  fixes  A  et  0;  il  est  donc  à  l'intersection 
de  deux  lieux  géométriques  qui  sont  la  circonférence  0,  et  le  cercle  dé- 
crit sur  AO  comme  diamètre. 

Voici  maintenant  un  exemple  nouveau  et  un  peu  plus  complexe  : 

Décrire  un  cercle  qui  touche  à  la  fois  une  circonférence  G  et  une 
droite  AX  en  un  point  donné  A  [fig.  i33). 

La  perpendiculaire  élevée  par  le  point  A  sur  la  droite  donnée  est  évi- 
demment un  premier  lieu  du  centre  du  cercle  inconnu. 
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Cela  posé,  remarquons  que  ce  centre  est  à  une  dislance  du  point  A 
égale  au  rayon  du  cercle  cherché,  et  à  une  distance  du  point  C  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  rayons  du  cercle  inconnu  et  du  cercle 
donné  C,  suivant  que  ces  cercles  se  touchent  extérieurement  ou  intérieu- 
rement. 


Donc,  si  l'on  prend  à  partir  du  point  A,  de  part  et  d'autre  de  la  droite 
donnée  AX  et  sur  la  perpendiculaire  qu'on  lui  a  menée  au  point  A,  deux 
longueurs  AB  et  AB'  égales  au  rayon  du  cercle  C,  on  voit  que  le  centre 
inconnu  est  équidistant  de  B  et  de  C,  si  le  contact  est  extérieur,  et  de  B' 
et  de  C  si  le  contact  est  intérieur.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milieux  de  BC  et  de  B'C  forment  donc  un  second  lieu  géométrique  du  centre 
cherché,  et  les  points  0  et  0'  où  elles  coupent  la  perpendiculaire  menée 
par  A  à  la  droite  donnée  sont  les  centres  des  deux  cercles  qui  résolvent 
la  question. 

La  méthode  par  intersection  de  lieux  géométriques  se  prête  aussi  bien 
à  la  discussion  des  problèmes  qu'à  leur  solution.  On  commence  par  cher- 
cher les  conditions  pour  que  les  deux  lieux  obtenus  se  rencontrent  :  le 
nombre  de  leurs  points  communs  est  le  nombre  des  positions  du  point 
choisi  pour  inconnue.  On  aperçoit  ensuite  en  général  immédiatement 
combien,  à  chaque  position  du  point  cherché,  répondent  de  figures  rem- 
plissant les  conditions  de  l'énoncé  ;  ce  qui  conduit  au  nombre  de  solutions 
du  problème. 

183.  En  terminant  ces  notions,  que  nous  compléterons  d'ailleurs  à 
mesure  que  nous  avancerons  dans  l'étude  de  la  Géométrie,  nous  devons 
faire  une  remarque  essentielle.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  une  heu- 
reuse inspiration,  fruit  de  l'habitude  et  d'un  certain  sentiment  des  choses 
géométriques,  conduit  à  des  cnnstructinns  auxiliaires  qui  facilitent  singu- 
lièrement la  solution  du  problème  que  Ton  cherche.  Voici  deux  exemples  : 

1°  Construire  un  trapèze  connaissant  les  longueurs  des  quatre  côtés.— 
Il  suffit  ù' avoir  Viciée  de  mener  par  l'un  des  sommets  une  parallèle  à  l'un 
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dos  côtés  non  parallèles  ;  on  obtient  ainsi  un  parallélogramme  et  un  triangle  ; 
on  sait  construire  le  triangle,  car  on  connaît  ses  trois  côtés,  et  la  figure 
s'achève  aisément. 

2°  Étant  données  deux  parallèles  XY,  X'Y',  et  deux  points  A  e;  B  situés 
hors  de  ces  parallèles  et  de  côtés  différents,  trouver  le  plus  court  chemin 
de  k  en  ^  par  une  ligne  brisée  AMNB  telle j  cjue  la  portion  MN  comprise 
entre  les  parallèles  ait  une  direction  donnée.  —  Il  suffit  à' avoir  Vidée  de 
mener  par  le  point  B  [fig.  i34)  la  d^-oile  BI  parallèle  à  la  direction  donnée 
et  égale  à  la  longueur  constante  que  les  deux  parallèles  XY,  X'Y',  inter- 
ceptent éur  les  droites  ayant  cette  direction.  Car  si  AM'N'B  est  l'un  quel- 
conque des  chemins  considérés  dans  l'énoncé,  sa  longueur  sera  égale  à 
celle  de  la  ligne  brisée  AM'IB;  elle  se  composera  donc  d'une  partie  con- 
stante BI  et  d'une  partie  variable  AM'I,  et  tout  reviendra  à  chercher  sur 
la  droite  XY  la  position  du  point  M'  pour  laquelle  le  chemin  AM'I  est  mi- 
nimum. Or,  cette  position  n'est  autre  évidemment  que  le  point  M  où  la 
ligne  droite  AI  coupe  XY.  Connaissant  M,  on  n'a  plus  qu'à  mener  MN 
parallèle  à  la  direction  donnée  et  à  tirer  NB,  pour  obtenir  le  chemin  mi- 
nimum demandé  AMNB. 

Fig.  134. 


On  pourrait  multiplier  les  exemples;  mais  de  tous  ceux  qu'on  citerait, 
si  nombreux  qu'ils  fussent,  on  ne  ferait  pas  sortir  la  moindre  règle  générale 
relative  à  ces  constructions,  dont  la  diversité  tient  à  la  nature  si  variable 
du  sujet  lui-même,  et  constitue  au  fond  la  richesse  inépuisable  de  la 
Géométrie. 
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LIVRE  III. 

LES  FIGURES  SEMBLABLES. 


§  I.  -   LIGNES  PROPORTIONNELLES. 

DÉFINITIONS. 

184.  On  dit  que  deux  grandeurs  sont  proportionnelles  Tune 
à  l'aulre  lorsque  le  rapport  de  deux  valeurs  quelconques  A 
et  B  de  la  première  est  égal  au  rapport  des  valeurs  correspon- 
dantes G  et  D  d^la  seconde  (131);  et  l'on  donne  le  nom  de 
proposition  à  l'égalité  des  deux  rapports 

,  .  A        C 

("  B^-ïï* 

Lorsque  les  deux  grandeurs  considérées  sont  de  même 
espèce,  comme  deux  longueurs,  deux  volumes,  etc.,  on  dit 
que  la  valeur  D  est  une  quatrième  proportionnelle  à  A,  B,  C. 
Dans  la  même  hypothèse,  si  les  valeurs  B  et  C  sont  égales 
entre  elles,  la  relation  (i)  devient 

.   .  A        B 

61  l'on  dit  que  B  est  moyenne  proportionnelle  entre  A  et  D,  et 
que  D  est  une  troisième  proportionnelle  à  A  et  B. 

185.  Rapportons  chacune  des  grandeurs  considérées  à  une 
unité  de  son  espèce;  a  et  b  étant  les  nombres  qui  mesurent 
les  valeurs  A  et  B  de  la  première,  on  aura,  d'après  un  théo- 
rème connu  (130), 

A  __« 

n  "  b' 
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De  même,  c  ei  d  étant  les  rapports  des  valeurs  C  et  D  à  l'u- 
nité adoptée  pour  la  mesure  de  la  seconde  grandeur,  on  aura 

C  _  c 

D~  d' 

Par  suite,  la  relation  (i)  se  traduit  par  l'égalité  numérique 

qui  prend  aussi  le  nom  de  proportion;  les  deux  nombres  a 
et  d  sont  dits  les  termes  extrêmes^  et  />  et  c  les  moyens. 
On  peut  alors  chasser  les  dénominateurs  et  écrire 

ad  =  bc. 

On  énonce  ce  résultat  de  la  manière  suivante  :  Dans  toute 
proportion  [numérique),  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au 
produit  des  moyens. 

De  même,  la  relation  (2)  se  traduit  par  l'égalité  numérique 

a_b^ 
b~  d 
ou 

(4)  b'  =  ad    et     b^^sjâd. 

Ainsi,  quand  une  grandeur  est  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  autres,  le  nombre  qui  la  mesure  est  égala  la  racine 
carrée  du  produit  des  nombres  qui  mesurent  les  deux  autres 
grandeurs,  V unité  restant  la  même. 

186.  Il  importe  de  bien  saisir  la  distinction  qui  sépare  les 
relations  (  i  )  et  (  3  ).  Dans  la  première,  on  ne  saurait,  par  exem- 
ple, chasser  les  dénominateurs;  le  produit  de  deux  grandeurs 
n'offre  en  effet  aucun  sens,  car,  dans  toute  multiplication,  le 
multiplicateur  au  moins  est  un  nombre  abstrait. 

Toutefois,  nous  parlerons  souvent  dans  la  suite  du  produit 
de  deux  lign-es;  mais  il  faudra  toujours  entendre  par  là  le  pro- 
duit des  nombres  qui  mesurent  ces  lignes  rapportées  à  une 
unité  commune. 
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187.  Voici  un  lemme  qui  nous  sera  souvent  utile  : 
Supposons  qu'un  mobile  parcoure  de  gauche  à  droite  une 
ligne  droite  indéfinie  XY  sur  laquelle  sont  marqués  deux 
points  fixes  A  et  B,  et  étudions  les  variations  du  rapport  des 
distances  du  mobile  aux  points  A  et  B  (fig.  i35). 

Fig.   i35. 


XM'  AMOINB  N'ï 

Pour  toute  position  M'  du  mobile  à  gauche  de  A,  on  a 

'■■I 


MB  MB  '       MB 

On  voit  par  là  que,  si  M'  est  très-loin,  le  dénominateur  M'B 

,    r       .       AB  ,  . 

est  très-grand;  par  suite,  la  fraction  --p|r  est  tres-petite,  et  le 

M'A 
rapport  :z-rf-^  est  aussi  voisin  qu'on  veut  de  l'unité.  A  mesure 

que  le  mobile  se  rapproche  du  point  A,  le  dénominateur  M'B 

diminue  en  tendant  vers  AB;  la  fraction  ^irrrr»  augmente  en  se 

^     1.     .  '         ,  M'A  ^.    . 

rapprochant  de  1  unité,  et  le  rapport  -^-rfr:  diminue  jusqu  a  o, 

valeur  qu'il  atteint  lorsque  le  mobile  arrive  en  A.  Ainsi,  à 
gauche  du  point  A;  le  rapport  considéré  décroît  d'une  ma- 
nière continue  de  i  à  o. 

Au  delà  du  point  A,  le  rapport  ^r^  augmente,  puisque  son 

numérateur  croît  et  que  son  dénominateur  diminue;  et  il  de- 
vient égal  à  I  lorsque  le  mobile  est  au  point  0  milieu  de  AB. 
Ainsi,  de  A  en  0,  le  rapport  considéré  croit  d'une  manière 
continue  de  o  à  i, 
A  partir  du  point  0,  en  désignant  par  N  la  position  du  mo- 

NA 
bile  à  droite  de  ce  point,  le  rapport  ^^  continue  de  croître 

pour  les  mêmes  motifs  ;  à  mesure  que  le  mobile  se  rapproche 
de  B,  le  numérateur  NA  tend  vers  AB,  le  dénominateur  NB 
diminue  en  tendant  vers  o;  et,  par  suite,  le  rapport  acquiert 


LIVRE   III.  —    LES    FIGURES    SEMBLABLES.  IO9 

des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  et  peut  même  surpasser 
tel  nombre  qu'on  voudra.  On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la 
valeur  du  rapport  devient  infinie^  et  l'on  représente  par  le 
symbole  co  cet  état  limite.  Ainsi,  de  0  en  B,  le  rapport  con- 
sidéré croit  d'une  manière  continue  de  i  à  l'cc  . 

Enfin,  pour  toute  position  N'  du  mobile  au  delà  de  B,  on  a 

W\_       N^B  4-AB  AB^ 

N'B  ~       ]N'B       ~'"^  N'B' 

lorsque  le  point  N'  s'éloigne  de  B,  le  dénominateur  N'B  aug- 
mente de  plus  en  plus  jusqu'à  l'infini;  la  fraction  ^^7-^  diminue 

N'A 
graduellement  jusqu'à  zéro,  et  le  rapport  ^^7^  décroît  succes- 
sivement jusqu'à  I.  Ainsi,  à  droite  de  B,  le  rapport  considéré 
décroît  d'une  manière  continue  de  /'co  à  i. 

En  résumé,  le  rapport  considéré  prend  deux  fois  à  gauche 
du  point  0  toutes  les  valeurs  numériques  moindres  que  i,  et 
deux  fois  à  droite  du  point  0  toutes  les  valeurs  numériques 
supérieures  à  i. 

Donc  enfin,  étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B,  il  existe 
toujours  sur  la  droite  indéfinie  XY,  qui  les  contient,  deux 
points,  et  seulement  deux,  tels  que  les  rapports  des  distances 
de  chacun  d'eux  aux  points  A  e^  B  aient  une  même  valeur 
donnée.  Ces  deux  points  sont  situés  d'un  même  côté  du  mi- 
lieu 0  de  AB,  l'un  entre  A  et  B,  l'autre  en  dehors;  ils  sont 
d'ailleurs  à  gauche  de  0,  comme  M  et  M',  ou  à  droite  de  0, 
comme  N  et  N',  suivant  que  la  valeur  donnée  du  rapport  est 
inférieure  ou  supérieure  à  l'unité. 

Le  point  N,  situé  entre  A  et  B,  divise  réellement  la  droite  AB 
dans  le  rapport  donné;  par  extension,  on  dit  que  le  point 
extérieur  correspondant  N'  divise  aussi  la  droite  AB  dans  ce 
même  rapport.  Pour  éviter  toute  confusion,  on  qualifie  alors 
d'additifs  les  segments  NA  et  NB  déterminés  par  le  point  N, 
et  dont  AB  ^t  la  somme,  et  de  soustractifs  les  segments  N'A 
et  N'B  déterminés  par  le  point  N',  et  dont  AB  est  la  différence. 

Lorsqu'une  droite  AB  est  ainsi  divisée  par  deux  points  N 
etN',  de  façon  que  les  segments  additifs  NA  et  NB  soient  pro- 
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porlionnels  aux  segments  soustraciifs  N^\  ei  N'B,  on  dit  que 
ces  deux  points  N  et  N'  divisent  liarmoniquement  la  droite  AB 
ou  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  la  droite  AB.  La 

relation 

NA_  __rA 

NB~N'B 


pouvant  êtreécrite 


AN 

AN' 


BN 
BN' 


on  voit  que,  réciproquement,  A  et  B  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  la  droite  NN'. 

THÉOÎÎÈME. 

188.  Deux  droites  quelconques  sont  coupées  en  parties  pro- 
portionnelles par  une  série  de  droites  parallèles;  en  d'autres 
termes,  lorsque  deux  droites  AG,  A' G',  sont  coupées  par  une 
série  de  parallèles  A  A',  BB', . .  . ,  GG',  le  rapport  de  deux  seg- 
ments quelconques  de  la  première  droite  est  égal  au  rapport 
des  segments  correspondants  de  la  seconde  (fig.  i36, 187  ). 


Fig.  i36. 


Fig.  137. 


Il  suffit  (135)  de  prouver  : 

1°  Que,  si  deux  segments  AB  et  EF  de  la  première  droite 
sont  égaux  entre  eux,  les  segments  correspondants  A'B'  et  E'  F' 
de  la  seconde  droite  sont  aussi  égaux  entre  eux  ; 

2°  Que,  si  sur  la  première  droite  un  segment  EG  est  égal  à 
la  somme  de  deux  autres  AB  et  CD,  sur  la  secorfde  droite,  le 
segment  E'G',  correspondant  à  EG,  est  aussi  égal  à  la  somme 
des  segments  A'B'  et  CD'  qui  correspondent  à  AB  et  à  CD. 

1°  Menons  A'P  et  E'Q  parallèles  à  AG;  A'P  et  AB  seront 
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égales  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles;  E'Q  sera 
égale  à  EF  pour  la  même  raison  ;  par  suite,  on  aura  A'P=:=E'Q, 
puisqu*on  a  par  hypothèse  AB  =  EF.  D'ailleurs,  les  angles  PA'B', 
QE'F'  sont  égaux  comme  correspondants,  et  les  angles  A' PB', 
E'QF',  comme  ayant  les  côtés  parallèles  et  de  même  sens; 
donc,  les  triangles  PA'B',  QE'F',  ayant  un  côté  égal  adjacent 
à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun,  sont  égaux,  et  l'on  a 
A'B'=:E'F'. 

2"  Puisque,  par  hypothèse,  EF  r=  AB  et  GF  =  CD,  on  a, 
d'après  l'alinéa  qui  précède,  E'F'=zA'B'  et  F' G' =  CD';  le 
segment  E'G'  est  donc  égal  à  la  somme  de  A'B'  et  de  CD'. 

La  figure  peut  offrir  deux  dispositions  différentes;  mais  la 
démonstration  subsiste. 

THÉORÈME. 

189.  Toute  parallèle  DE  à  l'un  des  côtés  BC  d'un  triangle 
ABC,  divise  les  deux  autres  côtés  en  parties  proportionnelles 
(/^.i38,i39,i4o). 


Fig.  i38. 


Fig.  139. 


n/- 


Fig.  140. 


En  effet,  en  concevant  par  le  sommet  A  une  parallèle  à  BC, 
on  voit  (188)  qu'on  a 

DA       EA 


(•) 

DB  "  EC 

ou  encore 

AD       AE 

(^) 

AB  ~AC 

(3) 

BA       CA 
BD  ~  CE 

Chacune  de  ces  proportions  se  trouve  ici  démontrée  direc- 
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lemenl;  mais  il  convient  de  remarquer  qu'en  vertu  des  règles 
de  l'Arithmétique  l'une  quelconque  d'entre  elles  entraîne  les 
deux  autres. 

Nous  avons  indiqué  les  trois  dispositions  que  peut  présenter 
la  figure. 

190.  Réciproquement,  si  deux  points  D  et  E,  situés  respecti- 
vement sur  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC,  divisent 
ces  côtés  en  parties  proportionnelles ,  la  droite  DE  qui  unit  ces 
deux  points  est  parallèle  au  troisième  côté  BC. 

Puisque  chacune  des  proportions  (i),  (2),  (3),  entraîne  les 
deux  autres,  on  peut  partir  de  Tune  quelconque  d'entre  elles 
comme  hypothèse;  nous  choisirons,  par  exemple,  la  première 

.     DA_EA        ■ 
^^'  DB~EC" 

Cela  posé,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  : 

Supposons  d'abord  les  points  D  e^  E  situés  sur  les  côtés  eux- 
mêmes,  c'est-à-dire  l'un  D  entre  A  et  B,  et  l'futre  E  entre  A 
et  C  (/ig.  i38)  ;  et  concevons  par  le  point  D  une  parallèle  à  BC. 
Cette  parallèle  déterminera  (189)  entre  A  et  C  un  point  dont 

les  distances  à  A  et  à  C  formeront  un  rapport  égal  à  -p-^  •  Or, 

entre  A  et  C  (187),  il  n'existe  qu'un  seul  point  dont  le  rapport 

des  distances  à  A  et  à  C  soit  égal  à  ^r^?  et  ce  point  est,  par 

hypothèse,  le  point  E.  Donc  la  parallèle  à  BC,  menée  par  le 
point  D,  passe  par  E  et  coïncide  avec  DE.  Donc  enfin  DE  est 
parallèle  à  BC. 

Supposons,  en  second  lieu,  les  points  J)  et  E  situés  sur  les 
prolongements  des  côtés.  Si  D  est,  par  exemple,  au-dessous 

DA 

de  AB  [Jig.  iSg),  le  rapport  :p-^  sera  supérieur  à  i;  il  en  sera 

donc  de  même  de  son  égal  =^9  et,  par  suite,  le  point  E  sera 

pareillement  au-dessous  de   AC.  Dès  lors  la  démonstration 
s'achèvera  comme  ci-dessus. 
On  verrait  de  même  que  si  D  était  au-dessus  de  BA  i/ig.  i/^o). 
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la  proportion  (i)  exigerait  que  E  fut  au-dessus  de  CA;  puis  on 
achèverait  la  démonstration  comme  dans  le  premier  cas. 

Cette  réciproque  demande  une  certaine  attention;  l'iiypo- 
thèse  renferme  en  réalité  deux  parties  :  la  première  consiste 
dans  l'existence  de  la  proportion  (i),  et  l'autre  est  relative  à  la 
situation  des  points  D  et  E  qui  doivent  être  placés  de  la  même 
manière  sur  les  côtés  AB  et  AC.  Bien  que  sous-entendue  d'or- 
dinaire pour  plus  de  brièveté,  cette  seconde  partie  est  indis- 
pensable; car  si  l'un  des  points  D  était,  par  exemple,  sur  le 
côté  AB  lui-même  et  l'autre  E  sur  l'un  des  prolongements  du 
côté  AC,  la  droite  DE  ne  pourrait  être  parallèle  à  BC,  bien  que 
la  proportion  (i)  fût  satisfaite. 

THÉORÈME.  ' 

191.  Dans  tout  triangle  ABC  [Jig.  i4i)  : 

\^  La  bissectrice  AD  d'un  angle  quelconque  BAC  divise  le 
côté  opposé  BC  en  deitx  segments  additifs  DB  et  DC  propor- 
tionnels aux  côtés  adjacents; 

tP  La  bissectrice  AD'  d'un  angle  extérieur  BAE  divise  le 
côté  opposé  en  deux  segments  soustractifs  D'B,  D'C,  propor- 
tionnels aux  côtés  adjacents. 


En  effet  : 

1°  En  menant  BE  parallèle  à  la  bissectrice  AD,  on  a  dans  le 
triangle  BEC  (189) 

DB       AE 

DC  ~^  AC* 

D'autre  part,  l'angle  BEA  est  le  correspondant  de  l'angle  DAC, 
et  les  angles  EBA  et  DAB  sont  alternes-internes;  or,  AD  étant 
bissectrice  de  l'angle  BAC,  les  angles  DAC,  DAB,  sont  égaux; 
par  suite,  les  angles  BEA,  EBA,  sont  aussi  égaux,  et  le  triangle 

8 
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BAE  est  isocèle.  En  remplaçant  alors,  dans  la  proportion  qui 
précède,  le  côté  AE  par  son  égal  AC,  on  a 

DB_  AB 
bc  ""  AC  ' 

Qp  En  menant  BE'  parallèle  à  la  bissectrice  AD'  de  l'angle 
extérieur  BAE,  on  a  dans  le  triangle  D'AC  (189) 

PB        AE' 
D'C  "  AC  ' 

D'autre  part,  l'angle  BE'A  est  le  correspondant  de  l'angle  D'AE, 
et  les  angles  E'BA  et  D'AB  sont  alternes-internes;  or,  AD' 
étant  bissectrice  de  l'angle  BAE,  les  angles  D'AE,  D'AB,  sont 
ég9ux;  par  suite,  les  angles  BE'A,  E'BA,  sont  aussi  égaux,  et 
le  triangle  BAE'  est  isocèle.  En  remplaçant  alors,  dans  la  pro- 
portion qui  précède,  le  côté  AE'  par  son  égal  AB,  on  a 

D'B        AB 
bC~AC' 

192.  Réciproquement,  si  une  droite,  issue  du  sommet  d'un 
angle  d'un  triangle,  divise  le  côté  opposé  en  parties  propor- 
tionnelles aux  côtés  adjacents^  cette  droite  est  la  bissectrice 
de  l'angle  considéré  ou  de  l'angle  supplémentaire,  suivant 
qu'elle  rencontre  le  côté  opposé  lui-même  ou  l'un  de  ses  pro- 
longements. 

En  effet,  entre  B  et  C  il  n'existe  qu'un  point  D  qui  divise  BC 
dans  le  rapport  de  AB  à  AC  (187);  le  théorème  direct  exige 
donc  que  ce  point  appartienne  à  la  bissectrice  de  l'angle  BAC 

De  même,  en  dehors  de  BC,  il  n'existe  qu'un  point  D'  qui 
divise  BC  en  deux  segments  sousiractifs  proportionnels  à  AB 
et  à  AC  (187)  ;  et  le  théorème  direct  exige  alors  que  ce  point 
appartienne  à  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  BAE  [Jig.  i40- 

Corollaire. 

193.  Les  deux  points  D  et  D'  satisfont  à  la  proportion 

DBDMB 
DC"~i)'C' 
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ils  soiU  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  la  droite  BC 
(187).  Ainsi,  les  deux  côtés  d'un  angle ,  la  bissectrice  de  cet 
angle  et  celle  de  son  supplément,  déterminant  quatre  points 
sur  une  sécante  quelconque,  les  deux  derniers  sont  conjugués 
par  rapport  aux  deux  autres. 

Par  suite,  si  l'on  a  un  triangle  PMQ  inscrit  dans  un  cercle, 
le  diamètre  DD' perpendiculaire  à  l'un  des  côtés  PQ  du  triangle 
est  divisé  liarmoniquement  par  les  deux  autres  côtés  {fig.  142). 

Car  les  arcs  D'P  et  D'Q  étant  égaux,  la  droite  MD'  est  bis- 
sectrice de  l'angle  PMQ,  et  sa  perpendiculaire  MD  est  alors 
bissectrice  de  l'angle  adjacent  et  supplémentaire  QMC. 

Réciproquement,  si  l'on  a  un  triangle  PMQ  inscrit  dans  un 
cercle,  et  si  le  diamètre  I)D'  est  divisé  liarmoniquement  en  B 
et  G  par  les  deux  côtés  MQ  et  MP,  ce  diamètre  est  perpendi- 
culaire au  troisième  côté  PQ  [fig-  14^). 

En  effet,  la  perpendiculaire  PQ'  abaissée  du  point  P  sur  DD' 
correspondrait  à  un  nouveau  triangle  inscrit  PMQ',  et,  d'après 
la  proposition  directe,  le  diamètre  DD'  couperait  le  côté  MQ' 
de  ce  triangle  en  un  point  B'  conjugué  liarmonique  du  point  C 
par  rapport  à  DD'.  Mais  B  est  déjà  ce  conjugué  harmonique; 
donc,  les  points  B  et  B'  se  confondent  ainsi  que  les  triangles  PMQ 
et  PMQ',  et  PQ  est  perpendiculaire  sur  le  diamètre  DD'. 

THÉORÈME. 

19i.  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  distances  à 
deux  points  fixes  sont  dans  un  rapport  donné  est  une  circon- 
férence {fig.  142)* 

Fi{j.  142. 


Soient  B  et  G  les  deux  points  fixes,  —  le  rapport  donné  et  M 

8. 
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un  point  quelconque  du  lieu,  c'esl-à-dire  un  point  tel,  qu'on 
ait 

MB        m 

^'^  Me  ^77- 

11  existe  d'abord,  sur  la  droite  indéfinie  BC,  deux  points  du 
lieu,  c'esl-à-dire  (187)  deux  points  D  et  D'  qui  satisfont  aux 
relations 

DB       m       IVB       m 

Ï)C  ~  «  '    ïFc  ~  Il  ' 

on  déduit  de  là 

1)B       IVIB  IVB        MB 

iJC    "  MC     ^^      i)H.        MC' 

Ces  proportions  prouvent  (192),  la  première  que  MD  est  la 
bissectrice  de  l'angle  BMC,  el  la  seconde  que  MD'  est  la  bis- 
sectrice de  l'angle  supplémentaire  BMP.  Or,  les  bissectrices 
de  deux  angles  adjacents  el  supplémentaires  sont  rectangu- 
laires. Donc,  le  point  variable  M  est  le  sommet  d'un  angle 
droit  DMD'  dont  les  deux  côtés  passent  constamment  par  deux 
points  fixes  D  et  D';  tout  point  M  du  lieu  est  donc  situé  sur  la 
circonférence  décrite  sur  DD'  comme  diamètre. 

Il  reste  à  démontrer  que,  réciproquement,  tout  point  M  de 
celle  circonférence  DD'  appartient  au  lieu,  c'esl-à-dire  satis- 
fait à  la  relation  (i). 

Or,  puisque  les  points  B  et  C  divisent  harmoniquement  le 
diamètre  DD',  les  points  P  el  Q,  où  les  droites  CM  et  MB  ren- 
contrent la  circonférence,  sont  symétriques  par  rappori  au 
diamètre  DD'  (193).  Les  arcs  D'P  et  D'Q  sont  donc  égaux,  et 
la  droite  MD'  est  bissectrice  de  l'angle  BMP.  On  a,  par  suiie, 
la  proportion 

MB       D'B        m 
lie  ^  17 C  "  n' 

§  II.  -  LIGNES  PROPORTIONNELLES  DANS  LE  CERCLE. 

DÉFINITIONS. 

195.  On  dit  que  deux  droites,  tracées  entre  les  côtés  d'un 
angle  ou  de  son  opposé  par  le  sommet,  sont  anti-parallèles, 
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lorsque  la  première  fait  avec  l'un  des  côtés  de  l'angle  donné  un 
angle  égal  à  celui  que  la  seconde  droite  fait  avec  l'autre  côté. 
Ainsi,  les  deux  droites  DE  et  BC  [fig-  i43)  sont  anti-paral- 
lèles par  rapport  à  l'angle  BAC,  si  l'angle  ADE  est  égal  à  l'angle 

Fig.   i',3. 


ACB.  Alors  l'angle  AED,  que  la  première  droite  forme  avec  le 
second  côté  AC,  est  égal  à  l'angle  ABC  que  la  seconde  droite 
fait  avec  le  premier  côté  AB  (79). 

THÉORÈME. 

196.  Lorsque  les  deux  côtés  d'un  angle  sont  coupés  par 
deux  droites  anti-parallèles^  le  produit  des  distances  du  som- 
met aux  deux  points  où  chacun  des  côtés  est  rencontré  par 
les  deux  transversales  est  constant  [Jig.  14^)* 

Ainsi,  BAC  étant  l'angle  proposé  et  les  deux  droites  BC  et 
DE  étant  anti-parallèles,  on  a  la  relation 

AB.ADrrzAC.AE. 

En  effet,  prenons  AD'=r  AD  et  AE'=:  AE,  et  menons  D'F. 
L'égalité  des  triangles  ADE,  AD'E^  qui  ont  un  angle  commun 
compris  entre  deux  côtés  égaux,  entraîne  celle  des  angles 
ADE,  A'D'E'.  D'ailleurs,  les  angles  ADE,  ACB,  sont  égaux  par 
hypothèse  (  195);  donc  les  angles  correspondants  AD'E',  ACB, 
sont  égaux,  et  les  droites  BC,  D'E',  sont  parallèles  (G5);  on  a 
donc  (189)  la  proportion 


AB 
AE' 


AC 
AD' 


qui,  lorsqu'on  remplace  les  quantités  AE'  et  AD'  par  les  quan- 
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lilés  égales  AE  et  AD,  devient 

^  =  ^     ou     AB.AD^^AC.AE. 
AL        AD 

197.  Réciproquement,  si  deux  droites  DE  et  BC,  tracées  entre 
les  côtés  d'un  angle  BAC,  sont  telles,  que  le  produit  des  dis- 
tances du  sommet  aux  deux  points  oà  elles  coupent  chacun 
des  côtés  soit  constant,  c'est-à-dire  sont  telles,  qu'on  ait 

(i)  AB.AD._AC.AE     ou     ^^  ^  ^^ 

^  AE       AD 

ces  droites  sont  anti-parallèles  par  rapport  à  cet  angle,  ^ 

En  effet,  concevons  la  droite  qui,  menée  par  le  point  E, 
serait  anti-parallèle  à  BG  par  rapport  à  l'angle  BAC;  celle 
droite  coupe  le  côlé  AB  en  un  point  (196)  dont  la  dislance 
au  sommet  A  sera  une  quatrième  proportionnelle  à  AB,  x\E, 
AC.  Or,  la  dislance  AD  est  précisément,  en  vertu  de  l'éga- 
lité (i),  cette  quatrième  proportionnelle;  donc  la  droite  DE 
est  anti-parallèle  à  BC. 

Corollaire. 

198.  Si  les  deux  points  D  et  B  se  confondaient  (fg.  i44)» 

on  aurait  AB  =AC.AE. 

Donc,  lorsque  deux  droites  anti-parallèles  par  rapport  à  un 
angle  se  coupent  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle,  la  distance  du 
sommet  à  ce  point  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances  du  sommet  aux  points  oà  le  second  côté  de  l'angle 
coupe  les  deux  droites  anti-parallèles. 


Réciproquement,  si  par  un  point  B,  pris  sur  l'un  des  côtés 
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d'un  angle  BAC,   on  mène  dans  Vintérieur  de  V angle  deita^- 

droites  BC,  BE,  telles,  que  AB  =:  AC .  AE,  ces  deux  droites  son! 
anti'parallèles  par  rapport  à  cet  angle. 

TIIÉORÈMK. 

199.  Si,  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène 
des  sécantes  à  ce  cercle,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  points  d'intersection  de  chaque  sécante  avec  la  circonfé- 
rence est  constant,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 


Fig.   i\'j. 


Fig.  i.'|6. 


Fig.   147. 


Ainsi,  soient  EA,  ED,  deux  sécantes  issues  du  point  fixe  E; 
il  s'agit  de  démontrer  qu'on  a 

EA.EBrz.EC.ED. 

La  figure  peut  se  présenter  de  deux  manières,  suivant  que 
le  point  E  est  intérieur  [fig.  i45)  ou  extérieur  au  cercle 
[fg.  146);  mais  la  démonstration  est  la  même  dans  les  deux 
cas. 

Menons  les  cordes  AC  et  BD;  les  angles  ACD,  ABD,  étant 
inscrits  dans  le  même  segment,  sont  égaux,  et  par  suite  les 
cordes  AC,  BD,  sont  anti-parallèles  par.  rapport  à  l'angle  AED. 
On  a  donc  (196)  la  relation 

EA.EB^EC.ED. 

200.  Réciproquement,  lorsque  deux  droites  AB  et  CD,  pro- 
longées, s'il  le  faut,  concourent  en  un  point  E  tel,  qu'on  ait 
la  relation 

EA.EB=r  EC.ED, 
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les  extrémités  A,  B,  C,  D,  sont  situées  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

En  effet,  d'après  le  n°  197,  la  relation  donnée  prouve  que 
les  deux  droites  AC  et  BD  sont  anti-parallèles  par  rapport  à 
l'angle  AED;  par  suite,  les  angles  ACD,  DBA,  sont  égaux,  et  si 
sur  la  droite  AD  on  décrit  un  segment  capable  de  l'angle  ACD, 
la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points  A,  C,  D,  renferme 
le  point  B. 

Corollaire. 

201.  Reprenons  le  cas  où  le  point  E  est  extérieur  [Jig.  i^6), 
et  supposons  que  la  sécante  EDC  tourne  autour  du  point  E 
jusqu'à  ce  qu'elle  coïncide  avec  la  tangente  EF;  la  sécante 
entière  EC  et  sa  partie  extérieure  ED  deviendront  l'une  et 
l'autre  égales  à  la  longueur  EF  de  la  tangente,  et  la  relation 

EA.EBrzzEC  ED, 

prise  à  la  limite,  sera  la  suivante 

ea.eb=:Ëf\ 

Donc,  si,  par  un  point  extérieur  à  un  cercle,  on  mène  à  ce 
cercle  une' sécante  et  une  tangente,  la  tangente  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

On  peut  d'ailleurs  appliquer  directement  à  ce  cas  particu- 
lier la  démonstration  du  cas  général  :  les  angles  EBF,  AFE 
{Jig.  i^"]),  l'un  inscrit,  l'autre  formé  par  une  tangente  et  une 
corde,  ont  l'un  et  l'autre  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AF; 
l'égalité  de  ces  angles  prouve  l'anti-parallélisme  des  droites  AF 
et  BF  par  rapport  à  l'angle  E,  et  i5ar  suite  (198)  entraîne  la 
relation 

ëf'  =  ea.eb. 

202.  Réciproquement,  si  trois  points  A,  B,  F,  situés,  les  deux 
premiers  A  et  B  sur  un  côté  de  l'angle  E,  et  le  troisième  F  sur 
l'autre  côté,  sont  tels,  qu'on  ait  la  relation 

Ëf'irzrEA.EB, 
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la  cil  conférence  qui  passe  par  ces  trois  points  est  tangente 
en  F  au  côté  EF. 

En  effet,  d'après  le  n°  198,  la  relation  donnée  prouve  l'anti- 
parallélisme  des  droites  AF  et  BF  par  rapport  à  l'angle  E;  les 
angles  AFE,  EBF,  sont  donc  égaux;  par  suite,  si  l'on  décrit 
une  circonférence  passant  par  A  et  F  et  tangente  en  F  à  la 
droite  EF,  cette  circonférence,  d'après  la  construction  connue 
du  segment  capable  (174),  passera  par  le  point  B. 


§  III.  --  SIMILITUDE  DES  POLYGONES. 

DÉFINITIONS. 

203.  Deux  polygones  d'un  même  nombre  de  tôles  sont  dits 
semblables  lorsqu'ils  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés  homo- 
logues proportionnels. 

On  entend  par  côtés  homologues  ceux  qui  sont  adjacents  à 
des  angles  respectivement  égaux,  et  l'on  donne  à  ces  angles 
eux-mêmes  le  nom  d'angles  homologues;  enfin,  on  appelle 
rapport. de  similitude  des  deux  polygones  le  rapport  de  deux 
côtés  homologues  quelconques. 

Fig.   i48. 


Ainsi  les  deux  pentagones  ABCDE,  A'B'CD'E'  [fig.  i48), 
sont  semblables,  s'ils  satisfont  aux  relations 

Ar^AS     B  =  B',     Cri^C',     D^W,     E=rE', 

AB        ^  _  JCD^        DE        ^A_ 
A'B'  ~  WC  ~~  CD'  ""  D~É'  "  W\' 
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Dans  les  triangles  semblables,  lelsque  ABC,  A'B'C/(^g\  i4g), 
les  côtés  homologues  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Figr.     149. 


LEMME. 
204.  En  coupant  un  triangle  ABC  par  une  parallèle  DE  à 
l'un  des  côtés  BC,  on   détermine   un  nouveau  triangle  ADE 
semblable  au  premier  (Jig,  î5o,  i5i,  i52). 


Fig.  i5o. 


Fig.  i5i. 


Fig.   i52. 


En  effet  : 

D'abord  les  deux  triangles  ADE,  ABC  [Jig.  i5o),  ont  leurs 
angles  respectivement  égaux;  car  l'angle  A  est  commun  et  les 
angles  ADE,  ABC,  sont  correspondants,  ainsi  que  les  angles 
AED,  ACB. 

En  second  lieu,  les  côtés  homologues  sont  proportionnels; 
car,  DE  étant  parallèle  à  BC,  on  a  (189) 

,  ,  AD       AE 

^'^  ÂB-^-ÂC' 

puis,  en  menant  EF  parallèle  à  AB,  on  a  encore 

AE       BF 

AC 


BC' 


ou,  comme  les  parallèles  DE,  BF,  comprises  entre  parallèles, 
sont  égales, 

AE       DE 


(^) 


AC 


BC 
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la  réunion  des  proportions  (i)  et  (?.),  qui  ont  un  rapport  com- 
mun, donne  la  suite  de  rapports  égaux 

AD  _  AE  _  DE 
AB^AC^EÏÏ' 

SCOLIE. 

205.  La  proposition  énoncée  subsiste  lorsque  la  parallèle  DE 
est  située  au-dessous  de  BC  [Jig.  i5i),  ou  au-dessus  de  A 
[fig.  162).  La  démonstration  est  absolument  la  même  dans  le 
cas  de  \^fg.  i5i;  et,  dans  le  cas  de  \^Jig'  1^2,  toute  la  diffé- 
rence consiste  en  ce  que  les  angles  ADE,  ABC,  ainsi  que  les 
angles  AED,  ACB,  sont  alternes-internes  au  lieu  d'être  corres- 
pondants. 

THÉORÈME. 

206.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C,  sont  semblables  : 

1°  Lorsqu'ils  ont  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun; 
2"  Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
p  rop  o  rt  io  nnels; 

Z""  Lorsqu'ils  ont  les  côtés  proportionnels, 
\°  Supposons  qu'on  ait  (^^.  i53) 

A=A',     B  =  B'. 

Prenons  sur  le  côté  AB  homologue  de  A'B'  une  longueur 
AD  égale  à  A'  B',  et  menons  DE  parallèle  à  BC.  Le  triangle  ADE 


est  semblable  à  ABC  (204),  et  il  suffit  de  démontrer  l'égalité 
des  triangles  ADE,  A'B'C. 

Or,  les  angles  A  et  A'  sont  égaux  par  hypothèse;  l'angle  ADE 
est  correspondant  de  l'angle  ABC,  qui,  par  hypothèse,  est  égal 
à  B';  enfin,  le  côté  AD  est  égal  à  A'B'  par  construction.  Donc 
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les  deux  triangles  ADE,  A'B'C,  sont  égaux,  comme  ayant  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux. 
2^  Supposons  qu'on  ait 

(0  .  A=.A',      ^«         ^'- 


\'B'       A'L" 

prenons  sur  le  côté  AB  homologue  de  A'B'  une  longueur  AD 
égale  à  A'B',  et  menons  DE  parallèle  à  BC.  Le  triangle  ADE 
est  semblable  au  triangle  ABC  (204),  et  il  suffit  de  démontrer 
l'égalité  des  triangles  ADE,  A'B'C. 

Or,  la  similitude  des  triangles  x\BC,  ADE,  donne  la  propor- 
tion 

AB       AC 
^'■^  ID  =  ÂË' 

qui  a  les  mêmes  numérateurs  que  la  proportion  (i);  les  déno- 
minateurs AD  et  A'B'  des  deux  premiers  rapports  étant  en 
outre  égaux  par  construction,  il  faut  que  AE  =  A'C';  les  deux 
triangles  ADE,  A'B'C,  sont  donc  égaux  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux. 
3"  Supposons  qu'on  ait 

AB         m^     .  CA 
^'^  A'B'  "^  b'L'^  C'A''' 

prenons  sur  le  côté  AB  une  longueur  AD  égale  à  A'B',  et  menons 
DE  parallèle  à  BC.  Le  triangle  ADE  est  semblable  à  ABC  (204), 
et  il  suffit  de  démontrer  l'égalité  des  triangles  ADE,  A'B'C. 

Or,  la  similitude  des  triangles  ADE,  ABC,  donne  la  série  de 
rapports  égaux 

AB        BC       CA 

^""^  ad^'de'ëâ' 

qui  présente  les  mêmes  numérateurs  que  la  série  (i).  Par 
suite,  les  dénominateurs  AD,  A'B',  des  deux  premiers  rap- 
ports étant  égaux  par  construction,  il  faut  qu'on  ait  aussi 

DE=rB'C,     EA==CA'; 

les  deux  triangles  ADE,  A'B'C,  sont  donc  égaux  comme  ayant 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 
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Corollaires. 

207.  Deux  triangles  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  leurs 
côtés  respect'wement  parallèles  ou  respectivement  perpendi^ 
culaires;  car,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  ces  triangles  oni  leurs 
angles  égaux  chacun  à  chacun  (80). 

208.  Deux  triangles  rectangles  sont  semblables,  lorsqu'ils 
ont  un  angle  aigu  égal, 

SCOLIES.  . 

209.  Il  résulte  du  n"  206  que,  dans  les  triangles,  l'égalité 
des  angles  entraîne  la  proportionnalité  des  côtés,  et  récipro- 
quement. Cette  propriété  fondamentale,  dont  la  découverte 
est  attribuée  à  Thaïes  (G39-548  av.  J.-C),  ne  subsiste  pas  pour 
des  polygones  quelconques.  Par  exemple,  un  carré  et  un  rec- 
tangle ont  leurs  angles  égaux,  et  cependant  leurs  côtés  homo- 
logues ne  sont  pas  proportionnels.  De  même,  un  carré  et  un 
losange  ont  leurs  côtés  proportionnels,  et  cependant  leur^ 
angles  ne  sont  pas  égaux, 

210.  Le  tableau  suivant,  dans  lequel  nous  avons  réuni  les 
cas  d'égalité  et  les  cas  de  similitude  de  deux  triangles,  en  les 
faisant  correspondre  un  à  un,  permet  de  comparer  les  deux 
théories. 

Deux  triangles  sont  : 

égaux,  I  semblables, 

lorsqu'ils  ont  : 


1°  Deux  angles  égaux  comprenant 

un  côté  égal  ; 
•i°  Un  angle  égal  compris  entre  deux 

côtés  égaux  ; 
3"  Les  trois  côtés  ésaux. 


1°  Deux  angles  égaux; 

2°  Un  angle  égal  compris  entre  deux 

côtés  proportionnels  ; 
3°  Les  trois  côtés  proportionnels. 


On  voit  que  chaque  cas  de  similitude  ne  renferme  que  deux 
conditions,  tandis  que  l'égalité  en  exige  toujours  trois, 

211.  11  importe  en  outre  de  remarquer  le  mode  uniforme 
de  démonstration  que  nous  avons  adopté  au  n°  206.  Le  pro- 
cédé consiste  à  prendre,  sur  un  côté  du  premier  triangle,  à 
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partir  du  sommet,  une  longueur  égale  au  côté  homologue  du 
second;  puis  à  mener,  par  le  point  ainsi  déterminé,  une  pa- 
rallèle à  l'un  des  deux  autres  côtés  du  premier  triangle.  On 
construit  ainsi  un  triangle  auxiliaire  qui,  d'après  le  lemme  du 
n"  204-,  est  semblable  au  premier;  et  les  conditions  renfermées 
dans  l'hypothèse  permettent  ensuite  de  démontrer  aisément 
que  ce  triangle  auxiliaire  est  égal  au  second  triangle,  en  vertu 
du  cas  d'égalité  qui  correspond  au  cas  de  similitude  que  l'on 
étudie. 

212.  Enfin,  il  reste  à  montrer  l'usage  de  cette  théorie,  c'est- 
à-dire  à  indiquer  de  quelle  manière  les  cas  de  similitude 
interviennent  dans  la  démonstration  des  théorèmes.  Deux 
triangles  semblables  satisfont  à  cinq  conditions,  et  chaque  cas 
de  similitude  comprend  deux  de  ces  conditions  groupées  de 
telle  sorte' que,  lorsqu'elles  sont  satisfaites,  les  cinq  soient 
remplies.  Par  suite,  quand,  dans  une  certaine  figure,  on  aura 
reconnu  la  similitude  de  deux  triangles  par  l'application  de 
l'un  des  trois  cas,  on  devra  en  conclure  immédiatement  que 
les  trois  autres  conditions  sont  remplies,  et  l'on  aura  acquis 
de  cette  manière  de  nouvelles  données  qui  permettront  d'aller 
plus  loin. 

Cherchons,  par  exemple,  dans  quel  rapport  se  coupent  les 
médianes  d'un  triangle. 

Les  médianes  d'un  triangle  sont  les  droites  qui  unissent 
respectivement  chaque  sommet  au  milieu  du  côté  opposé. 
Étant  donné  un  triangle  ABC  {fig-  i54),  traçons  deux  de  ses 
médianes  AD  et  BE  qui  se  coupent  au  point  G. 


Si  l'on  mène  la  droite  DE,  cette  droite  est  parallèle  au  côté 
AB  (190),  et  les  deux  triangles  AGB,  DGE;  sont  semblables, 
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aussi  bien  que  les  deu\  triangles  ACB,  ECD  (204).  On  a  donc 
la  suite  de  rapports  égaux 


1)G 
AG 


EG 
BG 


DE 
AB 


CD 
CB 


Puisque  DG  =  —  et  EG  —  —  >  il  en  résulte 


BG 

2 


BO,.*,"     „ 


EG 


BE 

3 


Ainsi,  deux  médianes  quelconques  d'un  triangle  se  coupent 
en  un  point  situé  au  tiers  de  chacune  d'elles,  à  partir  du  côté 
qu'elle  divise  en  deux  parties  égales. 

D'après  cela,  la  seconde  et  la  troisième  médiane  rencontrent 
la  première  au  même  point.  Donc,  les  trois  médianes  d'un 
triangle  concourent  en  un  même  point,  placé  sur  chacune 
d'elles,  comme  on  vient  de  le  dire. 

THÉORÈME. 

213.  Deux  polygones,  composés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun  et  semblablement  dis- 
posés, sont  semblables  [Jig-  i55). 

Fig.   i55. 


Soient  ABF,  FBi;,  EBC,  CED,  et  A'B'F,  F'B'E',  E'B'C, 
C'E'D',  deux  séries  de  triangles  respectivement  semblables  et 
semblablement  disposés;  le  polygone  ABCDEF,  formé  par  les 
premiers  triangles,  est  semblable  au  polygone  A'B'C'D'E'F' 
que  forment  les  seconds. 

En  effet  : 

i^  Les  angles  des  deux  polygones  sont  égaux,  soit  comme 
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angles  homologues  de  deux  triangles  semblables,  soil  comme 
sommes  d'angles  homologues  de  plusieurs  triangles  sembla- 
bles. Ainsi,  les  angles  A  et  A'  sont  égaux  comme  angles  ho- 
mologues des  deux  triangles  semblables  BAF,  B'A'F',  tandis 
que  l'angle  B  est  égal  à  l'angle  B'  comme  étant  la  somme  des 
trois  angles  ABF,  FBE,  EBC,  respectivement  égaux  aux  trois 
angles  A'B'F',  F'B'E',  E'B'C,  qui  composent  l'angle  B'. 

2°  Les  côtés  homologues  sont  proportionnels,  car  on  a  suc- 
cessivement : 

A  cause  des  triangles  semblables  ABF,  A'B'F', 

A  B^        AT^       B'J^ 
AB    ~    AF"         BF  ' 

A  cause  des  triangles  semblables  BFE,  B'F'E', 

WJ^       FF       FB' 
BF   "   bE   ^"  ÊB  ''' 

A  cause  des  triangles  semb^bles  EBC,  E'B'C, 

E'B^       B^       C'E\ 
~ËB  ~  ~m  '""   CE  ' 

A  cause  des  triangles  semblables  CED,  C'E'D', 

c/E'     cniy     p;f 
"cË~""cïr^  1)Ê^' 

d'où,  en  supprimant  les  rapport  communs, 

a;^^     at;     f^     BMy     c^)'     ive' 

AB   ^   AF      '   FE   ^   BC  ~   CD   ^   \)E  ' 

2ih.  Béciproquement,  deux  polygones  semblables  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  triangles  semblables 
et  semblablement  disposés  {Jîg.  i56). 

Soient  ABCDE,  A'B'C'D'E',  deux  polygones  semblables. 
Prenons  à  l'intérieur  du  premier  un  point  quelconque  0,  et 
joignons  ce  point  aux  extrémités  du  côté  AB;  puis,  sur  le 
côté  A'B'  homologue  de  AB,  et  dans  l'intérieur  du  poly- 
gone A'B'C'D'E',  construisons  les  angles  B'A'O',  A'B'O',  res- 
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peciivemeni  égaux  aux  angles  BAÔ,  ABO.  Le  point  0'  sera  le 
sommet  d'un  triangle  O'A'B'  semblable  au  triangle  OAB  (206), 


et  situé,  par  rapport  au  second  polygone  A'B'C'D'E',  de  la 
même  manière  que  le  triangle  OAB  par  rapport  au  polygone 
ABCDE. 

Cela  posé,  joignons  le  point  0  à  tous  les  sommets  du  premier 
polygone,  et  le  point  0'  à  tous  les  sommets  du  second  ;  les  deux 
polygones  seront  ainsi  décomposés  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblablement  disposés,  dont  il  s'agit  de  démontrer 
la  similitude  respective. 

Or,  les  deux  premiers  triangles  OAB,  O'A'B',  semblables 
par  construction,  donnent 

(ÏW       A'B' 


OB 


AB 


la  similitude  des  polygones  proposés  donne  à  son  tour 
AB'        BT/ 


on  a  donc 


AB 
(VB^ 


BC 

B'C 
"BG" 


D'ailleurs,  l'angle  O'B'C,  différence  des  angles  A'B'C,  A'B'O', 
qui  sont  respectivement  égaux  aux  angles  ABC,  ABO,  est  égal 
à  l'angle  OBC,  différence  de  ces  deux  derniers.  Donc  les  trian- 
gles OBC,  O'B'C,  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  proportionnels. 

De  la  similitude  des  triangles  O'B'C,  OBC,  on  déduirait  de 
même  celle  des  triangles  suivants  O'C'D',  OCD  ;  et  ainsi  de  suite. 

9 
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SCOLIES. 

215.  Deux  points  0  et  0',  situés  dans  le  plan  de  deux  poly- 
gones semblables,  sont  dits  homologues,  lorsqu'en  joignant 
l'un  d'eux  0  aux  extrémités  d'un  côté  AB  et  l'autre  0'  aux 
extrémités  du  côté  homologue  A'B',  on  obtient  deux  trian- 
gles OAB,  O'A'B',  semblables  et  semblablement  disposés  par 
rapport  aux  deux  polygones. 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  deux  points 
homologues  quelconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polygones  semblables  en  triangles 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  était  extérieur  au  polygone  ABCDE,  son  ho- 
mologue 0'  serait  aussi  extérieur  au  polygone  A'B'C'D'E';  il 
faudrait  alors  considérer  les  deux  polygones  comme  composés 
de  triangles  additifs  et  de  triangles  soustractifs. 

Si  le  point  0  coïncidait  avec  l'un  des  sommets  A,  son  homo 
logue  0'  coïnciderait  avec  le  sommet  A'. 

216.  Deux  droites  situées  dans  le  plan  de  deux  polygones 
semblables  sont  dites  homologues,  lorsque  leurs  extrémités 
sont  deux  à  deux  des  points  homologues;  telles  sont,  par 
exemple,  les  diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues. 

Le  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  deux  polygones, 

Fig.   157. 


Soient  en  effet  ABCDE,  A'B'C'D'E'  {fig.i^l),  deux  poly- 
gones semblables,  et  FH,  F'H',  deux  droites  homologues 
quelconques.  La  similitude  (215)  des  triangles  FAB,  F'A'B', 
prouve  l'égalité  des  angles  ABF,  A'B'F',  et  celle  des  rapports 

F'  B'    A'  B' 

-rrr  '  -Tir  •  De  même,  la  similitude  des  triangles  HAB,  H' A'  B', 
rJ>      Ab 
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entraîne  l'égalité  des  angles  HBA,  H'B'A',  et  celle  des  rap- 

H'B'    A'B' 
ports  -^  -  î  -r-jr-  •  On  a  par  suite 

FB^  _  WW^ 
bb  ~   UB  ' 
et 

angleFBH  ou  HBA-FBA  =  angleFB'H'  ou  H'B'A'-FB'A'. 

Donc,  les  triangles  FBH,  F'B'H',  sont  semblables  (206),  et  le 

Fil  ,     ,  ,     ^  ^  ,  F'B'    A'B' 

rapport  p^ttït  ^st  égal  a  chacun  des  rapports  égaux  -irn-î  "TïT' 

c'est-à-dire  au  rapport  de  similitude  des  deux  polygones  con- 
sidérés. 

THÉORÈME. 

217.   Le  rapport  des  périmètres  de  deux  polygones  sem- 
blables est  égal  à  leur  rapport  de  similitude. 

En  effet,  ABCDE,  A'B'C'D'E'  {Jig.  iS^),  étant  deux  poly- 
gones semblables,  les  rapports 

AB          BC          en  DE         EA 


»       ttttt;  î       TTrrrr  i       Tm^  >       ^^,  .  .  ' 


AB'       BC       CD         DE'       EA 

sont  tous  égaux  par  définition  (203)  au  rapport  de  similitude; 

donc,  en  vertu  d'une  propriété  connue,  la  somme  de  leurs 

numérateurs  et  celle  de  leurs  dénominateurs,  c'est-à-dire  les 

périmètres  des  polygones  ABCDE,   A'B'C'D'E',  forment  un 

rapport  égal  à  chacun  des  précédents,  c'est-à-dire  au  rapport 

de  similitude. 

THÉORÈME. 

218.  Deux  parallèles  quelconques  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  une  série  de  sécantes  issues  d'un  même 
point. 

Soient  AD,  A'D',  deux  parallèles,  et  une  série  de  sécantes 
OAA',  OBB',  OCC,  ODD',  issues  d'un  point  0  placé,  soit  entre 
les  deux  parallèles,  soit  extérieurement  {Jig.  i58);  on  a  la 
suite  de  rapports  égaux 

A^B'       B  C_  C/W 
^'^  AB    ^  BC   ~   CD  ' 
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En  effet,  les  triangles  semblables  OAB,  OA'B  (204),  donnent 

A'B'       OB' 


AB         OB 

De  même,  par  les  triangles  semblables  OBC,  OB'C,  on  a 
OB'       B'  C       OC/ 


OB         BC         OC 

Enfin,  les  triangles  semblables  OCD,  OC'D',  donnent  à  leur 
tour 

OC       CD' 


OC         CD 

En  supprimant  les  rapports  communs,  on  a  la  série  de  rapports 
égaux  (i)  qu'il  fallait  démontrer. 

219.  On  voit,  par  la  démonstration  même,  que  cette  série 
de  rapports  est  encore  égale  à  la  suite 

OA/       OB^       OC       OD  ' 
OA  ~  OB  ^  OC  ~"  OD  ' 

En  d'autres  termes,  le  rapport  de  deux  parties  correspon- 
dantes quelconques  des  deux  parallèles  est  le  même  que  celui 
des  distances  du  point  0  aux  deux  points  où  l'une  quelconque 
des  sécantes  rencontre  les  deux  parallèles. 


220.  Réciproquement,  lorsque  plusieurs  sécantes  AA',  BB', 
ce,  DD',  coupent  deux  parallèles  en  parties  proportionnelles, 
ces  sécantes  concourent  en  un  même  point  (Jig.  i58). 

Appelons  j  le  rapport  de  deux  parties  correspondantes  quel- 
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conques  des  deux  parallèles,  de  sorte  qu'on  ail 
A'B'        A'C        B'C  a 


AB  AC  BC  b 

1°  Si  les  deux  séries  de  points  A,  B,  C,  D,  et  A',  B',  C,  D', 
présentent  une  disposition  inverse  l'une  de  l'autre  (Jig.  i58), 
deux  sécantes  quelconques  AA'  etCC  se  coupent  en  un  point  0 
intérieur  aux  deux  parallèles;  de  plus,  les  triangles  semblables 
OAC,  OA'C,  donnent 

0A^_  A^C       a 
OA  ~   AC    "^  6' 

Ainsi,  l'une  quelconque  CC  des  sécantes  coupe  la  première 
d'entre  elles  AA',  en  un  point  0  situé  entre  A  et  A'  et  tel  que 

OA'       a 
OA"    '  b  ' 

Toutes  les  sécantes  concourent  donc  en  ce  point  0  (187). 

2°  Si  les  deux  séries  de  points  A,  B,  C,  D  et  A',  B\  C,  0', 
sont  disposées  de  la  même  manière  {Jig.  i58),  on  verra  de 
même  qu'une  sécante  quelconque  CC  coupe  la  première  AA' 
en  un  point  0  situé  hors  de  AA'  et  tel  que 

OX'  __a 
OA  "~  6  ' 

Toutes  les  sécantes  concourent  donc  aussi  en  ce  point  0  (  187). 
Lorsque  le  rapport  t  est  égal  à  l'unité,  les  parties  corres- 
pondantes des  deux  parallèles  sont  égales  entre  elles,  et  les 
sécantes  sont  toutes  parallèles.  Le  théorème  énoncé  subsiste 
donc,  à  la  condition  de  regarder  deux  parallèles  comme  deux 
droites  qui  concourent  à  l'injini. 

§  IV.  -  RELATIONS  MÉTRIQUES  ENTRE  LES  DIFFÉRENTES  PARTIES 
D'UN  TRUNGLE. 

DÉFINITIONS. 

221.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  une  droite  in- 
définie XY  le  pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point 
sur  cette  droite  (fig.  iSg). 
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Si  l'on  considère  une  droite  limitée  AB,  la  projection  de  celle 
droite  sur  XY  est  l'intervalle  ab  qui  sépare  les  projections  de 
ses  extrémités  A  et  B. 

Fig.   159. 

B 


THÉORÈME. 

222.  Si  du  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectan- 
gle ABC,  on  abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  l' hypoténuse, 
1°  chaque  côté  de  l'angle  droit  est  moyenne  proportionnelle 
entre  l'hypoténuse  et  sa  projection  sur  l'hypoténuse;  2°  la 
perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  segments  BD  et  CD  de  l'hypoténuse  [fig,  160). 


En  effet  : 

1"  Les  droites  AC  et  AD  sont  antiparallèles  par  rapport  à 
l'angle  B  (195),  puisqu'elles  font  un  angle  droit,  l'une  avec  le 
côté  BA,  l'autre  avec  le  côté  BC.  On  a  donc  (198) 

BÂ'=rBC.BD, 

et  l'on  démontrerait  de  même  la  relation  CA  =  BC.CD. 

2°  Les  droites  AC  et  AD  étant  anliparallèles  par  rapport  à 
l'angle  B,  les  angles  BAD  et  C  sont  égaux  (195);  par  suite,  si 
l'on  amène  le  triangle  ADB  en  ADB'  en  le  faisant  tourner  au- 
tour de  AD,  l'angle  B'AD  sera  égal  à  l'angle  C,  et  les  deux 
droites  AB'  et  ACseront  antiparallèles  par  rapporta  l'angle  ADC. 
On  aura  donc 


AD 


B'D.CD     ou     AD  ==BD.CD. 
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Corollaire. 

223.  En  joignant  un  point  quelconque  A  d'une  circonfé- 
rence aux  extrémités  B  et  C  d'un  diamètre  [Jtg.  160),  on  forme 
un  triangle  rectangle  (143).  De  là,  une  nouvelle  manière  d'é- 
noncer la  proposition  précédente  : 

i"*  Toute  corde  AB  d'un  cercle  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  BC  qui  passe  par  l'une  de  ses  extrémités  et 
sa  projection  BD  sur  ce  diamètre; 

2°  La  perpendiculaire  AD,  abaissée  d'un  point  quelconque  \ 
d'une  circonférence  sur  un  diamètre  BC,  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  segments  BD  et  CD  de  ce  diamètre. 

THÉORÈME. 

224.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  étant  évalués 
en  nombres  au  moyen  d'une  unité  commune ,  le  carré  du 
nombre  qui  mesure  l'hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  nombres  qui  mesurent  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit;  ou  plus  brièvement,  dans  tout  triangle  rectangle,  le 
carré  de  V hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés. 

En  effet,  en  ajoutant  les  deux  relations  (222,  1°)  : 

Âb'=:BC.BD,    âc'z^bc.cd, 

on  obtient 

ÂB  VÂc'=^BC(BD-f-CD)     ou     ÂB-+-Âc'=Bc\ 

Corollaires. 

225.  Ce  théorème  permet  de  calculer  l'un  des  côtés  d'un 
triangle  rectangle  quand  on  connaît  les  deux  autres. 

Si  l'on  connaît  les  deux  côtés  6  et  c  de  l'angle  droit,  l'hypo- 
ténuse a  résulte  de  la  formule 


fl=  =!>'-;-  c%     d'où     «  =  v'^"  -+-  ^' 


Ainsi,  soient  6  =  3,  c  =  4>  on  a  a  =:  y'9  -h  16  =  sjiîî  —  5. 
Si  l'on  connaît  l'hypoténuse  a  et  l'un  des  côtes  b  de  l'angle 
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droit,  on  trouve  l'autre  côté  c  par  la  formule 

c^=a''—b\     d'où     c=s/a'—b' 


Ainsi,  pour  a=  5  et  6=  3,  on  a  c=  \/25  —  9  =  y/i^  =  4- 

Il  résulte  encore  de  la  proposition  précédente  que  le  rap~ 
port  de  la  diagonale  d'un  carré  au  côté  de  ce  carré  est  égal 


à  \/2.  La  diagonale  AC  est  en  effet  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  et  isocèle  ABC  (fig.  161),  dans  lequel  on  a 


d'où 


AC    =:AB    4-BC    r=2.AB    , 


AC  AC_  r 

AB  A^ 


Ainsi,  la  diagonale  et  le  côté  d'un  carré  sont  deux  droites 
incommensurables  entre  elles,  puisque  leur  rapport  est  un 
nombre  incommensurable.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  dé- 
montré par  la  Géométrie  pure  (149). 

THÉORÈME. 
226.  Dans  tout  triangle,  le  carré  d'un  côté  opposé  à  un 
angle  aigu  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
côtés,  moins  deux  fois  le  produit  de  l'un  de  ces  côtés  par  la 
projection  du  second  sur  le  premier, 

Fig.  i63. 


B         D 


Soient  ABC  le  triangle  proposé,  C  un  angle  aigu  et  CD  la 


LIVRE   III.    —    LES    FIGURES    SEMBLABLES.  187 

projection  du  côté  AC  sur  CB;  il  s'agit  de  démontrer  la  rela- 
tion 

ÂB  =BC  -4-ÂC  -  2BC.CD. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant  que  la  perpendicu- 
laire AD  tombe  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  triangle  ABC; 
le  premier  cas  a  lipu  lorsque  l'angle  ABC  est  aigu,  et  le  second 
lorsque  cet  angle  est  obtus  (43). 

Dans  le  premier  cas  {fig,  162),  le  triangle  rectangle  ABD 
donne 

(i)  âb'^bdVad\ 

Or,  puisque  le  point  D  est,  par  hypothèse,  situé  entre  C  et  B, 

on  a 

BD  =  BC  -  CD, 

et,  par  suite,  d'après  un  théorème  connu  d'Arithmétique  ('), 
Bd'=BcVcd'—  2BC.CD. 
En  portant  cette  valeur  de  BD    dans  la  relation  (i),  on  trouve 

âb'=bcVgd  Vâd'— 2BC.CD; 

et,  comme  le  triangle  rectangle  ACD  donne 

CDVÂD'r=:Âc', 

on  a  finalement 

ÂB  =  BC  -f  ÂC  -2BC.CD. 

Dans  le  second  cas  (Jîg,  i63),  la  démonstration  est  la  même. 
Il  est  vrai  que,  au  lieu  de 

BD  =  BC-CD,     on  a     BD  =  CD-BC; 

mais  comme,  en  vertu  du  théorème  d'Arithmétique  cité,  le 
carré  de  BD  reste  le  même,  et  que  c'est  ce  carré  seul  qui 


(')  Le  carré  de  la  différence  de  deux  nombres  est  égal  au  carré  du  premier 
nombre,  plus  le  carré  du  second,  moins  le  double  produit  de  ces  deux  nombres. 
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figure  dans  la  démonsiralion,  on  voit  que  loul  le  raisonnement 
subsiste. 

THÉORÈME. 

227.  Si  l'un  des  angles  d'un  triangle  est  obtus,  le  carré  du 
côté  opposé  à  cet  angle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  plus  deux  fois  le  produit  de  l'un  de  ces  côtés 
par  la  projection  du  second  sur  le  premier  {fig.  i64). 

Fig.   164. 


Soient  ABC  le  triangle  proposé,  G  l'angle  obtus,  et  CD  la 
projection  de  AC  sur  BC;  il  s'agit  de  démontrer  la  relation 

ÂB'r=BcVÂC  -1-2BC.CD. 
Le  triangle  rectangle  ABD  donne 

(0  âb%=bdVâd\ 

Or,  puisque  l'angle  ACB  est  obtus,  la  perpendiculaire  AD 
tombe  hors  du  triangle  (43),  et  le  point  D  est  extérieur  à  BC; 
on  a  donc 

BD  =r  BC  H-  CD, 

et,  par  suite,  en  vertu  d'un  théorème  connu  d'Arithmétique  (*), 

BD'=zi:BC    -H  CD  V  2BC.CD. 

En  substituant  cette  valeur  de  BD    dans  la  relation  (i),  on 
trouve 

AB'=rBC  VcoVÂdV^BCCD; 


(')  Le  carré  de  la  somme  de  deux  nombres  est  égal  au  carré  du  premier, 
plus  le  carré  du  second,  plus  le  double  produit  de  ces  deux  nombres. 
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et,  comme  le  triangle  rectangle  ACD  donne 

cdVâï)'=âc', 

on  a  finalement 

ÂB*=BC  +ÂC  -f-2BC.CD. 

Corollaires. 

2*28.  II  résulte  des  trois  théorèmes  précédents  que,  dans 
un  triangle j  le  carré  d'un  côté  est  inférieur,  égal  ou  supérieur 
à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  suivant  que  l'angle 
opposé  à  ce  côté  est  aigu,  droit  ou  obtus  ;  donc,  réciproque- 
ment (40),  un  angle  d'un  triangle  est  aigu,  droit  ou  obtus, 
suivant  que  le  carré  du  côté  opposé  à  cet  angle  est  inférieur, 
égal  ou  supérieur  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

Par  exemple,  si  a  =  5,  6  =  4,  c  =  3,  l'angle  A  est  droit  et 
le  triangle  est  rectangle,  puisque  25  =  i6  -h  9.  De  même,  si 
rt=:ii,  ^  =  9,  c=8,  l'angle  A  est  aigu,  puisque  11'  ou  121 
est  moindre  que  9^-f-  8%  c'est-à-dire  que  81  -h  64  =  i^5. 

229.  Comme  application  des  théorèmes  qui  précèdent,  nous  allons  cal- 
culer les  hauteurs  d'un  triangle  en  fonction  des  côtés.  Nous  désignerons 
par  ABC  le  triangle  considéré,  et  par  a,  b,  c,  les  longueurs  des  côtés  res- 
pectivement opposés  aux  angles  A,  B,  C. 

Cherchons  la  hauteur  AD  =  h  issue  du  sommet  A.  Des  deux  angles  B 
et  C,  l'un  au  moins  est  aigu;  supposons  que  ce  soit  l'angle  C  {fg.  i63). 

On  a  d'abord,  dans  le  triangle  rectangle  ADC  (225), 

h'r=  b'-CÛ', 
puis,  dans  le  triangle  ABC  (226), 

c':=a'^  b'~-ia.CD. 
On  déduit  de  là 

CD 


■AU 


et  la  première  relation  devient 

Il   —  0  - — . — ; 

4  a  4  w 
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OU,  en  vertu  d'un  théorème  d'Arithmétique  {') 

—   (^  -t"  ^  +  <^)  (<^  ^  <^>'  —  ^)  (^  -i-  <^^  —  ^)  (^  —  <^  -^  ^) 

Or,  si  l'on  désigne  par  p  le  demi-périmètre  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire 
si  l'on  pose 

a  -h  b  -i-  c  =  2/7, 
on  a 

b  -^  c  —  a  ~  ip  ~  la  =  2[p  —  a), 

a  -^  c  --  b  —  ip  —  ib  =  i[p  —  b)^ 

a -+■  b  ~  c  =  ip — ic  —  i[p  —  c). 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  A^,  simplifiant  et  extrayant 
la  racine  carrée,  on  obtient 

(']     h  =  ~Jp[p-a)[p-b)[p-c). 

Exemple,  Pour  les  hauteurs  /^,  //,  //',  du  triangle  dont  les  côtés  sont 
i3,  9  et  6,  on  trouve,  à  i  millième  près, 

//  =  3,64i,    A'=5,25(),     /^"  =  7,886. 

THÉORÈME. 

230.  La  somme  des  carrés  de  deux  côtés  d'un  triangle  est 
égale  à  deux  fois  le  carré  de  la  médiane  relative  au  troisième 
côté,  plus  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  de  ce  troisième  côté 
{fig.  i65). 

Fig.  i65. 


Soient  ABC  le  triangle  proposé,  AD  la  médiane  relative  au 
côté  BC,  et  AE  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  BC. 


('  )  La  différence  des  carrés  de  deux  nombres  est  égale  au  produit  de  la  somme 
de  ces  deux  nombres  par  leur  différence. 


ij  4»^=iHr'!lH(!"0 
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L'angle  ADB  étant  aigu,  on  a,  dans  le  triangle  ADB, 

Âb'=:  ÂD  -f-  BD  -  2BD.de. 
L'angle  ADC  étant  obtus,  on  a,  dans  le  triangle  ACD, 

ÂC  r=zÂD%  CD V  2CD.de. 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  et  en  observant  que  CD  =  BD, 
on  trouve 

(i)  ÂB  -+-ÂG'=aÂDV2BD\ 

Corollaires. 

231.  Considérons  un  quadrilatère  ABCD  [fg,  i66),  et  soient  E  et  F  les 

Fig.  166. 


milieux  des  deux  diagonales  AC  et  BD.  En  appliquant  successivement  le 
théorème  qui  précède  aux  triangles  ABC  et  ADC,  on  a 

ÀB  +BC*='2ÂËV'2BË\ 
Cd'-+-DÂ'=:2ÂÊ  -f  2DË'; 

d'où,  en  ajoutant  et  en  désignant  par  S  la  somme  des  carrés  des  quatre 
côtés  du  quadrilatère, 

S  =  4ÂêV2(bêVdê'). 

Or,  dans  le  triangle  BED,  on  a  , 

BÊ'-f-DÊ'=2BF'-+-2ËF'. 
Donc,  enfin, 

S  =  4ÂËV  4Bf'-+-  4Ëf'=  Âc'-+-  BD^-h  4Ëf\ 

Ainsi,  dans  tout  quadrilatère ,  la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés  est 
■i((de  à  la  somme  des  carrés  des  deux  diagonales,  plus  quatre  fois  le  carré 
le  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  ces  diagonales. 

Pour  que  le  quadrilatère  soit  un  parallélogramme,  il  faut  et  il  suffit 
[ue  les  points  E  et  F  coïncident  (85,  86).  Donc,  dans  tout  parallélo- 
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gramme,  la  somme  des  carrés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  diagonales,  et  réciproquement,  si  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un 
quadrilatère  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux  diagonales,  ce 
quadrilatère  est  un  parallélogramme^ 

232.  Revenons  au  triangle  ABC  [fig.  i65).  Si,  les  points  B  et  G  res- 
tant fixes,  le  sommet  A  se  déplace  de  manière  que  la  somme  des  carrés 
des  côtés  AB  et  AC  reste  constante,  la  relation  (i)  du  n°  230  montre  que 
la  valeur  de  la  médiane  AD  restera  constante.  Donc,  le  lieu  des  points 
dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante 
est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  milieu  de  la  droite  qui  unit  les 
deux  points  fixes.  D'ailleurs,  pour  trouver  le  rayon  AD  de  ce  cercle,  il 

suffit  de  remplacer  dans  la  relation  (i)  la  somme  AB  h-  AC  par  la  con- 
stante donnée  K^;  on  a  ainsi  successivement 


K'^  2AD  -t-2BD',     Ad'-=!^-Bd',     AD=v/^-BD 


v/F 


On  voit  que  le  lieu  n'existe  qu'autant  que  la  condition 


—  >  BD'     ou     K  >  BD  yJ^i. 


est  satisfaite. 


233.  Enfin,  comme  dernière  application  du  théorème  précédent,  nous 
calculerons  les  médianes  d'un  triangle  en  fonction  des  côtés. 
m  étant  la  médiane  relative  au  côté  BC  =  «,  on  a,  par  la  relation  (i), 


■"©^ 


d'où     m  ~  -  \J'i  [b'^  -+-  c^  ) 


Exemple.  Pour  les  médianes  /«,  w',  m\  du  triangle  dont  les  côtés  sont 
i3,  9  et  6,  on  obtient,  à  i  millième  près, 

/;/  =  4jo3i,     /«'— 9,069,     w"=  10,770. 

THÉORÈME. 
23i.  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  d'un  triangle 
est  égale  au  double  produit  du  troisième  côté  par  la  projection 
de  la  médiane  correspondante  sur  ce  même  côté. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé  [fig.  i65);  reprenons  les  deux 
égalités 

ÂBr^r  Âd'  -f-  BD   -  2BD.DE, 

ÂC    -^ÂD  -i-CD'  +  2CD.DE, 
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considérées  au  n«  230,  et  retranchons  la  première  de  la  se- 
conde, en  observant  que  BD  —  CD;  il  viendra 

ÂC-Âb'^  4BD.de    ou     ÂC- ÂB^::- 2BC.de. 

Corollaire. 
235.  Si,  les  points  B  et  C  restant  fixes,  le  sommet  A  se  déplace  de 

façon  que  la  différence  AC'  —  AB  reste  constante,  la  relation  précédente 
prouve  que  la  projection  DE  de  la  médiane  ne  change  pas,  c'est-à-dire 
que  la  projection  E  du  sommet  mobile  A  sur  la  droite  BC  reste  fixe.  Donc, 

/c  lieu  des  points  A,  dont  la  différence  AC  —  AB  des  carrés  des  distances 
à  deux  points  fixes  C  ^^  B  est  constante,  est  une  droite  perpendiculaire 
à  la  droite  BC  qui  unit  les  deux  points  fixes.  D'ailleurs,  pour  avoir  la 
valeur  de  DE,  il  suffît  de  remplacer  dans  la  relation  qui  précède  la  dif- 
férence AC  —  AB  par  la  constante  donnée  K^  ;  on  a  ainsi  successivement 


K-=-2BC.DE,    DE--^ 

'  ^   Vit' 


2BC 


THÉORÈME. 

236,  Le  produit  de  deux  côtés  d^un  triangle  est  égal  au  carré  de  la 
bissectrice  de  leur  angle,  augmenté  du  produit  des  deux  segments  que 
cette  bissectrice  détermine  sur  le  troisième  côté. 

En  effet,  soient  [fig.  167)  ABC  le  triangle  proposé,  ACEBE'  le  cercle 
circonscrit,  et  AD  la  bissectrice  de  l'angle  BAC  qui  passe  évidemment  par 


Fig.  167. 


A^- 


Fig.   168. 


le  milieu  E  de  l'arc  BC;  les  triangles  ABE,  ADC,  ont  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  savoir  :  l'angle  BAE  égal  à  l'angle  DAC,  puisque  la 
droite  AE  est,  par  hypothèse,  bissectrice  de  l'angle  BAC,  et  les  angles 
BEA,  DCA,  égaux  entre  eux  comme  inscrits  dans  le  même  segment  BECA. 
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Ces  triangles  sont  donc  semblables,  et  l'on  a 

AB      AE 
ÂD~AG 

ou  (199) 

AB.AC  =  AE.AD  =  (AD  ^  DE)  AD  =  ÂdV  DA.DE  =  ÀdV  DB.DC. 

237.  En  considérant  la  bissectrice  AD'  de  l'angle  extérieur  CAF',  qui 
passe  évidemment  par  le  milieu  E'  de  l'arc  BAC,  on  déduirait  de  la  simi- 
litude des  triangles  ACD',  ABE',  la  relation 

AB.AC  =AE'.  AD', 

qu'on  transformerait  ensuite  dans  la  suivante  : 

AB.AC  =  D'B.D'C-ÂD''. 

Donc,  le  produit  de  deux  côtés  dhm  triangle  est  égal  au  produit  des 
deux  segments  soustractifs  que  la  bissectrice  de  leur  angle  extérieur  dé- 
termine sur  le  troisième  côté,  diminué  du  carré  de  cette  bissectrice. 

238.  Ces  théorèmes  permettent  de  calculer  les  longueurs  des  bissec- 
trices en  fonction  des  côtés  du  triangle. 

S'agit-il,  par  exemple,  de  la  bissectrice  AD  =  a,  il  suffit  de  remplacer 
dans  la  relation 

^c  =  a--f-DB.DC, 

les  segments  DB  et  DC  par  leurs  valeurs  que  l'on  déduit  (191)  des  équa- 
tions '\  \ 

DB      DC     i  DB  -^  DC  a  ^_ 


c         b      \    b  -\-  c         b  ^  c 

On  trouve  ainsi,  réductions  faites,  et  en  désignant  par  p  le  demi-périmètre 
du  triangle, 

^  =  irrz^bcp[p-a). 


Un  calcul  analogue  donnerait  pour  la  bissectrice  AD'  =  a'  de  l'angle 
extérieur 

1 


\Jbc{p-b)[p- 


Exemple.  Pour  les  bissectrices  intérieures  a,  p,  7,  et  pour  les  bissec- 
trices extérieures  a',  p',  7',  du  triangle  dont  les  côtés  sont  i3,  6  et  9,  on 
obtient  à  i  millième  près 

a=    3,833,     p  =  7,778,    7=10,407, 


^y^ 


a'=  30,983,     p'=  7,187,     7'=  12,093. 


LIVRE    III.   —    LES    FIGURES    SEMBLABLES.  l45 

SCOLIE. 

239.  Voici  une  autre  expression  souvent  utile  du  produit  de  deux  côtés 
d'un  triangle  : 

Le  produit  de  deux  côtés  AB,  AC,  dhin  triangle  est  égal  au  produit  du 
diamètre  AD  du  cercle  circonscrit  par  la  hauteur  AE  relative  au  troisième 
côté  [fig.  168). 

La  relation  à  démontrer 

AB.AC  =  AD.AE    ou    ^  =  ^: 
AD       AL 

résulte  immédiatement  de  la  similitude  des  deux  triangles  rectangles  ABD, 
AEC,  dont  les  angles  aigus  D  et  C  sont  égaux  comme  inscrits  dans  le  môme 
segment. 

Ce  théorème  permet  de  calculer,  en  fonction  des  côtés  du  triangle,  le 
rayon  R  du  cercle  circonscrit;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer,  dans  lé- 
galité 

bc  =  2R.AE, 

la  hauteur  AE  par  sa  valeur  donnée  au  n"  229  ;  on  trouve  alors 

abc 


R 


^>Jp[p-ci)[p-b)[p~c) 
Pour  rt  =  i3,  ^  =  9,  c  —  6,  on  a  R  —  7,416. 


ac 


•e 


t    2?3^ 


oc^ 


■--,fé.=-^'-#'A-'(%l^:) 


TÔ 
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La  première  proportion  et  l'égalité  évidente  des  angles  ABI,  DBG,  prouvent 
que  les  triangles  ABI,  DBG,  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  proportionnels  ;  on  a  donc 

(2)  1?  =  ^     ou     AB.DC  =  BD.A1, 

et,  en  ajoutant  les  égalités  (i)  et  (2), 

AB.DC  +  AD.BG  =  BD  (AI  -h  IG). 

Gomme  AG  est  moindre  que  AI  -h  IG,  on  voit  qu'en  général  dans  un 
quadrilatère  le  produit  des  diagonales  est  mouidre  que  la  somme  des  pro- 
duits des  côtés  opposés.  Pour  qu'il  y  ait  égalité  entre  les  deux  produits, 
il  faut  que  AG  =  AI-f-IG,  c'est-à-dire  que  l'angle  BGI,  égal  à  l'angle  BDA, 
soit  égal  à  l'angle  BGA,  en  d'autres  termes,  que  la  circonférence  déter- 
minée par  les  points  A,  B,  G,  passe  par  le  point  D. 

GOROLLAIRE. 

241.  Soit  ABGD  [Jig.  170)  un  quadrilatère  inscrit;  en  prenant  l'arc  AD' 
égal  à  l'arc  GD,  et  l'arc  DA'  égal  à  l'arc  AB,  on  forme  deux  nouveaux 
quadrilatères  inscrits  GBAD',  BGDA',  qui  donnent,  en  vertu  du  théorème 
précédent, 

,AG.BD'=  AB.GD'-+-  GB.AD',    BD.GA'=  DG.BA'-+-  BG.DA'. 

En  divisant  membre  à  membre,  et  observant  que 

BD'-rGA',    GD'=BA'  =  AD,    AD'=GD,     DA'=AB, 

puisque  à  des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes  égales,  on  trouve 

AG      AB.AD-^GB.GD 
m  "DG.DA  --BG.BA* 

Donc,  dans  tout  quadiilatère  inschptihle,  le  rapport  des  diagonales  est 
égal  au  rapport  de  la  somme  des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux 
extrémités  de  la  première  diagonale  à  la  somme  des  produits  des  côtés 
qui  aboutissent  aux  extrémités  de  la  seconde,  La  réciproque  est  vraie. 

SCOLIE. 

242.  Ge  théorème  permet  de  calculer  les  diagonales  AG  =  ^,  BD  =  j, 
d'un  quadrilatère  inscrit  en  fonction  des  côtés  AB  =  «,  BG  =  b^  GD  =  c, 
DA  =  d.  En  effet,  on  a,  d'après  les  deux  propriétés  démontrées, 

.  ,  ,       X       ad  -^  hc 
xy=zac^  bd,     -  =  — -^ 

f      ah  -h  cd 

d'où,  en  multipliant  et  divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

î  _  ^^^  '^'  ^^^^^  {ad  -^  bc)  ^  ^[ac  ^  bd)  [ab  -1-  cd) 

^  ~'  ab  -^-  cd  -^    ~  mJ-^  bc 
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§  V.  -  PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 

2V3.  Diviser  une  droite  A  en  parties  proportionnelles  à  des 
droites  données  M,  N,  P,  ou  en  un  certain  nombre  de  parties 


Fig.  J72. 


égales. 

Fig.  171. 

M. ( 

Ni 1 

Pi 1 

C        K       F       G       il        0 


Après  avoir  tracé  un  angle  CBl)  de  grandeur  convenable 
ijig.  171),  prenez  sur  le  côté  BC  une  longueur  BE  égale  à  A, 
et  sur  le  côté  BD  des  longueurs  BF,  FG,  GH,  respecUvement 
égales  à  M,  N,  P.  Tirez  HE,  et  menez  FL,  GK,  parallèles  à  HE. 
La  droite  BE  ou  A  sera  ainsi  divisée  aux  points  L  et  K  en  par- 
ties proportionnelles  à  M,  N,  P.  On  a  en  effet  (188) 


BL       LK       KE 

BL       LK       KE 

BF  ~  FG  ~  GH 

ou 

M          N          P 

244.  Si  l'on  devait  partager  A  proportionnellement  à  des 
nombres  donnés  m,  n,  p,  on  représenterait  ces  nombres  par 
des  droites  M,  N,  P,  en  adoptant  une  certaine  longueur  comme 
unité,  et  l'on  retomberait  sur  la  question  précédente. 

245.  Enfin,  le  procédé  graphique  que  nous  venons  d'indi- 
quer permet  aussi  de  diviser  une  droite  A  en  parties  égales; 
il  suffit  évidemment  de  supposer  M,  N,  P,  quelconques,  mais 
égales  entre  elles;  ce  qui  revient  à  porter  sur  BD  des  lon- 
gueurs BF,  FG,  GH,  égales  entre  elles,  et  à  mener  par  F  et  G 
des  parallèles  à  HE. 

246.  Lorsqu'on  a  plusieurs  droites  à  diviser  en  un  même 

10. 
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nombre  de  parties  égales,  on  préfère  employer  le  tracé  sui- 
vant : 

5  étant,  par  exemple,  le  nombre  des  parties  égales,  tirez  une 
droite  indéfinie  CD  {fig^  1 7-2)  sur  laquelle  vous  porterez  cinq  fois 
une  même  ouverture  de  compas  CE  =  EF  =:  FG  =  GH  =  HD. 
Des  extrémités  C  et  D  comme  centres,  avec  CD  pour  rayon, 
décrivez  successivement  deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont 
en  un  point  0,  et  menez  OC,  OE,  OF,  OG,  OH,  OD.  Cela  étant, 
prenez  Ok  et  OB  égales  à  l'une  des  droites  que  vous  voulez 
diviser,  et  tirez  AB;  cette  droite  AB  sera  égale  à  la  droite  pro- 
posée, puisque  le  triangle  OCD  étant  équilatéral,  le  triangle 
OAB  qui  lui  est  semblable  doit  l'être  aussi,  et  de  plus  AB  sera 
divisée  (218),  par  les  sécantes  issues  du  point  0,  en  cinq 
parties  proportionnelles  aux  parties  de  CD,  c'esl-à-dire  égales 
entre  elles. 

PROBLÈME. 

247.  Trouver  la  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 
données  M,  N,  P. 

Fig.  173. 


Après  avoir  tracé  un  angle  BAC  de  grandeur  convenable, 
prenez  {fig.  173)  sur  le  côté  AB  des  longueurs  AB  et  AD  res- 
pectivement égales  à  M  et  à  N,  et  sur  le  côté  AC  une  longueur 
AC  égale  à  P;  tirez  BC  et  menez  DE  parallèle  à  BC;  AE  sera  la 
quatrième  proportionnelle  cherchée.  On  a,  en  effet  (189), 

AB      AC  ?î  _  _L 

AD~AE     ^"      N"~ÂË* 

SCOLIES. 

248.  Si  les  droites  N  et  P  étaient  égales,  AE  serait  la  troi- 
sième proportionnelle  à  M  et  à  N. 

249.  Si  l'on  avait  à  construire  une  droite  x  liée  à  plusieurs 
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longueurs  données  «,  b,  c,  </,  a\  b',  c',  par  une  expression  de 

la  forme 

abcd 

dans  laquelle  le  numérateur  conlienl  un  facteur  de  plus  que 
le  dénominateur;  on  poserait  successivement 


ab 

—7  —  a» 
a! 


d'où  l'on  déduirait 


ê, 


Alors,  on  construirait  d'abord  la  droite  auxiliaire  a  qui  est  la 
quatrième  proportionnelle  à  a\  a,  b;  puis  la  droite  ê,  qui  est 
la  quatrième  proportionnelle  à  b\  a,  c;  et  enfin  x,  qui  est  la 
quatrième  proportionnelle  à  c'y  ê,  d, 

PROBLÈME. 

250.    Construire   la  moy^enne  proportionnelle  entre  deux 
droites  données  A  e/  B. 

1°  Prenez,  à  la  suite  l'une  de  l'autre  [Jig.  i74)>  sur  une 
droite  indéfinie,  deux  longueurs  CD  et  DE  respectivement 


Fig.   i7i. 


ODE 


Fig.  175. 


0  E      0'      D 


égales  à  A  et  à  B.  Sur  CE,  comme  diamètre,  décrivez  une  cir- 
conférence, et  par  le  point  D  élevez  DF  perpendiculaire  à  CE. 
La  droite  DF  sera  (223)  la  moyenne  proportionnelle  entre  CD 
et  DE,  c'est-à-dire  entre  A  et  B. 

2°  Lorsque  les  droites  données  A  et  B  sont  un  peu  grandes, 
on  préfère  le  procédé  suivant  :  prenez  sur  une  droite  indé- 
finie [fg.  1 75  ),  et  à  partir  du  même  point  C,  deux  longueurs  CD 
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et  CE  respectivement  égales  à  A  et  à  B;  sur  CD,  comme  dia- 
mètre, décrivez  une  circonférence,  et  élevez  EF  perpendicu- 
laire à  CD;  enfin  tirez  FC.  La  corde  FC  sera  (223)  la  moyenne 
proportionnelle  entre  CD  et  CE,  c'est-à-dire  entre  A  et  B. 

3°  On  pourrait  aussi,  après  avoir  pris  CD  et  CE  égales  à  A  et 
à  B  [Jig.  175),  décrire  une  circonférence  quelconque  passant 
par  E  et  D,  par  exemple  la  circonférence  dont  ED  est  le  dia- 
mètre, puis  mener  la  tangente  CG  à  cette  circonférence.  Cette 
tangente  (201)  serait  la  moyenne  proportionnelle  entre  CD 
et  CE,  c'est-à-dire  entre  A  et  B.  Toutefois,  au  point  de  vue 
graphique,  ce  procédé  est  inférieur  au  précédent,  et  il  con- 
vient de  ne  l'employer  que  lorsqu'on  veut  relier  la  construc- 
tion à  une  autre  figure  qui  contient  déjà  plusieurs  des  lignes 
dont  ce  procédé  exige  le  tracé. 

SCOLIES. 

251.  La  moyenne  proportionnelle  entre  deux  longueurs 
prend  souvent  le  nom  de  moyenne  géométrique,  tandis  qu'on 
appelle  moyenne  arithmétique  de  ces  deux  longueurs  leur 
demi-somme. 

Les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  CGO'  [fig-  17^)  repré- 
sentent respectivement  :  CG  la  moyenne  géométrique  des  deux 
droites  A  et  B,  CO'  leur  moyenne  arithmétique  et  GO'  leur 
demi-difîérence.  Comme  le  côté  CG  est  moindre  que  l'hypo- 
ténuse CO',  on  voit  que  la  moyenne  géométrique  est  moindre 
que  la  moyenne  arithmétique.  Appelons  ô  leur  différence;  le 
triangle  0'  CG  donne 

Ô^'==C(y'  — CG'  =  (CO'-i-  CG)(C0'-  CG); 

or,  les  moyennes  CO'  et  CG  sont  toutes  deux  supérieures  à  la 
plus  petite  B  des  deux  lignes  proposées;  on  a  donc 


(~^") 


>2.B.Ô,     d'où     à<^  ^ 


8B 


Ainsi,  la  différence  entre  la  moyenne  arithmétique  et  la 
moyenne  géométrique  de  deux  longueurs  A  e^  B  est  moindre 
que  le  carré  de  la  différence  de  ces  longueurs,  divisé  par  huit 
fois  la  plus  petite. 
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PROBLÈME. 

252.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles  [Jig,  176). 

Soient  les  deux  cercles  C  et  C  de  rayons  R  el  R',  et  sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  R>>R'.  AA'  élani  une  tangente 

Fig.  i7(i. 


commune  extérieure  qui  coupe  la  ligne  des  centres  en  0,  au 
delà  de  CC,  les  rayons  CA,  C'A',  sont  parallèles  et  de  même 
sens,  et  l'on  a 

OC  _^       R 
^^^  OC'"~C'A'~R'' 

Or,  toute  droite  MM'  qui  unit  les  extrémités  de  deux  rayons 
parallèles  et  de  même  sens  CM  et  CM'  coupe  également  la 
ligne  des  centres  en  un  point  Oi  situé  au  delà  de  CC,  et  tel,  que 

O.C  _  CM  _  R 
O.C  ""  CM   ~"  R'' 

Les  deux  points  0  et  0,  se  confondent  donc  (187). 

De  même,  RR'  étant  une  tangente  commune  intérieure  qui 
coupe  la  ligne  des  centres  en  0'  entre  C  et  C,  les  rayons  CR, 
CR',  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  et  l'on  a 

^^^  0'C~CR'  "~R'* 

Or,  toute  droite  MN'  qui  unit  les  extrémités  de  deux  rayons 
parallèles  et  de  sens  contraires  CM,  CN',  coupe  également  la 
ligne  des  centres  en  un  point  0',  situé  entre  C  etC,  et  tel,  que 

0;C  _  CM  _  R 
O'.C  "CN'""  R'' 

Les  deux  points  0'  et  0',  se  confondent  donc  (187). 
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De  là  résulte  la  conslruclion  suivante  :  Menez  dans  le  pre- 
mier cercle  un  rayon  quelconque  CM,  et  dans  le  second  le 
diamètre  M'N'  parallèle  à  CM;  tirez  MM'  et  MN',  et  des 
points  0  et  0',  où  ces  droites  coupent  la  ligne  des  centres, 
menez  des  tangentes  à  l'un  des  cercles;  elles  toucheront  éga- 
lement l'autre  cercle. 

11  y  aura  deux  tangentes  communes  extérieures,  tant  que  le 
point  0  sera  situé  hors  du  cercle  C.  La  relation  (i),  mise  sous 
la  forme 

OC  R  „^  ce       „ 

montre  que,  pour  que  OC  soit  plus  grand  que  R,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  distance  CC  des  centres  soit  plus  grande  que  la 
différence  R  —  R'  des  rayons,  c'est-à-dire  que  les  deux  cercles 
ne  soient  ni  intérieurs  l'un  à  l'autre,  ni  tangents  intérieure- 
ment. Quand  les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement, 
on  a  CC'=:  R  —  R',  par  suite  OC  =  R,  et  le  point  0  n'est  autre 
que  le  point  de  contact  des  deux  cercles;  il  n'y  a  alors  qu'une 
tangente  commune  extérieure. 

De  même,  pour  qu'il  y  ait  deu'x  tangentes  communes  inté- 
rieures, il  faut  que  le  point  0'  soit  extérieur  au  cercle  C.  La 
relation  (2),  mise  sous  la  forme 

0' C  R  ^.^  ce 

ou     O'C  —  t; i77-Rj 


OC-i-OC'""  Rh-R'  R  +  R' 

montre  que,  pour  que  O'C  soit  plus  grand  que  R,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  distance  CC  des  centres  soit  plus  grande  que  la 
somme  R  -f-  R'  des  rayons,  c'est-à-dire  que  les  deux  cercles 
soient  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Quand  les  deux  cercles  sont 
tangents  extérieurement,  on  a  CC  =  R  4-  R',  par  suite  O'C  ==  R, 
et  le  point  0'  n'est  autre  que  le  point  de  contact  des  deux  cer- 
cles; il  n'y  a  dans  ce  cas  qu'une  tangente  commune  intérieure. 

En  résumé  : 

Deux  cercles  extérieurs  (Jig.  124)  ont  quatre  tangentes 
communes,  deux  extérieures,  deux  intérieures. 

Deux  cercles  tangents  extérieurement  (^^.  i25)  ont  trois 
tangentes  communes,  deux  extérieures,  une  intérieure. 
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Deux  cercles  sécants  [fg-  126)  ont  deux  tangentes  com- 
munes qui  sont  extérieures. 

Deux  cercles  tangents  intérieurement  [fig^  127)  ont  une 
seule  tangente  commune,  qui  est  extérieure.  Deux  cercles 
intérieurs  l'un  à  l'autre  n'ont  point  de  tangente  commune. 

Nous  avons  supposé  les  deux  cercles  inégaux.  Si  l'on  avait 
R  =  R',  les  formules  précédentes  deviendraient 

ce  ce 

OC  =  R.— ^co,     O'C^— . 

G  2 

Le  point  0  s'éloignant  indéfiniment  sur  la  ligne  des  centres, 
les  tangentes  communes  extérieures  seraient  parallèles  à  cette 
ligne;  et  quant  aux  tangentes  communes  intérieures,  elles  se 
couperaient  au  milieu  de  la  ligne  des  centres. 

PROBLÈME. 

253.  Construire  sur  une  droite  donnée  :  1°  un  triangle  sem- 
blable à  un  triangle  donné;  2°  un  polygone  semblable  à  un 
polygone  donné  {fig»  177  ). 


1°  Pour  construire,  sur  la  droite  A'B'  considérée  comme 
l'homologue  de  AB,  un  triangle  semblable  au  triangle  ABC, 
faites  un  angle  B'A'C  égal  à  l'angle  BAC,  et  un  angle  A'B'C 
égal  à  l'angle  ABC.  Le  triangle  A'B'  C  ainsi  obtenu  et  le  triangle 
donné  ABC  seront  semblables  comme  ayant  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  (206). 

2°  Pour  construire,  sur  la  droite  A'B'  considérée  comme 
l'homologue  de  AB,unpoIygonesemblableaupolygoneABCDE, 
décomposez  ce  dernier  polygone  en  triangles,  en  menant  par 
l'un  des  sommets  A  les  diagonales  AC,  AD.  Construisez  alors 
sur  A'B'  un  triangle  A'B'C  semblable  au  triangle  ABC,  puis 
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sur  A'C  un  triangle  A' CD'  semblable  au  triangle  ACD,  enfin 
sur  A'D'  un  triangle  A'D'E'  semblable  au  triangle  ADE.  Le 
polygone  A' B' CD' E'  ainsi  obtenu  et  le  polygone  donné  ABCDE 
seront  semblables  comme  composés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables  et  semblablement  disposés. 

254.  Si,  au  lieu  de  donner  un  côté  A'B'  du  polygone  de- 
mandé, on  donnait  le  rapport  de  similitude  —7  on  pourrait  en- 
core appliquer  la  solution  précédente,  en  construisant  préala- 

m 
blementune  droite  A' B' dont  le  rapport  à  AB  fût  égala—  (247). 

Bans  ce  cas,  on  préfère  souvent  opérer  de  la  manière  suivante  : 
On  joint  [fig.  178)  les  divers  sommets  du  polygone  donné 

Fig.  178. 


i 


ABCDE  à  un  point  0  choisi  arbitrairement  dans  le  plan  de  ce 
polygone;  on  prend  sur  OA  une  longueur  OA'  dont  le  rapport 

à  OA  soit  égal  à  — -,  puis  on  mène  dans  Tangle  AOB  la  paral- 
lèle A'B'  à  AB,  dans  l'angle  BOG  la  parallèle  B'C  à  BC,. . .,  et 
ainsi  de  suite.  Les  polygones  A'B'CD'E',  ABCDE,  sont  sem- 
blables, car  (213)  les  triangles  additifs  OB' A',  OA'E',  OE'D', 
et  les  triangles  soustractifs  OB'C,  OCD',  dont  la  réunion  con- 
stitue le  polygone  A' B'CD'E',  sont  respectivement  semblables 
aux  triangles  OBA,  OAE,  OED,  et  aux  triangles  OBC,  OCD,  qui 
forment  par  leur  assemblage  le  polygone  ABCDE. 

PROBLÈME. 
255.  Construire  deux  droites,  connaissant  leur  somme  et 
leur  produit  (Jig.  179). 
Soient  BC  la  somme  donnée  et  A  une  droite  dont  le  carré 
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est  égal  au  produit  donné.  Supposons  le  problème  résolu,  et 
soient  BF  et  FC  les  deux  droites  demandées  ;  si  sur  BC  comme 


¥'   c 


diamètre  on  décrit  un  demi-cercle,  la  perpendiculaire  FE  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  BF  et  FC  (223),  et  par  suite 
égale  à  A  ;  la  parallèle  menée  par  E  à  CB  interceptera  donc  une 
longueur  BD  égale  à  A  sur  la  tangente  en  B.  De  cette  analyse, 
résulte  la  construction  suivante  : 

Sur  BC  comme  diamètre,  décrivez  un  demi-cercle  ;  au  point  B, 
élevez  BD  perpendiculaire  sur  BC  et  égale  à  A,  menez  DEE' 
parallèle  à  BC,  et  projetez  en  F  et  en  F'  sur  BC  les  points  E 
et  £'  où  cette  parallèle  rencontre  le  cercle.  Les  deux  droites 
cherchées  seront  5E  et  FC,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  BF' 
etFC.  ^ 

Ainsi,  le  problème,  quand  il  est  possible,  n'a  qu'une  solu- 
tion. Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la  paral- 
lèle DEE'  rencontre  la  demi-circonférence,  c'est-à-dire  que  la 
droite  BD  ou  A  ne  surpasse  pas  le  rayon  OE  ou  la  moitié  de  BC. 
iLorsque  la  quantité  A  atteint  sa  valeur  maximum  |BC,  la  pa- 
rallèle DEE'  est  tangente  au  demi-cercle,  et  les  deux  segments 
de  BC  sont  OB  et  OC.  On  voit  par  là  que  le  produit  de  deux 
droites  dont  la  somme  est  constante  est  maximum,  lorsque  ces 
droites  sont  égales  entre  elles. 

SCOLIE. 

2oG.  En  représentant  par  p  et  q  la  somme  et  le  produit 
donnés,  on  a 

EO  =r  BO  =  CO  =  |;      FE  =  BD  =:.  ^q, 


OF  =  VEO^-Ef''^  y/y  ~  ^' 
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et,  par  suite, 


BF  =r  BO  -  OF  =  ^ 


\/i-'- 


CF  =  CO  -h  OF  :=: 


ÎW? 


PROBLÈME. 

257.  Construire  deux  droites,  connaissant  leur  différence 
et  leur  produit  (fig,  i8o). 


Soient  EF  la  différence  donnée,  et  A  la  droite  dont  le  carré 
est  égal  au  produit  donné.  Supposons  le  problème  résolu  et 
soient  DE  et  DF  les  deux  droites  demandées.  La  tangente  DB, 
menée  du  point  C  au  cercle  décrit  sur  EF  comme  diamètre, 
sera  moyenne  proportionnelle  entre  DE  et  DF  (201),  et  par 
suite  égale  à  A.  Et,  comme  cette  tangente  est  perpendiculaire 
sur  le  diamètre  BC  qui  est  égal  à  la  différence  donnée  EF,  on 
est  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Sur  les  côtés  d'un  angle  droit,  prenez  une  longueur  BD 
égale  à  A  et  une  longueur  BO  égale  à  la  moitié  de  la  diffé- 
rence donnée;  du  point  0  comme  centre  avec  OB  pour  rayon, 
décrivez  un  cercle;  puis  menez  DO  qui  coupe  la  circonfé- 
rence aux  points  E  et  F  ;  DE  et  DF  seront  les  droites  demandées. 

Le  problème  est  toujours  possible  et  n'a  qu^me  solution. 

SCOLIE. 

258.  En  représentant  par  /?  et  g  la  différence  et  le  produit 
donnés,  on  a 

OEr=OF=:OB.-:r|,    BD  =  V^,  OD=^VO^'-f-BD'  =  i/^'  +  g, 
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et,  par  suite, 

DE  r-_:  OD  -  OE  =^  i/^  ^q-^, 


DF  r=:  OD  +  OF  rrz  i/ 1^  -i-  q  -^.  |  • 
SCOLIE. 

259.  Les  deux  problèmes  précédents  permettent  de  con- 
struire les  racines  de  toute  équation  du  second  degré  à  une 
inconnue,  c'est-à-dire  de  toute  équation  de  la  forme 

x-ziz  px±iq  =  G, 

\p  et  q  étant  des  nombres  positifs  quelconques. 
En  effet,  des  quatre  types 

x^--px  ~  q  -   Oj 
x^  -  px  H-  q  r  -  o, 

X''-r~  pX  —  q  zrz  Oj 

x''—  px  —  q  ^^  o, 

le  premier  se  ramène  au  second,  et  le  troisième  au  dernier, 
par  le  seul  changement  de  ^  en  —  x.  Il  suffit  donc  de  con- 
struire les  racines  des  équations 

x^  —  px-^qz—o     et     x^  —  px  —  q  =  o. 

En  mettant  ces  équations  sous  la  forme 

q  =  x{p  —  x),     q  =  x{x  —  p), 

on  voit  que,  construire  les  racines  de  la  première,  c'est  con- 
struire deux  droites  dont  la  somme  est/?  et  le  produit  q.  De 
même,  construire  les  racines  de  la  seconde,  c'est  construire 
deux  droites  dont  la  différence  est  p  et  le  produit  q.  D'après 
cela,  toutes  les  fois  qu'une  question  de  Géométrie,  traitée  par 
l'Algèbre,  conduira  à  une  équation  du  second  degré,  on  saura 
immédiatement  construire  la  solution. 

PROBLÈME. 

260.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison 
\fig-  '8i). 


l58  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

On  dit  qu'un  point  divise  une  droite  AB  en  moyenne  et 
extrême  raison,  lorsque  sa  dislance  à  l'une  des  extrémités  A 

Fig.  i8i. 


D' 

c. 

-^       ' 

1 

"V 

/ 

de  celte  droite  est  moyenne. proportionnelle  entre  sa  dislance 
à  l'autre  extrémité  B  et  la  droite  AB. 

On  voit  a  priori  : 

1°  Que,  entre  A  et  B,  il  existe  un  point  X,  et  un  seul,  jouis- 

sant  de  la  propriété  énoncée.  Car,  de  A  en  B,  le  rapport  ^^ 
décroît  d'une  manière  continue  de  l'infini  à  i,  tandis  que  le 
rapport  -^p^  croît  de  zéro  à  l'infini;  ainsi,  quand  le  point  X  se 

yV.I> 

meut  de  A  en  B,  le  premier  rapport  diminue,  le  second  aug- 
mente, et  comme  le  premier,  d'abord  supérieur  au  second, 
finit  par  devenir  moindre,  il  y  a  entre  A  et  B  une  position 
de  X,  et  une  seule,  pour  laquelle  on  a 

ATI  XA  :: 

(0  3^  =  3^     ou     XA==AB.XB. 

oP  Que,  sur  le  prolongement  de  AB  à  gauche  du  point  A, 
il  existe  un  point  X^  et  un  seul,  jouissant  de  la  propriété 

'  r.  ^  '     .  ,  AB  ,        ,, 

énoncée.  Car,  dans  celle  région,  le  rapport  ^tt"  croit  a  une 

X'A 
manière  continue  de  zéro  à  l'infini,  tandis  que  le  rapport  ytd 

décroît  de  i  à  zéro;  il  y  a  donc  à  gauche  de  A  une  position 
de  X^  et  une  seule,  pour  laquelle  on  a 

<^^  X^Â^^     ^^     X'A=:AB.X'B. 

3°  Que  sur  le  prolongement  de  AB  à  droite  du  point  B,  il  ne 
peut  exister  aucun  point  jouissant  de  la  propriété  énoncée. 
Car  la  distance  d'un  point  de  celte  région  au  point  A,  étant 
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à  la  fois  plus  grande  que  la  dislance  du  point  considéré  au 
point  B  et  que  la  ligne  AB,  ne  saurait  être  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ces  deux  longueurs. 

Ainsi,  sur  la  droite  indéGnie  qui  unit  les  points  A  et  B,  il 
existe  deux  points  X  et  X',  et  rien  que  deux,  qui  divisent  la 
droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison  :  l'un  X  intérieur,  et 
les  deux  segments  correspondants  XA,  XB,  sont  alors  addi- 
tifs; l'autre  X'  extérieur,  et  les  deux  segments  correspon- 
dants X'A,  X'B,  sont  alors  soustractifs. 

Pour  déterminer  ces  deux  points  X  et  X',  il  suffit  de  trou- 
ver AX  et  AX'.  Or,  d'une  part,  si  l'on  retranche  la  relation  (i) 
de  la  relation  (2),  on  a 

X^\    -XÂ^:::AB(X   B-XB), 

ou 

(X'A-i-XA){X'A-XA)=  AB(X'B- XB), 

c'est-à-dire 

XX'  (  X' A  —  X A  )  r^  AB .  XX', 

et,  par  suite, 

XA  -  XA  :^  AB. 

D'autre  part,  la  relation  (i)  donne 

AB^XA       XA^-XB  XA       AB 

ou      -T-TT  =  ^ïT-r  > 


AB  XA  AB        XA 

c'est-à-dire 

X'A.XA^Âb'. 

Donc,  la  recherche  des  droites  AX  et  AX'  revient  à  con- 
struire deux  lignes  dont  la  différence  est  égale  à  AB  et  dont  le 

produit  est  égal  à  AB  ;  c'est  le  problème  du  n°  257  dans  un 
cas  particulier.  De  là  cette  construction  : 

Élevez  sur  AB,  à  son  extrémité  B,  une  perpendiculaire  BC 
égale  à  la  moitié  de  AB.  Du  point  C  comme  centre,  avec  CB 
pour  rayon,  décrivez  une  circonférence;  menez  AC  qui  coupe 
cette  circonférence  en  D  et  en  D';  la  droite  AD  sera  l'incon- 
nue AX,  et  la  droite  AD'  sera  l'inconnue  AX'.  Deux  arcs  de 
cercle  décrits  de  A   comme  centre,  avec  AD  et  AD'  pour 
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rayons,  couperont  la  droite  indéfinie  AB  aux  points  cherchés 
X  et  X'. 

SCOUE. 

261.  En  désignant  par  a  la  droite  AB,  et  remplaçant  dans  la 
formule  du  n°  258  p  par  a  eX  q  par  «%  on  trouve 


AX  =r  -  (^/5  —  i),     AX'=:  -  (  v/5  +  i). 


Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  a,  d'après  cela. 


BX=:=-(3- v/5).     BX':=3-  (3h-v/5)' 


PROBLEME. 

262.  Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points 
donnés  et  tangente  soit  à  une  droite  donnée,  soit  à  un  cercle 
donné. 

Fig.  182.  Fig.  i83. 

M 


Soient  A  et  B  {fig.  182),  les  deux  points  donnés  et  KL  la 
droite  donnée.  Prolongeons  AB  jusqu'au  point  C  où  elle  ren- 
contre KL.  Si  T  est  le  point  où  le  cercle  inconnu  0  touche 
cette  droite  KL,  CT  sera  la  moyenne  proportionnelle  (201) 
entre  les  deux  droites  connues  CB  et  CA.  De  là  cette  construc- 
tion : 

Menez  AB  qui  coupe  KL  en  C;  déterminez  la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  CB  et  CA,  et  portez-la  en  CT  sur  la  droite 
CL.  Élevez  la  perpendiculaire  TO  sur  KL  et  la  perpendicu- 
laire 00'  sur  le  milieu  de  AB  ;  le  point  0  commun  à  ces  deux 
perpendiculaires  sera  le  centre  du  cercle  cherché. 


V": 
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En  portant  la  moyenne  proportionnelle  en  CT'  à  gauche 
de  C,  on  a  une  seconde  solution. 

Si  AB  était  parallèle  à  KL,  le  point  de  contact  serait  sur  la 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB,  et  il  n'y  aurait 
qu'une  solution. 

Enfin,  il  est  évident  que  le  problème  n'est  possible  que  sr 
les  points  A  et  B  sont  situés  d'un  même  côté  de  la  droite  KL, 

2°  Soient  B  et  C  les  deux  points  donnés  et  0  la  circonfé- 
rence donnée  [Jig.  i83).  Supposons  le  problème  résolu,  et 
désignons  par  A  le  point  où  le  cercle  demandé  0'  touche  le 
cercle  0;  tout  revient  à  trouver  le  point  M  où  la  tangente  AM 
rencontre  la  droite  BC  prolongée.  Or,  si  l'on  mène  par  B  et  C 
une  circonférence  auxiliaire  quelconque  qui  coupe  la  circon- 
férence 0  en  deux  points  D  et  E,  la  corde  DE  prolongée  pas- 
sera par  M.  En  effet,  désignons  un  moment  par  e  le  point  où 
la  droite  MD  coupe  la  circonférence  0;  on  aura 

MD.Me  =  MÂ%r=MB.MC. 

Donc  (200)  le  pointe  est  sur  le  cercle  déterminé  par  les  trois 
points  C,  B,  D,  c'est-à-dire  sur  la  circonférence  auxiliaire;  il 
ne  diffère  donc  pas  de  l'intersection  E  du  cercle  0  et  de  celte 
circonférence  auxiliaire.  On  déduit  de  celte  analyse  la  con- 
struction suivante  : 

Par  les  deux  points  B  et  C,  menez  une  circonférence  quel- 
conque qui  coupe  la  circonférence  donnée  0  en  deux  points  D 
et  E;  et  du  point  M,  intersection  de  BC  et  de  ED,  menez  une 
tangente  MA  au  cercle  0.  Le  point  A  sera  le  point  de  contact 
du  cercle  0  et  du  cercle  inconnu,  dont  le  centre  0'  se  trou- 
vera d'ailleurs  à  l'intersection  de  OA  prolongée  et  de  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  de  BC. 

La  seconde  tangente  menée  de  M  au  cercle  donné  0  don- 
nera une  seconde  solution. 

Si  les  points  B  et  G  étaient  équidistants  du  centre  0,  les 
droites  BC  et  DE  seraient  parallèles;  il  suffirait  alors  de  mener 
au  cercle  0  une  tangente  parallèle  à  BC;  il  y  aurait  encore 
deux  solutions. 

Enfin,  il  est  évident  que  le  problème  n'est  possible  qu'au- 
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tant  que  les  points  B  et  C  sont  tous  les  deux  extérieurs  ou  tous 
les  deux  intérieurs  au  cercle  0. 


§  VI.  -  POLYGONES  RÉGULIERS. 

DÉFINITIONS. 

263.  Un  polygone  est  dit  régulier,  lorsqu'il  a  tous  ses  côlés 
égaux  et  tous  ses  angles  égaux.  Tels  sont,  par  exemple,  le 
triangle  équilatéral  et  le  carré. 

264.  On  nomme  ligne  brisée  régulière  toute  ligne  brisée 
convexe  qui  a  ses  côtés  égaux  et  ses  angles  égaux. 

THÉORÈME. 

265.  On  peut  toujours  inscrire  ou  circonscrire  à  une  circon- 
férence donnée  un  polygone  régulier  d'un  nombre  donné  de 

côtés, 

Fig.  i8/i.  Fig.  i85. 


Supposons  la  circonférence  divisée  en  n  parties  égales, 
71  étant  le  nombre  de  côtés  que  doit  avoir  le  polygone. 

1°  En  menant  {fig,  i84)  les  cordes  AB,  BC, . . .  qui  unis- 
sent les  points  de  division,  on  aura  un  polygone  régulier  in- 
scrit de  n  côtés.  En  effet,  les  côlés  de  ce  polygone  sont  égaux 
comme  cordes  d'arcs  égaux,  et  ses  angles  sont  égaux  comme 
inscrits  dans  des  segments  égaux;  car  tout  angle  ABC  du  po- 
lygone est  inscrit  dans  un  segment  correspondant  à  deux  divi- 
sions consécutives  de  la  circonférence. 

2°  En  menant  des  tangentes  [fig.  184  )  par  les  points  de  di- 
vision A,  B,  C,..  .,  on  aura  un  polygone  régulier  circonscrit 
de  n  côtvés.  En  effet,  dans  les  triangles  GAB,  HBC, ...,  les 
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côtés  AB,  BC, ...  sont  égaux,  el  les  angles  en  A,  B,  C, ..., 
formés  par  une  tangente  et  une  corde,  sont  aussi  égaux  comme 
ayant  tous  pour  mesure  la  moitié  d'une  division  de  la  circon- 
férence; dès  lors  les  triangles  GAB,  HBC, ...  sont  isocèles 
et  égaux,  et  l'on  a  d'une  part  G  =  H  =:  K  = . . . ,  et  de  l'autre 
AG  =  GB=iBHr=HC:=CK,...,  d'où  l'on  déduit  GH-^HK=:.... 
Ainsi  le  polygone  GHK...  a  ses  angles  égaux  et  ses  côtés 
égaux. 

D'après  cette  démonstration,  pour  avoir  le  polygone  régu- 
lier de  n  côtés  circonscrit  à  un  cercle,  il  suffit  de  diviser  la 
circonférence  en  n  parties  égales  et  de  mener  des  tangentes 
par  les  points  de  division.  Or,  les  milieux  M,  N,  P, . . .  des 
arcs  AB,  BC,  CD,...,  qui  sous-tendent  les  côtés  du  polygone 
régulier  inscrit  (fig»  î85),  divisent  évidemment  la  circonfé- 
rence en  n  parties  égales.  On  aura  donc  un  polygone  régulier 
circonscrit  de  7i  côtés  en  menant  des  tangentes  par  ces  points. 
On  préfère  souvent  celte  seconde  manière  d'opérer,  parce  que 
le  polygone  A'B'C'D',. . .,  ainsi  obtenu,  a  ses  côtés  parallèles 
à  ceux  du  polygone  inscrit  ABCD, . .  . ,  et  ses  sommets  A',  B', 
C, . . .,  sur  les  mêmes  rayons  OAA',  OBB',.  . .,  que  les  som- 
mets du  polygone  ABCD. ...  En  effet,  d'une  part  deux  côtés 
tels  que  BC,  B'C,  sont  parallèles  comme  perpendiculaires  sur 
la  même  droite  ON,  et  d'autre  part  deux  tangentes  telles  que 
MB',  ÎSB',  doivent  se  couper  (170)  sur  la  bissectrice  OB  de 
l'angle  MON. 

266.  Réciproquement,  on  peut  toujours  inscrire  et  circon- 
scrire une  circonférence  à  un  polygone  régulier  donné. 


Soit  ABCDEF  le  polygone  régulier  donné  [fig.  i86). 
I"  Pour  démontrer  qu'on  peut  circonscrire  une  circonfé- 
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rence  à  ce  polygone,  il  suffit  de  prouver  que  la  circonférence 
qui  passe  par  trois  sommets  consécutifs  quelconques  A,  B,  C, 
passe  par  le  sommet  suivant  D'.  Or,  soit  0  le  centre  du  cercle 
déterminé  par  les  trois  points  A,  B,  C;  menons  OA,  CD,  et  la 
perpendiculaire  OH  sur  BC.  Replions  le  quadrilatère  ABHO 
autour  de  OH;  les  angles  en  H  étant  droits,  BH  prendra  la  di- 
rection HC,  et  le  point  B  tombera  en  C,  puisque  BH  =  HC. 
Mais,  le  polygone  étant  régulier,  l'angle  ABH  est  égal  à  l'an- 
gle HCD,  comme  le  côté  BA  au  côté  CD;  par  suite,  le  côté  BA 
prendra  la  direction  CD,  et  le  point  A  tombera  en  D.  Donc  OD 
est  égal  au  rayon  OA,  et  la  circonférence  considérée  passe  par 
le  point  D. 

1°  Les  côtés  AB,  BC,. . .,  étant  des  cordes  égales  du  cercle 
circonscrit,  les  perpendiculaires  OH,  OG,...,  abaissées  du 
centre  0  sur  ces  cordes,  seront  égales  (104);  donc,  si  du 
point  0  comme  centre,  avec  OH  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence,  chacun  des  côtés  du  polygone^sera  touché  en 
son  milieu  par  cette  circonférence,  alors  inscrite  au  polygone. 

Corollaires. 

267.  On  nomme  centre  d'un  polygone  régulier  le  centre 
commun  0  de  la  circonférence  inscrite  et  de  la  circonférence 
circonscrite.  Ce  point,  étant  à  égale  distance  de  tous  les  côtés 
et  de  tous  les  sommets,  est  à  la  fois  le  point  de  concours  des 
bissectrices  de  tous  les  angles  et  des  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  divers  côtés. 

On  appelle  rayon  d'un  polygone  régulier  le  rayon  du  cercle 
circonscrit,  et  apothème  de  ce  polygone  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

On  nomme  angle  au  centre  d'un  polygone  régulier  l'angle 
AOB  de  deux  rayons  consécutifs;  cet  angle  est  évidemment 
égal  à  l'angle  GOll  de  deux  apothèmes  consécutifs,  et  par  con- 
séquent est  le  supplément  de  l'angle  GBH  du  polygone  régu- 
lier. D'après  cela,  si  n  est  le  nombre  des  côtés  du  polygone, 
et  si  l'on  prend  l'angle  droit  pour  unité,  l'angle  au  centre 

4  \ 

vaudra  -  et  l'angle  du  polygone  2  —  -.   On  voit  ainsi  que, 
n  n 

sauf  le  triangle  équilatéral  dont  les  angles  sont  de  60  degrés. 
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el  le  carré  dont  les  angles  sont  droits,  tous  les  polygones 
réguliers  ont  leurs  angles  obtus. 

268.  On  prouverait,  par  des  raisonnements  identiques  aux 
précédents,  que  toute  ligne  brisée  régulière  est  inscriptible 
et  circonscriptible,  et  par  suite  qu'elle  a  un  centre,  un  apo- 
Ihème  et  un  rayon,  qui  sont  le  centre  et  les  rayons  des  cir- 
conférences inscrite  et  circonscrite.  Une  ligne  brisée  régulière 
ne  diffère  d'une  portion  de  polygone  régulier  qu'en  ce  que 
son  angle  au  centre  n'est  pas  forcément  une  partie  aliquoie 
de  quatre  angles  droits. 

THÉORÈME. 

269.  1°  Deux  poly^gones  réguliers  d'un  même  nombre  de 
côtés  sont  semblables. 

2°  Leur  rapport  de  similitude  est  égal  à  celui  de  leurs  rayons 
ou  de  leurs  apothèmes. 

Fig.   187. 


En  effet  : 

1"  Ces  polygones  ont  les  angles  égaux,  puisque  la  valeur  de 
l'angle  d'un  polygone  régulier  ne  dépend  que  du  nombre  des 
côtés  (267),  et  que  le  nombre  des  côtés  est  le  même  dans  les 
deux  figures;  de  plus,  les  côtés  sont  évidemment  proportion- 
nels, puisque,  dans  l'une  el  l'autre  figure,  ils  sont  égaux.  Donc, 
les  polygones  considérés  sont  semblables. 

2°  Soient  [fig.  187)  AB  le  côté  du  premier  polygone,  0  son 
centre,  OB  son  rayon,  OF  son  apothème  ;  soient  de  même  A'B' 
le  côté  du  second  polygone,  0'  son  centre,  O'B'  son  rayon, 
el  O'F'  son  apothème.  Les  triangles  rectangles  BFO,  B'F'O', 
sont  semblables  (208),  puisque  les  angles  FBO,  F'B'O',  sont 
égaux  comme  moitié  des  angles  égaux  ABC,  A'B'C  (267).  On 
a  donc 

BF         OB         OF 


B'F'       OB' 


OF 
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mais,  les  polygones  proposés  étant  semblables,  leur  rapport 
de  similitude  est  égal  au  rapport  des  côtés  AB,  A'B',  ou  des 
demi-côtés  BF,  B'F';  il  est  donc  aussi  égal  au  rapport  des 
rayons  OB,  O'B',  ou  au  rapport  des  apothèmes  OF,  O'F'. 

SCOLIE. 

270.  Supposons  la  circonférence  divisée  en  m  parties  égales; 
désignons  par  a  la  longueur  de  l'une  des  parties,  et  joignons 
les  points  de  division  de  /?  en  /?,  à  partir  de  Tun  d'eux. 

Si  p  est  premier  avec  m,  la  circonférence  ma  et  l'arc  pa 
sous-tendu  par  chacune  des  cordes  successives  auront  pour 
plus  petit  multiple  commun  /?wa,  et  Ton  reviendra  au  point 
de  départ  après  avoir  parcouru  p  fois  la  circonférence  ou 
m  fois  l'arc  pa.  On  aura  donc  formé  ainsi  un  polygone  régulier 
de  m  côtés.  Par  exemple,  dans  \a  Jig.  igo  où  la  circonférence 
est  divisée  en  lo  parties  égales,  on  obtient,  en  joignant  les 
points  de  division  de  i  en  i,  le  décagone  convexe,  et  enjoi- 
gnant ces  points  de  3  en  3  un  décagone  régulier  étoile. 

Si  p  et  m,  au  lieu  d'être  premiers  entré  eux,  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  0,  le  plus  petit  multiple  commun  de 

l'arc  pa  et  de  la  circonférence  ma  sera  -^  a.  On  reviendra 
alors  au  point  de  départ  après  avoir  parcouru  ~  fois  la  cir- 
conférence ou  -^  fois  l'arc  pa;  en  d'autres  termes,  on  aura 

formé  ainsi  un  polygone  régulier  de  -^  côtés,  et  non  plus  de 

m  côtés. 

Au  premier  abord,  il  semble  résulter  de  là  qu'il  existe  au- 
tant de  polygones  réguliers  (convexes  ou  étoiles)  de  m  côtés 
qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  dans  la  suite  i,  2,..., 
m  — I.  Mais,  si  l'on  remarque  qu'en  joignant  les  points  de 
division  de  p  en  p,  p  étant  premier  à  m,  on  obtient  le  même 
polygone  qu'en  les  joignant  de  m—p  en  m—p,  on  voit  qu'en 
réalité  le  nombre  des  polygones  réguliers  de  m  côtés  est  égal 
au  nombre  des  entiers  premiers  à  m  contenus  dans  la  suite 

^  m—  I 
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D'après  cela,  il  n'y  a  q€l'un  hexagone  régulier;  il  y  a  deux 
pentagones  réguliers,  deux  décagones,  quatre  pentédéca- 
gones,  etc. 

§  VII.  -  PROBLÈMES  SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS. 

PROBLÈME. 
271.  Inscrire  un  carré  dam  un  cercle  donné  (Jig.  i88). 

Fig.  188. 


Il  suffit  évidemment  de  mener  deux  diamètres  AC  et  BD 
perpendiculaires  entre  eux,  et  de  joindre  leurs  extrémités, 
pour  avoir  le  carré  demandé  ABCD. 

Le  triangle  AOB,  rectangle  en  0,  donne 


2  2  2  2 


AB  =0A  -f-OB  =20A  ,     d'où     AB^OA.v/^. 

Ainsi,  le  côté  du  carré  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  R  est 
égal  à^,sli. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'apothème  du  carré  inscrit 
est  égal  à  la  moitié  de  son  côté,  et  que  le  côté  du  carré  cir- 
conscrit est  égal  au  diamètre  du  cercle  considéré. 

Corollaire. 

272.  Du  carré,  on  passe  à  l'octogone  régulier  inscrit  en 
divisant  [fig»  i88)  chacun  des  arcs  AB,  BC,  CD,  DA,  en  deux 
parties  égales.  On  déduirait  de  même  de  l'octogone  le  poly- 
gone régulier  de  i6  côtés,. . .,  et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc, 
avec  la  règle  et  le  compas,  inscrire  les  polygones  réguliers 
de  4>  8,  i6,  32, .... ,  et,  en  général,  de  2"  côtés. 

PROBLÈME. 

273.  Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle  {fig.  189). 
Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABCDEF  l'hexagone 
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demandé.  En  menant  deux  rayorft  consécutifs  OA,  OB,  on 
oblienl  un  triangle  OAB  qui  est  isocèle,  et,  par  suite,  dont 


les  angles  A  et  B  sont  égaux.  Mais,  si  l'on  remarque  que  le 
rayon  BO  prolongé  passe  par  le  sommet  E  de  l'hexagone,  on 
voit  que  l'angle  inscrit  ABE  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
AFE,  c'est-à-dire  une  division  de  la  circonférence;  et  comme 
l'angle  au  centre  AOB  a  aussi  pour  mesure  une  de  ces  divi- 
sions AB,  les  deux  angles  ABO  et  AOB  sont  égaux,  et  le  trian- 
gle OAB  est  équilatéral.  Donc,  le  côté  de  Vhexagone  inscrit 
dans  un  cercle  est  égal  au  rayon  B  de  ce  cercle. 

Pour  inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle,  il  suffit, 
d'après  cela,  de  porter  six  fois  sur  la  circonférence  une  ou- 
verture de  compas  égale  au  rayon,  et  de  joindre  les  points  de 
division  consécutifs  ainsi  obtenus. 

Corollaires. 
Tik.  En  joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  de  l'hexa- 
gone, on  obtient  le  triangle  équilatéral  inscrit  ACE.  Le  triangle 
rectangle  ACD  donne 


AC'=:  AD  —  CD 


4U^-B==:3R^ 


d'où 


AC  =r:  R  y/S. 


Ainsi,  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  R  est  égal  à  B  y/S;  son  apothème  OG  est  d'ailleurs  égal 
à  la  moitié  du  rayon,  car  la  figure  ABCO  est  un  losange. 
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275.  En  menant  des  tangentes  par  les  points  B,  D,  F,  on 
forme  le  triangle  équilaléral  circonscrit  A'C'E',  dont  les  côtés 
sont  parallèles  à  ceux  du  triangle  équilatéral  inscrit  ACE.  Le 
rapport  de  similitude  de  ces  deux  triangles  est  égal  (269)  à 
OB 
OG 


c'est-à-dire  à  2.  Ainsi,  deux  lignes  homologues  quelcon- 


ques dans  le  triangle  équilatéral  circonscrit  et  dans  le  triangle 
équilatéral  inscrit  sont  doubles  l'une  de  l'autre. 

276.  De  l'hexagone,  on  passe  au  dodécagone  régulier  inscrit 
en  divisant  en  deux  parties  égales  les  arcs  sous-tendus  par  les 
côtés  de  l'hexagone;  on  déduirait  de  même  du  dodécagone  le 
polygone  régulier  de  2.4  côtés,. .  .,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
donc,  avec  la  règle  et  le  compas,  inscrire  les  polygones  régu- 
liers de  3,  6,  12,  24,. . .,  et,  en  général,  de  3.2"  côtés. 

PROBLÈME. 

277.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle  donné 

Supposons  le  problème  résolu,  c'est-à-dire  la  circonférence 
divisée  en  dix  parties  égales  par  les  points  A,  B,  C,  I),  E,  F, 
G,  H,  K,  I. 

En  joignant  les  points  de  division  consécutifs,  on  obtient 
le  décagone  régulier  convexe  ABCDEFGHKI;  en  joignant  les 
points  de  division  de  trois  en  trois,  on  obtient  le  décagone 
régulier  étoile  ADGICFKBEH  (270).  11  s'agit  de  construire  les 
côtés  AB  et  AD  de  ces  deux  décagones. 


it 


Or,  en  remarquant  (Jîg.  191)  que  le  rayon  BO  prolongé  passe 
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par  le  sommet  G,  on  voit  que  l'angle  AMB,  dont  le  sommet  est 
à  l'intérieur  du  cercle,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AB, 
plus  la  moitié  de  l'arc  GD,  c'est-à-dire  deux  divisions  de  la 
circonférence.  D'ailleurs,  l'angle  inscrit  ABG  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  AG,  c'est-à-dire  encore  deux  divisions; 
l'angle  au  centre  BOD  a  aussi  cette  même  mesure.  Les  deux 
triangles  AMB,  DM0,  sont  donc  isocèles,  et  l'on  a 

AM  =  AB,     MDz^OD     ou    AD  — AM  =  OD. 

D'un  autre  côté,  les  angles  OMA,  DOA,  étant  égaux  comme 
ayant  l'un  et  l'autre  pour  mesure  trois  divisions,  les  droites  OM 
et  OD  sont  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  OAD,  et  l'on 

a  (198)  ^    

AD.AM==zAÔ'. 

Les  deux  relations  précédentes  montrent  que  la  recherche 
des  côtés  AD  et  AB  =  AM  revient  à  celle  de  deux  lignes  dont 
la  différence  est  égale  au  rayon  et  dont  le  produit  est  égal  au 
carré  du  rayon;  on  obtiendra  donc  ces  deux  côtés  (260)  en 
divisant  le  rayon  en  moyenne  et  extrême  raison;  le  plus  grand 
segment  additif  sera  le  côté  du  décagone  régulier  convexe, 
et  le  plus  petit  segment  soustractif  sera  le  côté  du  décagone 
régulier  étoile. 
Si  R  est  le  rayon  du  cercle,  on  aura  (261) 

AB==R.^^-L     et     AD  =  R.A^5:±^. 

Corollaires. 

278.  La  circonférence  étant  divisée  en  dix  parties  égales, 
en  joignant  les  points  de  division  de  deux  en  deux,  on  oh- 
i'ienile  pentagone  régulier  convexe  ACEGK;  en  les  joignant  de 
quatre  en  quatre,  on  trace  le  pentagone  régulier  étoile  AEKCG 

Pour  calculer  les  côtés  FD  et  FB  {Jîg.  198)  du  pentagone 
régulier  convexe  et  du  pentagone  étoile,  il  suffit  de  remarquer 
que,  si  l'on  mène  le  diamètre  FA,  les  cordes  AD  et  AB  sont 
les  côtés  du  décagone  étoile  et  du  décagone  convexe.  Or  les 
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iangles  rectangles  FAD,  FAB,  donnent 

FD  r=  v/4K'-Âd',     FB  =z  v/4  R»  _  Âb' ; 

Fig.   193. 


17 


OÙ,  en  remplaçant  AD  et  AB  par  leurs  valeurs  (277)  et  ré- 
uisant, 

FD=  -Vio-2v'5,    FB  =  -s/io  +  2v5. 

279.  Du  décagone  convexe,  on  passe  au  polygone  régulier 
e  20  côtés,  puis  à  celui  de  /[o,. . .,  et  ainsi  de  suite,  en  pre- 
ant  chaque  fois  les  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés 
j  polygone  précédent.  On  peut  donc,  avec  la  règle  et  le 
ympaSf  inscrire  les  polygones  réguliers  de  5,  10,  20,  ^o,. . ., 
,,  en  général,  de  5.2"  côtés. 

PROBLÈME.' 

280.  Inscrire  un  pentédécagone  régulier  dans  un  cercle 
onné  [fig.  194). 

Supposons  le  problème  résolu,  c'est-à-dire  la  circonférence 
ivisée  en  quinze  parties  égales  par  les  points  A,  B,  C,  D,  E, 
,  G,  H,  I,  K,  L,  M,  N,  0,  P. 

En  joignant  les  points  de  division  de  i  en  i,  de  2  en  2,  de 
en  4,  de  7  en  7,  on  obtient  les  côtés  AB,  AO,  AE,  AI,  du 
întédécagone- convexe  et  des  trois  pentédécagones  étoiles. 
Considérons  les  côtés  AB  et  AE;  Q  étant  le  milieu  de  l'arc 
D,  on  a 


arcAQ=  f  2  -4 
arcQB  — arcQE  = 


1)  i5 
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Donc,  pour  construire  AB  et  AE,  il  suffit  de  porter,  à  pariii 
du  point  A,  une  corde  AQ  égale  au  côté  de  l'hexagone,  puis  à 


partir  de  Q,  et  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  une  cord( 
QB  z=  QE  égale  au  côté  du  décagone  convexe. 

Pour  calculer  AB  et  AE,  abaissons  du  point  Q  les  perpendi 
culaires  QS  et  QT  sur  ces  côtés;  l'égalité  des  triangles  rectan 
gles  QAS  et  QAT,  qui  ont  l'hypoténuse  commune  et  un  angli 
aigu  égal  QAS  =:=  QAT,  donne 

AS  =  AT,     QS  =  QT; 

puis,  de  l'égalité  des  triangles  rectangles  BQS,  TQE,  qui  on 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  égal,  on  déduit 


On  a  donc 
AB 


ET  ==:  BS, 


AS  — BS     et     AE  =  AT  +  TE 


AS  +  BS. 

Mais  QS  n'est  autre  que  la  moitié  du  côté  du  décagone  con 
vexe,  puisque  AQ  est  égal  au  rayon  et  que,  l'arc  BQ  étant  h 
dixième  de  la  circonférence,  l'angle  inscrit  BAQ  est  la  moitii 
de  l'angle  au  centre  du  décagone  convexe;  on  a  donc 


QS  =  ?(v5 


); 


par  suite, 


AS=  v/^q'-Qs'=:?  Vio  +  2v5, 

Î5  — v/3). 


BS  ==  VBQ   -  QS  :=j  (V 
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)n  aura  donc,  d'après  les  relations  ci-dessus, 

n 

4 


173 


AB 


A  I 


G  H-  2  v'5  -+-  V^3  —  v^5 


R 


AE=:  ^  (v  10 -f-  2  v5  —  v^+  v/»5). 

On  verra  de  môme  que,  X  étant  le  milieu  de  ML,  AX  est  le 
ôlé  du  décagone  étoile  et  XO  =  XI  le  côté  de  l'hexagone,  ce 
ui  permettra  de  construire  et  de  calculer  d'une  manière  ana- 
)gue  les  côtés  AO  et  AI  des  deux  autres  pentédécagones 
loilés.  En  remarquant  que  XY  est  la  moitié  du  côté  du  déca- 
3ne  étoile,  on  trouve 


AO^  JJ(v/7~5 


V  10  —  2  y 


5), 


AI 


?(v'T-5 


-f-  V'^-h  VIO-    -2  y/s). 


281.  Du  pentédécagone  convexe,  on  passe  au  polygone  de 
>  côtés,  puis  à  celui  de  60,. . .,  et  ainsi  de  suite,  en  prenant 
laque  fois  les  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  du 
)]\gone  précédent.  On  peut  donc,  a^/ec  la  règle  et  le  compas^ 
iscrireles  polygones  réguliers  de  i5,  3o,  60,  120,...,  et  en 
j-néral  de  3.5.2"  côtés. 

PROBLÈME. 

282.  Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
cercle  donné  y  calculer  le  côté  du  pofygone  régulier  inscrit 
m  nombre  de  côtés  double  [Jig.  iQ^). 


Ment  AB  =  a  le  côté  donné  et  R  le  rayon   du  cercle; 
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CD  étant  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB,  AC  sera  le  côté 
cherché,  que  nous  désignerons  par  a'. 

La  corde  AC  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre CD  et  sa  projection  CE  =  OC  -  OE  sur  ce  d>ametre; 

on  a  donc 

a'^==2R(R  -  OE)  rz.  R(2R  -  2OE). 

Mais  le  triangle  rectangle  AEO  donne 

o^^sjï^'^^'    ou    OE^y/^-^v/P^^ 

On  a  donc  finalement 

En  particulier,  lorsqu'on  prend  le  rayon  pour  unité,  on  a 

On  peut  donner  à  celte  relation  une  autre  forme  plus  com 
mode  pour  le  calcul  numérique.  L^^oduit  de  la  somm 
2  +  ^411^,  par  la  différence^-  sji  -  «S  est  égal  à  la  dilfe 
rence  des  carrés  de  a  et  de  ^4  -  «%  c'est-à-dire  à 


\/2  +  v/4  —  «' 

SCOLIB. 

283.  En  partant  d'un  polygone  dont  on  connaît  le  côleV 
pourra,  par  l'application  répétée  de  la  formule  (3).;;'«"l 
succès  ivemenl  les  côtés,  et  par  suite  les  périmètres  des  p 
eones  réguliers  inscrits  de  2n,4«,  8«.  xÉ.«-  ■  •  cÇl^^'  "  " 
fe  nombre  des  côtés  du  premier  polygone.  Voici  les  resuit 
que  l'on  obtient  en  partant,  soit  du  carré  dont  le  côte  est 
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i 

dans  le  cercle  de  rayon  i,   soit  de  l'hexagone  dont  le  côté 
est  1  : 


.Nombre  des  côtés.  Denil-périmèlres. 

4 2,82842 

8 3,06146 

16 3,12144 

32 3,1 3654 

64 3,i4o33 

128 3,14127 


Nombre  des  côtés.  Demi-périuiètres. 

6 3,00000 

12...> 3,Io582 

24 3,13262 

48 3,13935 

96 3,i4io3 

192 3,14145 


Ces  valeurs  sont  obtenues  par  défaut  à  moins  d'une  unité  du 
cinquième  ordre  décimal. 

PROBLÈME. 

284".  Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit, 
calculer  le  côté  du  polygone  régulier  circonscrit  semblable 
(^196). 

Fig.  196. 
C.  F  1) 


Soient  AB  =  a  le  côté  donné  et  R  le  rayon  du  cercle;  me- 

«nons  la  tangente  CD  au  milieu  F  de  l'arc  AB  et  prolongeons-la 

jusqu'aux  points  C  et  D,  où  elle  rencontre  les  rayons  OA  et  OB 

prolongés.  CD  sera  le  côté  cherché  (265);  désignons-le  par  a. 

Les  triangles  semblables  AOE,  COF,  donnent 


CF        OF              a         R 

nais  on  a  (282) 

f 

0E=.^v'4R'-a': 

1  en  résulte 

I) 

2rtR 

v/4R'-fl' 
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En  particulier,  lorsqu'on  prend  le  rayon  pour  unité,  on  a 


(2) 


ia 


SCOLIE. 

285.  Connaissant  les  côtés  des  polygones  réguliers  de  n,  2w, 
4aï,  8ai,  ...  côtés,  inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  i,  on  aura 
par  la  formule  (2)  les  côtés,  et,  par  suite,  les  périmètres  des 
polygones  réguliers  circonscrits  semblables.  Voici  les  résul- 
tats que  l'on  obtient  pour  les  séries  qui  dérivent  du  carré  et 
de  l'hexagone  : 


Nombre  des  côtés.  Demi -périmètre 

4 4: 00000 

8 3,31371 

16 3, 18260 

3'2 3,1 5173 

64 "^,14412 

128 3, 14223 


Nombre  des  côtés.  Demi-périmètres. 

6 3,464«i 

12 3,2i54o 

24 3,15967 

48 3, 14609 

96 3, 14^^72 

192 3,14188 


Ces  valeurs  sont  obtenues  par  excès  à  moins  d'une  unité  du 
cinquième  ordre  décimal. 

PROBLÈME. 

286.  Étant  donnés  le  rayon  r  et  Vapothème  a  d'un  poly- 
gone régulier,  calculer  le  rayon  r'  et  l'apothème  a'  du  poly- 
gone régulier  qui  aurait  le  même  périmètre  et  un  nombre  de 

côtés  double  [fig.  197  )• 

Fig.   197. 


Soient  AB  le  côté  et  0  le  centre  du  polygone  donné;  en 
menant  le  rayon  OGC  perpendiculaire  sur  AB,  on  aura 


OC  =  r,     OG  =  a. 
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Tirons  CA  et  CB,  et  joignons  les  milieux  D  et  E  de  ces  deux 
cordes.  La  droite  DE,  parallèle  à  AB  et  égale  à  sa  moitié,  sera 
le  côté  du  polygone  régulier  qui  a  même  périmètre  et  deux 
fois  plus  de  côtés  que  le  premier.  D'ailleurs,  l'angle  DOE  étant 
la  moitié  de  l'angle  au  centre  AOB  du  polygone  primitif,  le 
point  0  sera  encore  le  centre  du  nouveau  polygone,  et  l'on 
aura 

OD  =  r',     0F  =  «'. 

Or,  le  point  F  est  le  milieu  de  CG  ;  donc 

(i)  OF  =  -(OG-l-OC)     ou     a'=-{a-{-r). 

De  plus,  le  triangle  rectangle  ODC  donne  (222) 
(2)  Ôd'^OC.OF    ou     t'  =  sj^d. 

Les  relations  (i)  et  (2)  résolvent  le  problème  proposé;  la 
première  permet  de  calculer  a  ;  puis,  a'  étant  connu,  la  se- 
conde donne  r'. 

SCOLIE. 

287.  On  voit  sur  la  figure  que  OF  est  plus  grand  que  OG  et 
que  OD  est  moindre  que  OC.  Donc,  quand  on  passe  d'un  po- 
lygone régulier  au  polygone  régulier  isopérimètre  d'un  nom- 
bre de  côtés  double^  l'apothème  augmente  et  le  rayon  dimi- 
nue, de  sorte  que  la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème 
va  en  décroissant.  Le  triangle  AOG  montre  que  cette  différence 
OA—  OG  est  moindre  que  AG,  c'est-à-dire  que  la  moitié  du 
côté  du  polygone  correspondant.  Or,  le  périmètre  du  polygone 
restant  constant,  la  valeur  de  chacun  des  côtés  tend  vers  zéro 
lorsqu'on  double  leur  nombre  indéfiniment.  Donc,  Vexcès  du 
rayon  sur  l'apothème  peut  devenir  aussi  pt-tit  qu'on  veut. 

On  peut  voir  que  la  différence  r'  ~  a!  est  moindre  que  le 
quart  de  la  différence  précédente  r  —  a. 

En  effet,  si  du  point  0  comme  centre,  avec  OD  pour  rayon, 
on  trace  l'arc  DIE,  on  a 

r'  —  a'  =  W     et     /-«  =  CG  =  2CF; 

la 
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il  s'agit  donc  de  prouver  que  IF  est  inférieur  à  la  moitié  de  CF, 
c'est-à-dire  que  IF  est  moindre  que  CI.  Or  l'angle  inscrit  IDE 
et  l'angle  IDC  formé  par  une  tangente  et  une  corde  ont  pour 
mesure,  le  premier  la  moitié  de  l'arc  lE,  le  second  la  moitié 
de  l'arc  DI;  ces  angles  sont  donc  égaux,  et  DI  est  la  bissectrice 
de  l'angle  CDF.  Donc  enfin  le  rapport  de  IF  à  IC  est  égal  (  191  ) 
à  celui  de  la  perpendiculaire  DF  à  l'oblique  DC,  et,  par  suite, 
moindre  que  i. 

Corollaire. 

288.  Soient  p  et  V  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables, l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit,  et  /?'  et  P'  les  périmètres  de 
deux  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés 
double.  Le  rapport  de  similitude  ou  celui  des  périmètres  étant  égal  au 
rapport  des  apothèmes  (269),  on  a  {Jig.  197) 


d'où 


P     oc'     P'      OC      od' 


25^2^  et   —  _2?. 

II  II 

D'ailleurs,  les  triangles  semblables  ODC,  ACG,  donnent 

OC      AC       //  OC      OD 

ou 


On  a  donc 


mais  (286) 


donc  enfin 


OD      AG      />  i_       j_ 

P        p' 

OC      OG      OD      OF 
I  ~    I    ~    1  I    ' 

OF^;^  (Oe-t-OG)    et    OD==v/ÔGjL)F 
I  _  I  / 1       I  \        1  _      /l      I 


Étant  donnes  les  périmètres  p  et  P  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables inscrit  et  circonscrit  a  un  même  cercle,  ces  deux  formules  permet- 
tront de  calculer  les  périmètres  p'  et  P'  des  polygones  réguliers  inscrit  et 
circonscrit  dh(n  nombre  de  côtés  double. 
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§  VIII.  -  MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE. 

DÉFINITIONS. 

289.  L'idée  générale  de  longueur  est  une  de  celles  qu'on  ne 
peut  ramener  à  aucune  autre.  Aussi  bien,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  il  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  définir  une  grandeur 
pour  pouvoir  la  mesurer,  c'est-à-dire  pour  pouvoir  la  compa- 
rer à  une  autre  grandeur  de  même  espèce;  il  suffit  de  posséder 
la  notion  des  grandeurs  de  cette  espèce  et  d'avoir  défini  leur 
égalité  et  leur  addition.  C'est  ainsi  qu'après  avoir  défini  l'éga- 
lité et  l'addition  des  lignes  droites  (3),  on  conçoit  nettement 
ce  que  c'est  qu'une  ligne  droite  ou  brisée  double,  triple,. . ., 
d'une  autre,  et,  en  général,  ayant  un  rapport  quelconque  avec 
une  autre  ligne  droite  ou  brisée.  On  peut  en  dire  autant  de 
deux  arcs  de  cercle  de  même  rayon  (93). 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'il  s'agit  de  comparer  un  arc 
de  cercle  ou,  plus  généralement,  un  arc  de  courbe  quelconque 
à  la  ligne  droite.  Puisque  la  décomposition  en  parties  respec- 
tivement superposables  est  ici  impossible,  et  qu'en  Géométrie 
Végalité  résulte  de  la  possibilité  de  la  coïncidence,  on  voit 
qu'à  proprement  parler  un  arc  de  courbe  et  une  portion  de 
ligne  droite  ne  peuvent  être  égaux,  mais  seulement  équiva- 
lents. Pour  ramener  la  notion  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
à  celle  de  la  longueur  d'une  ligne  droite,  on  adopte  alors  la 
définition  suivante  : 

La  longueur  d'un  arc  de  courbe  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  périmètre  d'une  ligne  brisée  inscrite  dans  cet  arc  et 
dont  les  côtés  tendent  vers  zéro, 

290.  Toutefois,  pour  justifier  cette  définition,  il  faut  prouver  que  cette 
limite  existe  et  qiCelle  est  unique ,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  loi  sui- 
vant laquelle  on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée. 

On  peut  supposer  que  l'arc  de  courbe  considéré  AB  [fi^.  ig8)  est  con- 
vexe dans  toute  son  étendue;  sans  quoi,  on  le  décomposerait  en  plusieurs 
arcs,  les  uns  convexes,  les  autres  concaves,  et  la  proposition  une  fois  éta- 
blie pour  les  arcs  partiels  s'étendrait  à  l'arc  total. 

A  cette  remarque,  nous  joindrons  les  deux  définitions  suivantes  : 
Une  ligne  brisée  quelconque  ACD...B  étant  inscrite  dans  l'arc  de 

12. 


l8o  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

courbe  AB,  nous  appellerons  ligne  brisée  circonscrite  correspondante  la 
ligne  AM'N'...T'B  formée  en  menante  l'arc  AB  des  tangentes  par  les 
divers  sommets  de  la  ligne  inscrite. 

Si  l'on  inscrit  dans  l'arc  AB  des  lignes  brisées  se  succédant  d'après  une 
loi  déterminée,  et  si  l'on  n'impose  aux  lignes  brisées  de  la  série  que  la 
condition  d'avoir  leurs  côtés  tendant  vers  zéro,  nous  dirons  que  la  loi 
d'inscription  est  quelconque  ;  mais,  si  les  lignes  brisées  successives  sont, 
en  outre,  telles  que  les  sommets  de  chacune  d'elles  fassent  partie  des  som- 
mets de  la  suivante,  nous  dirons  que  la  loi  d'inscription  est  simple.  Il  est 
clair  qu'il  existe  une  infinité  de  lois  simples  d'inscription. 

Ceci  posé,  nous  diviserons  notre  démonstration  en  trois  parties. 

1°  Le  rapport  des  périmètres  d''une  ligne  brisée  inscrite  et  de  la  ligne 
brisée  circonscrite  correspondante  tend  vers  l'unité,  quelle  que  soit  la  loi 
suivant  laquelle  les  côtés  de  la  ligne  inscrite  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  soient  M,  N,. ..,  T,  les  projections  des  sommets  de  la  ligne 
circonscrite  sur  les  côtés  de  la  ligne  inscrite;  la  valeur  du  rapport 

AM'^-M'C^-CN'^^...-^-T'B 


AM4-  MC  +  CN+...-f-TB 

étant  comprise  entre  les  valeurs  de  deux  des  rapports 

am;     m;c     CN'  rs 

AM  '      MC  "      CN  '  *  "  '  '   TB  ' 

il  suffit  de  prouver  que  chacun  de  ces  rapports  tend  vers  Tunité.  Consi- 

CN' 
dérons,  par  exemple,  le  rapport  — ^  et,  sur  une  droite  af  invariable  de 

grandeur  et  de  position,  construisons  un  triangle  apy,  rectangle  en  S  et 


dont  l'angle  aigu  y.  soit  égal  à  l'angle  N'CN.  Les  triangles  semblables  N'  CN, 
ap7,  donnent 

CN'_a7^ 

CN  ~  a^' 
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mais,  quand  le  côté  CD  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  l'imgle  N'CN 
ou  de  son  égal  a;  par  suite,  la  longueur  finie  et  variable  ay  tend  vers  af, 
et  le  rai^port  proposé  a  pour  limite  l'unité. 

2"  Le  périnutrc  (Cunc  ligr.r  brisée  inscrite  (r  api  es  une  loi  simple  tend 
vers  une  limite  déterminée ^  et  cette  limite  est  la  même  quelle  que  soit  la 
loi  simple  qiénn  considère. 

Il  est  évident  d'abord  que,  si  des  lignes  brisées  inscrites  dans  l'arc  AB 
se  succèdent  d'après  une  loi  simple  déterminée,  leiirs  périmètres  tendent 
vers  une  limite  déterminée  L;  car  ces  périmètres  croissent  sans  cesse  en 
restant  toujours  moindres  que  le  périmètre  d'une  ligne  brisée  quelconque 
circonscrite  à  l'arc  AB.  D'ailleurs,  d'après  l'alinéa  précédent,  les  lignes 
brisées  circonscrites  correspondantes  tendent  aussi  vers  la  même  limite  L. 

Considérons  maintenant  deux  lignes  brisées  inscrites  appartenant  à  deux 
lois  simples  ditTérentes;  soient  p  et  p'  leurs  périmètres,  P  et  P'  les  péri- 
mètres des  lignes  circonscrites  correspondantes,  L  la  limite  commune  à  p 
et  à  P,  L'  la  limite  commune  à  p'  et  à  P'.  Toute  ligne  brisée  inscrite  étant 
moindre  qu'une  ligne  brisée  circonscrite  quelconque,  on  a  />>  <P';  la  li- 
mite L  de  p  ne  peut  donc  pas  surpasser  la  limite  L'  de  P'.  On  verrait  de 
môme  que  L'  ne  peut  surpasser  L.  Par  conséquent,  L  et  L'  sont  égales. 

3°  Le  périmètre  dhine  ligne  brisée  inscrite  d'après  une  loi  quelconque 
tend  vers  une  limite  déterminée,  et  cette  limite  est  indépendante  de  la  loi 
(r inscription  adoptée. 

En  effet,  considérons  une  série  de  lignes  brisées  inscrites  dans  l'arc  AB 
suivant  une  loi  quelconque;  soient  p  le  périmètre  d'une  ligne  de  cette  sé- 
rie et  P  le  périmètre  de  la  ligne  brisée  circonscrite  correspondante.  Puis- 
que le  rapport  de  /^  à  P  tend  vers  l'unité,  on  peut  prendre  les  côtés  de  la 
ligne  brisée  inscrite  assez  petits  pour  que  la  ditîérence  ^  —  p  soit  moin- 
dre quune  quantité  fixe  e  aussi  petite  qu'on  veut.  Soit  L  la  limite  des 
p.'rimètrcs  des  lignes  brisées  inscrites  dans  l'arc  AB  suivant  une  loi  simple 
quelconque.  P,  étant  plus  grand  qu'une  ligne  brisée  quelconque  inscrite 
suivant  une  loi  simple,  sera  supérieur  ou  au  moins  égal  à  la  limite  L.  On 
aura  donc  a  fortiori 

/?  -h  £  >  L     ou    />>  >  L  —  î. 

D'autre  part,  p  étant  moindre  qu'une  quelconque  des  lignes  brisées 
circonscrites  correspondantes  aux  lignes  brisées  inscrites  suivant  une  loi 
simple,  sera  inférieur  à  leur  limite  L,  et  l'on  aura 

P<U 

par  suite,  p  étant  compris  entre  L  et  une  quantité  L  —  s,  qui  diffère  de  L 
aussi  peu  qu'on  veut,  aura  L  pour  limite. 

Nous  devons  à  M.  0.  Bonnet  le  principe  de  cetle  démonstration  qui  ne 
repose,  comme  on  le  voit,  que  sur  des  idées  élémentaires. 
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291.  On  déduit  de  ce  qui  précède  plusieurs  conséquences  importantes. 

1°  Tout  arc  convexe  A  est  moindre  qu'une  ligne  quelconque  B  qui  V en- 
veloppe en  partant  des  mêmes  extrémités.  —  Il  suffit,  en  effet,  de  conce- 
voir une  ligne  brisée  A'  inscrite  dans  l'arc  A,  et  une  ligne  brisée  B'  in- 
scrite dans  l'arc  B,  de  manière  à  n'avoir  aucun  point  commun  avec  l'arc  A. 
On  aura  alors  (74)  A'<  B'  et,  par  suite,  en  passant  à  la  limite,  A  <  B. 

On  verrait  de  même  que  le  périmètre  d'une  ligne  convexe  fermée  est 
moindre  que  le  périmètre  de  toute  ligne  qui  l'enveloppe. 

2"  Le  rapport  dhin  arc  de  courbe  AC  à  sa  corde  [fig.  198)  «  pour  li- 
mite l'unité,  lorscpie  l'arc  tend  vers  zéro.  —  Car,  en  menant  les  tan- 
gentes AM'  et  CM',  on  a  (1°) 

corde  AC  <  arc  AC  <  AM'-h  M'C, 
d'où 

arc  AC        AM'+M'C 
^  ^  corde  AC  ^  AM  -+-  MG  * 

Or  on  a  prouvé  (290,  i")  que  ce  dernier  rapport  a  pour  limite  l'unité 
lorsque  l'arc  AC  tend  vers  zéro.  La  proposition  est  donc  démontrée. 

THÉORÈME. 

292.  Le  rapport  de  deux  circonférences  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  leurs  rayons. 

Soient  R  el  R'  les  rayons,  et  C  et  C  les  longueurs  de  deux 
circonférences;  inscrivons  dans  la  première  un  polygone  ré- 
gulier quelconque  el,  dans  la  seconde,  un  polygone  régulier 
d'un  même  nombre  de  côtés.  P  et  P'  étant  les  périmètres  de 
ces  polygones,  on  aura  (269) 

JP  _  R 
P  "~R'' 

Celte  proportion,  ayant  lieu  quel  que  soille  nombre  des  côlés 
des  deux  polygones,  subsistera  quand  on  fera  croître  ce  nom- 
bre indéfiniment;  mais  alors  les  périmètres  P  el  P'  tendront 
vers  leurs  limites  respectives  C  el  C!  (290,  291)  el  leur  rapport 

C 
tendra  vers—-  On  aura  donc,  à  la  limite, 
Ci 

C^_  R 
C'~R'' 
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Corollaire. 

293.  La  proposilion  précédente  donne 

c  _c^  _c__  _c;_ 

Donc,  le  rapport  d'une  circonférence  à  son  diamètre  est  le 
môme  pour  toutes  les  circonférences;  en  d'autres  termes  : 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  un  nombre 
constant. 

Ce  nombre,  qu'on  représente  ordinairement  par  tt,  est  in- 
commensurable (*);  on  ne  peut  donc  pas  l'avoir  exactement; 
mais  on  peut  le  calculer,  comme  nous  le  montrerons  bientôt, 
avec  telle  approximation  qu'on  veut.  Voici  sa  valeur  en  déci- 
males, ainsi  que  celle  de  son  inverse  et  de  son  logarithme  : 

TT  =  3,i4i59  2653589798  23846. . ., 

—  1=  o ,  3 1 83o  9886 1  83790  67 1 53 ... , 

log7r  =  0,49714  98726  94i33  85435. . . . 

294.  En  donnant  à  la  formule  — n-  ==^Tr  les  deux  formes 

2K 

C==:27rR,      R  =  — , 

271 

on  voit  :  i°  que,  pour  calculer  la  longueur  d'une  circonfé- 
rence, il  faut  multiplier  par  le  nombre  iz  le  double  de  la  lon- 
gueur du  rayon;  i°  que,  pour  calculer  le  rayon  d'une  circon- 
férence, il  faut  diviser  par  t.  ou  multiplier  par  -  la  moitié  de 
la  longueur  de  la  circonférence. 

Exemples  : 

1°  Quelle  est  la  circonférence  d'une  roue  de  voiture  dont 
le  rayon  est  de  o"*,65? 


(')  C'est  Lambert  qui  a  démontré  pour  la  première  fois  {Mémoires  de  Ber- 
lin, 1761)  que  TT  est  incommensurable.  Legendre  a  prouvé  plus  tard  qu'il  en 
est  de  même  du  carré  de  tti 
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En  multipliant  le  rayon  o'",65  par  6'",  28  qui  est  la  valeur  de 
2-  à  moins  d'un  centième,  on  trouve  pour  la  circonférence 
cherchée  4"% 08  à  moins  d'un  centimètre. 

2°  Quel  est  le  rafon  du  méridien  de  Paris  P 

On  sait  que  la  demi-circonférence  de  ce  méridien  est  de 
20000000  mètres;  en  multipliant  ce  nombre  par  0,3183099, 

qui  est  la  valeur  de  -  à  moins  de  -  dix-millionième,  on  trouve 

pour  le  rayon  cherché  6366  197  mètres  à  moins  de  i  mètre. 

295.  La  longueur  de  l'arc  de  180  degrés  dans  le  cercle  de 
rayon  R,  c'est-à-dire  de  la  demi-circonférence,  étant  nW,  la 

longueur  de  l'arc  de  i  degré  sera  -^j  et,  par  suite,  la  lon- 
gueur l  de  l'arc  de  n  degrés  dans  le  cercle  de  rayon  R  a  pour 
expression 

j ttRai 

78^* 

Celle  formule  et  les  deux  suivantes 

180/       _       180/ 


ttK  Tin 

qu'on  en  déduit,  servent  à  calculer  l'une  quelconque  des  trois 
quantités  /,  n^  R,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 

Exemples  : 

1°  Sur  une  circonférence  dont  le  rafon  a  o"',90,  quelle  est 
la  longueur  de  l'arc  de  25" 45»'? 

On  a  ici 

^45         ^.       3        io3 

n=:  2.0  -h  ~  r=  25  +  y  =  -7— î 
bo  4         4 

et,  par  suite, 

io3 

71.0,90.—^-  00/ 

-  ^       4  ioSt:        io3.3,i4         „   , 

'^ — Ts-o —  =  ^^  =  -^;i^  =  ''  •'î°--- 

2<'  Quel  est  l'arc  dont  la  longueur  est  égale  au  rayon? 
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La  seconde  des  formules  qui  précèdent  donne  pour  le  nom- 
bre de  degrés  de  cet  arc 

180" 
71  =  -^^^  =i8o«xo, 31830988. ..=  57°i7'44",8o.... 

3"  Quel  est  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  l'arc  de  3o  degrés 
vaut  I  mètre P 
La  troisième  formule  donne 

R  =z  --^  =  -=  6.o,3i83  =:  i'",Qro. 

THÉORÈME. 

296.  Deux  arcs  semblables,  c'est-à-dire  deux  arcs  qui  re- 
pondent à  des  angles  au  centre  égaux  dans  des  cercles  diffé- 
rents, sont  proportionnels  à  leurs  rayons. 

En  effet,  soient  /  et  l'  les  longueurs  des  deuH  arcs,  R  et  R' 
leurs  rayons,  0  et  0'  les  angles  au  centre  égaux  qui  corres- 
pondent à  ces  arcs;  on  a 

_/___0 r     _       0' 

27iK  ~  4  ^loits'     2-K' ~  4  ^ï'Oits' 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre  et  observant  que  0  =  0', 

_^_  R 
/'  ~  R'  ' 

SCOLIE. 

297.  Dans  la  pratique,  on  évalue  les  angles  en  parties  aliquotes  de  la 
circonférence,  c'est-à-dire  en  degrés,  minutes  et  secondes.  Il  n'en  est  plus 
de  même  en  théorie,  lorsqu'on  veut  introduire  un  angle  dans  une  formule. 

Soient  VOX  un  angle  et  w  le  nombre  qui  le  mesure,  c'est-à-dire  le  rap- 

F'C-  199- 


port  de  cet  angle  à  l'angle  unité  UOX  {Jîg.  199).  Décrivons  du  sommet 
commun  0  comme  centre  une  circonférence,  et  désignons  respectivement 
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par  r,  /,  /',  les  nombres  d'unités  linéaires  contenues  dans  le  rayon  et  dans 
les  arcs  AM,  AN,  interceptés  entre  les  côtés  des  deux  angles  VOX,  UOX. 
La  proportionnalité  des  angles  au  centre  aux  arcs  interceptés  (134) 
donne 

VOX  / 


UOX     ^"     "'  =  1' 


Donc 


1°  Si  on  laisse  arbiti'aire  Vanité  linéaire  et  V unité  angulaiî-e,  un  angle 
quelconque  a  pour  mesure  le  rapport  des  nombres  d'unités  linéaires  con- 
tenues dans  les  arcs  cfie  V angle  considéré  et  P angle  unité  interceptent 
sur  une  circonférence  quelconque,  décrite  de  leur  sommet  commun  comme 
centre. 

2°  Si,  sans  fixer  aucune  des  deux  unités,  on  les  fait  correspondre  l'une 
à  l'autre,  c'est-à-dire  ^7  Pon  prend  pour  unité  d'arc  Parc  intercepté  par 
V unité  cV angle,  on  a  /'  =  i,  et  w  =  /. 

Dans  ce  cas,  un  angle  quelconque  a  même  mesure  cjue  Parc  compris 
entre  ses  côtés  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre^  avec  un  rayon 
quelconque-,  c'est  le  théorème  du  n°  136. 

3°  Souvent,  au  lieu  d'établir  la  correspondance  entre  l'unité  linéaire  et 
l'unité  angulaire,  on  laisse  indéterminée  l'unité  de  longueur,  et  l'on  fixe 
l'unité  d'angle  ;  on  prend  pour  unité  angulaire  P angle  qui  intercepte  sur 
une  circonférence  quelconque  un  arc  égal  au  rayon.  On  a  alors  P  =  r^  et 
par  suite 

w  =  -     ou     /  =  wr. 
/• 

Dans  ce  cas,  un  angle  quelconque  a  pour  mesure  le  rapport  de  Parc 
quil  intercepte  sur  une  circonférence  quelconque  décrite  de  son  sommet 
comme  centre,  au  rayon  de  cette  circonférence,  et  inversement,  Parc  est 
égal  à  P  angle  multiplié  par  le  rayon. 

Pour  rendre  facile  la  comparaison  entre  ce  mode  de  mesure  et  l'éva- 
luation en  degrés,  minutes  et  secondes,  il  suffit  de  rappeler  (295,  2**)  que 
l'angle  unité  est  alors  de  57°i7'44",8o 

Ajoutons  enfin  que  si,  après  avoir  fixé  de  la  sorte  l'unité  d'angle,  on 
prend  de  plus  le  rayon  r  pour  unité  de  longueur,  on  établit  ainsi  la  cor- 
respondance des  unités  linéaire  et  angulaire,  et  l'on  retombe  sur  la  for- 

mule  w  =  /.  L'angle  droit  est  alors  mesuré  par  -  =  i  ,6707. . . ,  l'angle 
de  45  degrés  par  75  •  *  ■  ?  etc. 
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PROBLÈME. 

298.  Calculer  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
La  formule 

(.)  n=.^ 

montre  que,  pour  avoir  7:,  on  peut  : 

Soit  se  donner  le  rayon  U  el  calculer  la  longueur  de  la  cir- 
conférence C  :  c'est  la  méthode  des  périmètres  ; 

Soit  se  donner  la  circonférence  C  et  calculer  le  rayon  U  : 
c'est  la  méthode  des  isopérimètres, 

299.  Méthode  des  périmètres.  —  Pour  R  ==  i,  la  formule  (1) 
donne  7:  =  y^;  le  nombre  7:  est  donc  égal  à  la  demi-circonfé- 
rence de  rayon  i.  Par  suite,  le  demi-périmètre  de  tout  poly- 
gone inscrit  dans  cette  circonférence  est  une  valeur  de  rr 
approchée  par  défaut,  et  le  demi-périmètre  de  tout  polygone 
circonscrit  est  une  valeur  de  7:  approchée  par  excès.  Donc,  si 
on  calcule,  comme  au  n°  283,  en  partant  du  carré  inscrit,  les 
demi-périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  de  8,  16, 
32,. . .,  côtés,  les  nombres  obtenus  seront  des  valeurs  par  dé- 
faut de  plus  en  plus  voisines  de  tt;  et  de  même,  si,  en  parlant 
du  carré  circonscrit,  on  calcule,  comme  au  n°  285,  les  demi- 
périmètres  des  polygones  réguliers  circonscrits  de  8,  16,  32,..., 
côtés,  on  aura  des  valeurs  par  excès  de  plus  en  plus  voisines 
de  7r.  Par  exemple,  on  trouve  (283,  285)  pour  les  demi-pé- 
rimètres des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  de 
128  côtés. . .  3, 14127  et  3, 14223  ;  on  conclut  de  là  que  7r  est 
compris  entre  ces  deux  nombres  el  que  3, 142  est  sa  valeur  à 
moins  d'un  millième. 

On  peut  aussi  partir  de  l'hexagone  et  calculer,  comme  aux 
n°*  283  et  285,  les  demi-périmètres  des  polygones  réguliers 
inscrits  et  circonscrits  de  12,  24-  4^>-  •  •  >  côtés. 

Ainsi  présentée,  la  méthode  des  périmèlres  est  très-labo- 
rieuse; mais  en  revanche  elle  est  très-simple  en  principe; 
c'est  d'ailleurs  la  méthode  suivie  par  Archimède,  l'illustre  géo- 
mètre qui  vivait  à  Syracuse  260  ans  avant  J.-C,  et  auquel  appar- 
tient la  gloire  d'avoir  trouvé  le  premier  le  rapport  de  la  circon- 
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férence  au  diamètre.  Archimède,  en  parlant  de  l'hexagone  et 
en  s'arrêtant  aux  polygones  inscrit  et  circonscrit  de  96  côtés, 

a  prouvé  que  n  était  compris  entre  3  H et  3  h Ce  der- 

71  70 

mer  nombre  3  h ou  — >  qui  surpasse  t:  de  momsd  un  demi- 

70         7 
centième,  suffit  dans  beaucoup  d'applications. 

355 
Il  convient  de  signaler  encore  la  valeur  par  excès — ^^  qui 
°  1 13 

est  due  à  Adrien  Métius,  et  dont  Terreur  n'atteint  pas  un  demi- 
millionième. 

Nous  allons  voir  que  la  méthode  des  isopérimètres,  publiée 
en  181 3,  à  Nancy,  par  le  géomètre  Schwab,  conduite  des  calculs 
beaucoup  plus  simples;  nous  reviendrons  ensuite  sur  la  mé- 
thode des  périmètres,  pour  montrer  qu'on  peut  la  présenter 
de  telle  sorte  qu'elle  conduise  identiquement  aux  mêmes  cal- 
culs que  celle  des  isopérimètres. 

300.  Méthode  des  isopérimèlres.  —   Prenons  la  circonfé- 

C 

rence  C  égale  à  2;  la  formule  tt  =  —r-  donne  alors 

2  K 

71—77       OfJ       -  —    •^• 
H  TT 

Le  nombre  -  est  donc  la  valeur  du  ravon  de  la  circonférence 

TT 

égale  à  2.  Par  suite,  l'apothème  a  et  le  rayon  r  de  tout  poly- 
gone régulier  ayant  un  périmètre  égal  à  2  sont  deux  valeurs 

approchées  de  ->  l'une  par  défaut,  l'autre  par  excès;  car  la 

71 

circonférence  inscrite  et  la  circonférence  circonscrite  à  un  tel 
polygone  étant  l'une  moindre,  l'autre  plus  grande  que  2,  leurs 
rayons  «  et  r  doivent  comprendre  le  rayon  R  de  la  circonfé- 
rence égale  à  2  (292),  c'est-à-dire  le  nombre  -• 

71 

Ceci  posé,  considérons  le  carré  dont  le  côté  est  -;  son  péri- 
mètre est  2,  son  apothème  «,  =:  -^  et  son  rayon  n—  y  V^^, 
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Puis,  à  l'aide  des  formules  (286), 

(  I  )  ak+.  =  -  (  «*  -h  r*  ),     n+,  =r  sjak+, .  n, 

calculons  successivement  les  rayons  et  les  apothèmes  «2  et  r^, 
«3  et  Ta,  «4  et  ri,. . .  des  polygones  réguliers  isopérimètres  de  8, 
i6,  32,. . . ,  côtés.  Dans  la  série 

^1»    ^ly   Ctiy    r2,  (li,   Ts,  .  .  .  ,    dni   fnf  .  ., 

dont  chaque  terme  à  partir  du  troisième  est  alternativement 
moyen  arithmétique  et  moyen  géométrique  entre  les  deux  qui 
précèdent,  les  termes  de  rangs  impairs  a,,  a,,  «3,...,  «„,..., 

vont  en  croissant  et  restent  inférieurs  à   -?  tandis  que  les 

71 

termes  de  rangs  pairs  r,,  Tî,  ri,..,,  rn,...,  vont  en  décrois- 
sant (287),  et  restent  supérieurs  à  -•  D'ailleurs,  on  sait  (287) 

71 

que  la  différence  r„  — «„  peut  être  rendue  moindre  que  toute 
quantité  donnée  en  prenant  n  assez  grand  ;  donc  les  termes  de 
la  suite 

^i>   rif  (I2,  Tj,   <23,   Ta,.  .  ., 

alternativement  inférieurs  et  supérieurs  au  nombre  -5  ont  ce 
nombre  pour  limite. 
Si  l'on  remarque  en  c  utre  que  a^  =  -  est  la  moyenne  arilh- 

metique  entre  o  et  -?  et  que  Ti  =  y  \ji  est  la  moyenne  geo- 

métrique  entre  -  et  j)  on  arrive  à  cette  proposition  : 

Le  nombre  -  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  suite  des  nom- 


bres obtenus  en  partant  de  o  et  -t  et  prena.it  alternativement 

la  moy^enne  arithmétique  et  la  moyenne  géométrique  entre 
les  deux  qui  précèdent. 

En  prolongeant  le  calcul  de  ces  moyennes  jusqu'à  ce  que 
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deux  termes  consécutifs  aient  m  -f- 1   décimales  communes, 

on  aura  -  à  moins  d'une  unité  décimale  de  l'ordre  m  -f  i,  et 

par  suite,  en  divisant  i  par  le  nombre  ainsi  trouvé,  on  aura  tt 
à  moins  d'une  unité  du  W*""'  ordre  décimal.  Car,  si  l'on  désigne 
respectivement  par  îf  et  s  les  erreurs  correspondantes  de  tt  et 

de  -•)  on  a,  en  négligeant  le  produit  ttse', 

71 

£^— ;Tr^£     d'où     e'<^i0£. 
Voici  le  tableau  des  calculs  jusqu'au  polygone  de  128  côtés  : 


î  des  côtés. 

Apothèmes. 

Rayons. 

4 

8 
16 

32 

«1^=:  0,2500000 
«jin:  0,3017767 
«31-  0,3142087 

a^=z  0,3172866 

7^  =  0,3535534 
r2=  0,3266407 
r3=;  0, 3203645 
/'4=:  0,3188218 

64 

128 

«5=  0,3 180542 
a^^  0,3182459 

r,=:o, 3184377 
n=o,3i834i8 

On  trouve  ainsi  pour-  la  valeur  o,3i8  à  moins  d'un  mil- 

lième,  et  même  o,3i83  à  moins  d'un  dix-millième;  par  suite, 
en  divisant  l'unité  par  ce  dernier  nombre,  on  obtient  pour  ti 
la  valeur  3,142  à  moins  d'un  millième. 

301.  Voici  quelques  développements  nouveaux  qui  permet- 
tent d'abréger  beaucoup  les  calculs. 

Si  l'on  désigne  par  Zk  l'erreur  commise,  en  substituant  la 
moyenne  arithmétique  des  deux  quantités  ak+i  et  a  à  leui 
moyenne  géométrique,  la  seconde  des  deux  formules  (i 
devient 

n-+,  =  -  (Clk^,  -f-  Vk)  H-  £/•. 

Par  suite,  on  peut  écrire  comme  il  suit  ces  deux  formules  ; 

Gk+y--  rr^  ~(ak—  rk), 
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On  a  (le  même 


rk+.  —  ak+2  =  -  (  a+,  —  ai+i  )  -{-  ei^^_, , 


En  continuant  ainsi  jusqu'à 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre  toutes  les  égalités  posées, 
on  obtient 

Laissons  k  fixe  et  faisons  croître  //  indéfiniment;   ak+.^  et 

n+^-i  auront  pour  limite  commune  -?  et  la  relation  précédente 
deviendra 

Or,  d'après  le  n«  251,  c*  est  moindre  que  ~ —  (a— «a+i)'.  On 

a  donc  rt  fortiori,  -. 

(r«— «*)' 

Par  suite,  £*+,  est  moindre  que    ^^^' ""^  ^*"^'    ?  et  Ton  a  a  for- 

^    T    [rh—OkY 
ib        Xiak 

I  De  même;  on  peut  poser 

i 

i6^       8«<. 


192  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

L  erreur  commise  en  prenant     -—  ^ est  donc  momdre 

que 

1  (  n  —  rnY  I        1  T 


8  «A        \        ib        10'  /  4^ 

Supposons  /r  assez  grand  pour  que  celle  dernière  quaniiié 

soit  moindre  que 5  el  dési^^nons  par  a  et  p  des  valeurs 

2.10'" 

approchées  de  a*  et  de  r;t  à  moins  de ;  -  différant  de 

^*^  2.10™      71 

-  («A H-  "^n)  de  moins  de -5  et  celle  dernière  quantité  dif- 

3  2.10'^ 

férant  à  son  tour  de  -r  (a-+  10)  de  moins  de ^5  on  a,  à 

6  2.10'" 

moins  de  — -? 
10"^ 

De  là  ce  théorème  : 

Si  Von  prend  k  assez  grand  pour  que  la  quantité 

^{r,-a,y 

soit  moindre  que -^  •>  et  si  ocet  p  sont  des  valeurs  approchées 

de  ttk  et  de  rk  à  moins  de -<>  V expression 


2.10' 

I 


^(a+2p) 

est  une  valeur  approchée  de-  à  moins  de • 

Par  exemple,  en  s'arrêtant  au  polygone  de  64  côtés,  on  a, 
d'après  le  tableau  précédent  (300), 

4fr,  — /7J2  I  a  =  0,3 180542, 

45. «s  2.10'  przr  0,3184377, 
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On  en  déduit 

-  =  -(a  4-  2p)  ^0,3 183099, 

77  6 


a  moins  de  — :?  et,  par  suite, 

lO' 


7:  =  3,141593, 
à  moins  de  — •  • 


302.  Retour  à  la  méthode  des  périmètres.  —  Nous  avons  dit  (299)  quo 
la  méthode  des  périmètres  convenablement  dirigée  conduisait  à  des  cal- 
culs identiques  aux  précédents. 

En  effet,  p  et  P  étant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables, l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit,  et//  et  P'  étant  les  périmètres  des 
deux  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés 
double,  on  a  (288) 


Les  nombres 

p  =  Kp^^)' 

f'  y  h' 

I 

-„.... 

sont  donc,  à  partir  du  troisième,  alternativement  moyens  arithmétiques 
et  moyens  géométriques  entre  les  deux  qui  précèdent.  D'ailleurs,  si  l'on 

prend  le  rayon  du  cercle  égal  à  -,  on  a 

77  =^  C     ou      -  =  nî 

77  L 

et,  par  suite,  -  est  la  limite  de  la  suite  formée  par  les  inverses  des  péri- 
mètres des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  dont  le  nombre  des 
côtés  va  en  doublant.  Enfin,  si  l'on  part  des  carrés  circonscrit  et  inscrit, 
les  deux  premiers  termes  de  la  série  sont 

Il         ï   __  V^ 
p-4'    p-'J' 

et  l'on  retombe  sur  le  théorème  de  Schwab  énoncé  au  n°  300. 

i3 
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§  IX.  ~  APPENDICE. 

303.  Nous  nous  proposons,  dans  cet  Appendice,  de  compléter  quelques- 
unes  des  théories  précédentes,  et  surtout  d'exposer  plusieurs  théories  nou- 
velles qui  constituent  de  puissantes  méthodes  d'investigation. 

Il  convient  d'indiquer  d'abord  l'usage  des  signes  -h  et  —  pour  exprimer 
le  sens  des  segments. 

PRLNCIPE   DES   SIGNES. 

304.  Deux  points  A  et  B  étant  situés  sur  une  droite  indéfinie  X'X 
[Jig.  2oo),  on  peut  parcourir  l'intervalle  qui  les  sépare  en  allant  dans  le 
sens  de  la  flèche  ou  dans  le  sens  contraire  ;  de  là  deux  segments  AB  et  BA 

Fig.  200. 


de  même  longueur,  d'origines  différentes  A  et  B,  et  de  sens  opposés.  Pour 
déterminer  un  segment,  il  faut  donner  sa  longueur,  son  origine  et  le  seus 
dans  lequel  il  faut  porter  sa  longueur  à  partir  de  l'origine.  On  indique  ce 
sens  en  affectant  du  signe  -+-  les  nombres  qui  mesurent  les  longueurs  des 
segments  comptés  dans  un  sens  convenu,  et  du  signe  —  les  nombres  qui 
mesurent  les  longueurs  des  segments  comptés  dans  le  sens  opposé.  Ainsi, 
en  supposant  qu'on  ait  choisi  le  sens  de  la  flèche  pour  le  sens  positif  de  la 
droite  X'X,  et  que  la  longueur  comprise  entre  A  et  B  soit  égale  à  5  unités, 
on  aura 

AB  =  -t-  5,    BA  ^r.  -  5, 

et  par  suite 

AB— BA    ou    AB-hBA  =  o. 

305.  Il  résulte  immédiatement  de  cette  convention  que,  quelles  que  soient 
les  positions  des  trois  points  0,  A,  B,  sur  la  droite  indéfinie  X'X,  on  a  tou- 
jours, en  grandeur  et  en  signe.  In  relntioii 

(i)  AB-=OB-OA. 

En  effet,  si  le  point  0  est  situé  entre  A  et  B,  on  a 

AB  =  AO-f-OB,    d'où    AB  =  OB-OA; 

si  le  point  0  laisse  A  et  B  d'un  même  côté,  il  peut  être  plus  voisin  ou  plus 
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éloigné  de  A  que  de  B.  On  a,  dana  le  premier  cas, 

OB  =  OA-+-AB,     d'où    AB-^OB-OA, 

et,  dans  le  second, 

OA  =  OB-+-BA,    d'où    AB=OB-OA. 

De  la  formule  (i),  qui  est  d'un  usage  continuel  en  Géométrie  segmentaire, 
on  déduit  les  deux  relations  suivantes  : 

(a)  0A-h0B  =  20I,    OA.OB  =  C)î'-Âï', 

dans  lesquelles  I  désigne  le  milieu  de  l'intervalle  AB.  Ces  formules,  très- 
souvent  employées,  s'obtiennent  en  ajoutant  et  en  multipliant  les  deux  re- 
lations 

OA-IA-IO  =  OI-AI, 

OB  -  IB  - 10  =  01  +  AI, 

qui  résultent  elles-mêmes  de  l'application  de  la  formule  (i)  aux  ideux  sys- 
tèmes de  trois  points  0,  A,  I  et  0,  B,  I. 

306.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  comment,  à  l'aide  des  signes,  on  peut 
réduire  à  une  formule  unique  les  formules  qui  répondent  aux  divers  cas 
d'une  même  question. 

Tout  théorème  j-elntif  h  des  segments,  situés  d'une  manière  quelconque 
dans  un  plan,  comporte  la  règle  des  signes,  s'il  est  complètement  énoncé. 
L'emploi  des  signes  permet  de  raisonner  d'une  manière  générale,  en  se  dé- 
barrassant de  certaines  conditions  de  situation  qui  rendent  les  démonstra- 
tions pénibles  et  les  énoncés  obscurs. 

Par  exemple,  nous  avons  prouvé  au  n°  187  que,  A  et  B  étant  deux  points 
pris  sur  une  droite  indéfinie  X'X  [/îg.  201),  il  existait  sur  cette  droite 

Fig.  201. 


deux  points  C  et  D  situés,  l'un  sur  AB,  l'autre  en  dehors,  et  tels  que  les 
rapports  p^)  r-^^  fussent  égaux.  Cette  conclusion  n'est  exacte  que  relative- 
ment aux  valeurs  absolues  des  segments.  En  réalité,  les  deux  rapports  sont 
égaux  et  de  signes  contraires  ;  le  premier  est  négatif,  le  second  positif,  et 
l'on  a 

CA__DA  Ç^  .5^_,_ 

CB~      DB     °"     CBDB"~      ^' 

Telle  est  la  forme  correcte  de  la  relation  trouvée  au  n°  187,  et  qu'on  ap- 
pelle proportion  harmonique. 

i3. 
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Par  suite,  lorsqu'on  a  égard  à  la  fois  aux  valeurs  absolues  et  aux  signes 
des  segments,  //  n'existe  sur  la  droite  indéfinie  X'X  qiiun  seul  point  qui 
divise  AB  dans  un  rapport  donné  ;  ce  point  est  situé  entre  A  ^/  B  ou  sur  le 
prolongement  de  AB  suivant  que  le  rapport  donné  est  négatif  ou  positif. 

Le  lecteur  verra  sans  peine  combien  le  lemme  ainsi  énoncé  permet  de 
simplifier  les  démonstrations  des  n°*  190  et  220. 

TRANSVERSALES. 

307.  Lorsqu'une  transversale  abc  [fig.  202  et  2o3)  rencontre  les  trois 
côtés  d'un  triangle  ABC,  regardés  comme  indéfinis,  chacun  des  points  d'in- 
tersection a,  b,  c,  est  l'origine  commune  de  deux  segments  ayant  pour  extré- 
mités les  extrémités  du  côté  que  l'on  considère.  Ainsi,  sur  AB,  sont  les 


Fig.   202. 


Fig.  2o3. 


deux  segments  cA  et  ^B,  sur  BG  les  segments  aB  et  aC,  et  sur  CA  les 
segments  ^C  et  ^A.  Les  deux  segments  relatifs  à  un  même  côté  sont  de 
signes  contraires  ou  de  même  signe  (306),  suivant  que  la  transversale 
coupe  le  côté  lui-même  ou  son  prolongement. 

THÉORÈME. 

308.  Quand  un  triangle  ABC  est  coupé  par  une  transversale  abc  {fig.  202 
et  2o3  ) ,  il  existe,  entre  les  segments  que  cette  droite  détermine  sur  les  côtés, 
la  relation 

oB   hC    ck 

aC'  1?A'  cB^"  '^^' 

En  effet,  en  menant  CD  parallèle  à  AB,  on  a,  dans  les  triangles  sem- 
blables «CD,  aBc, 

aBc_B 
aC~  DC' 

et,  dans  les  triangles  semblables  ^CD,  bcA^ 


bC 
bA 


DC 
cX 
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il  suffit  donc  de  multiplier  ces  deux  proportions  membre  à  membre  pour 
avoir  la  relation  (i),  qui  se  trouve  ainsi  démontrée  en  valeur  absolue. 

Il  reste  à  prouver  que,  eu  égard  aux  signes  des  segments,  c'est  le 
signe  -h  qui  convient  au  second  membre  de  cette  égalité.  Or  il  ne  peut 
se  présenter  que  deux  cas  :  la  transversale  coupe  deux  côtés  et  le  pro- 
longement du  troisième  [Ji^.  202),  ou  elle  coupe  les  prolongements  des 
trois  côtés  [fg.  2o3).  Dans  le  premier  cas,  deux  des  rapports  qui  figurent 
dans  le  premier  membre  sont  négatifs,  et  le  troisième  positif;  dans  le 
second  cas,  les  trois  rapports  sont  positifs.  Le  produit  des  trois  rapports 
a  donc  toujours  le  signe  -h. 

309.  Réciproquement,  si,  sur  les  ttvis  côtés  iVun  triangle  ABC  consi- 
dérés comme  indéfinis  y  on  prend  trois  points  a^  b,  c,  tels  que  la  relation  (1  ) 
soit  satisfaite,  ces  trois  points  seront  en  ligne  droite. 

En  effet,  en  désignant  par  c'  le  point  où  la  droite  ab  rencontre  AB,  on  a, 
d'après  ce  qui  précède, 

oB  bC   £^A_ 
«G'^A'c'B"^*' 

par  suite,  en  comparant  cette  relation  à  la  relation  (i),  qui  est  satisfaite 
par  hypothèse,  on  a 

r^A  _£A 

c'B~cB' 

Donc  (306)  c'  coïncide  avec  r,  et  les  trois  points  a,  b,  c,  sont  en  ligne 
droite. 

Observons  que  la  relation  (i),  qu'on  prend  ici  pour  hypothèse,  exige 
que  le  nombre  des  rapports  négatifs  du  premier  membre  soit  pair,  c'est- 
à-dire  que,  parmi  les  trois  points  a,  b,c,  il  y  en  ait  un  nombre  pair  situé 
sur  les  côtés  et,  par  suite,  un  nombre  impair  sur  les  prolongements. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  numérateurs  des  trois  rapports  sont 
trois  segments  sans  extrémités  communes;  il  en  est  de  môme  pour  les 
dénominateurs. 

SCOLIE. 

310.  Le  théorème  qui  précède,  attribué  à  Ménélaiis,  géomètre  grec 
antérieur  de  près  d'un  siècle  à  Ptolémée,  sert  à  prouver  que  trois  points 
d'une  figure  sont  en  ligne  droite;  outre  cet  usage  spécial,  il  intervient 
souvent  d'une  manière  utile  comme  intermédiaire  dans  certaines  démons- 
trations. 

Dans  ce  théorème  les  seuls  signes  qui  interviennent  sont  ceux  des  trois 
rapports  formés  par  les  couples  de  segments  relatifs  à  chaque  côté  du 
triangle;  il  n'est  donc  pas  nécessaire  de  fixer  les  signes  des  segments  eux- 
mêmes.  Il  suffît,  par  exemple,  dans  la  figure  202,  de  donner  à  ^C  età  ^A 
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des  signes  opposés,  que  le  sens  positif  des  segments  comptés  sur  AC  soit  AG 
ou  CA. 

Toutefois,  il  est  souvent  commode  dans  les  applications  de  fixer  le  sens 
positif  pour  chaque  côté  du  triangle  ABC.  Supposons,  par  exemple,  qu'on 
adopte  pour  sens  positif  de  chaque  côté  le  sens  dans  lequel  ce  côté  est  par- 
couru quand  on  décrit  lo  contour  du  triangle  dans  l'ordre  alphabétique  ABC  ; 
alors,  dans  la  figure  202,  les  segments  cB  et  ^A  seront  seuls  positifs,  les 
autres  seront  négatifs;  dans  la  figure  2o3,  tous  les  segments  seront  né- 
gatifs; dans  les  deux  cas,  le  nombre  des  segments  négatifs  étant  pair,  le 
premier  membre  de  la  relation  (i)  aura  le  signe  -f-,  comme  cela  doit  être. 

Comme  application  de  cette  manière  de  voir,  cherchons  à  déduire  du 
théorème  de  Ménélaiis  la  proposition  du  n°  491 ,  relative  au  cas  où  la  trans- 
versale est  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  du  triangle. 

Si  la  transversale  considérée  {Jig.  202)  est  parallèle  à  la  bissectrice  in- 
térieure de  l'angle  C,  le  triangle  Cba  est  isocèle,  et  les  côtés  aC  et  bC 
sont  égaux  en  valeur  absolue;  d'ailleurs,  ils  ont  le  même  signe  d'après  nos 
conventions;  la  relation  (1)  devient  donc 


ck  _hk 

ck      CA 

cB~  aB 

ou 

6B~CB' 

si  l'on  suppose  que  la  transversale  soit  la  bissectrice  elle-même. 
Un  raisonnement  analogue  donne 

ck  CA 

(^)  ^  =  -cb' 

lorsque  la  transversale  se   confond  avec  la  bissectrice  extérieure  de 
l'angle  C  [fig.  2o3). 

Nous  retrouvons  la  double  proposition  du  n**  191.  Seulement  ici  les 
segments  ck,  cB,  CA,  CB,  ont  des  signes.  Ainsi,  CA  désigne  la  longueur 
du  côté  CA  prise  avec  le  signe  -h,  et  CB  la  longueur  du  côté  CB  prise  avec 
le  signe  —  ;  de  sorte  que  le  second  membre  de  la  relation  (a)  est  négatif, 
tandis  que  le  second  membre  de  la  relation  (p)  est  positif,  conformément 
à  ce  qui  a  lieu  pour  les  premiers  membres. 

THÉORÈME. 

311.  Les  droites  menées  cVun  même  point  0  (7^^«  ^<^4  6t  2o5)  aux 
trois  sommets  d'un  triangle  ABC,  rencontrent  les  côtés  opposés,  considérés 
comme  indéfinis,  en  trois  points,  «,  ^,  c,  qui  satisfont  à  la  relation 

«B^    rA  _  _ 

^'^'  aÇ,^  bk    cB~       ^' 
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En  effet,  le  triangle  ACa,  coupé  par  la  transversale  B^,  donne 
Ba  OA   bC 


BC    On  bX      '• 


Fig.  204. 


Le  triangle  AB<7,  coupé  par  la  transversale  Ce,  donne  à  son  tour 

CB   On  c\  _ 
C7/*0A*cB  ~^' 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  obtient  la 

relation 

oB  bC   eX   CB_ 

;^*^A*cB*BC~'' 
qui  ne  diffère  pas  de  la  relation  (2),  puisque  —  =  -  i. 

312.  Réciproquement,  si,  par  les  sommets  (Fan  triangle  ABC,  on  mène 
trois  droites  ka,  BZ»,  Cr,  telles  que  la  relation  {1)  soit  vérifiée,  ces  trois 
droites  passent  par  un  même  point. 

En  effet,  en  désignant  par  0  le  point  de  concours  de  A^  et  de  B^,  et 
par  c'  le  point  où  CO  rencontre  le  côté  AB,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

rtB  b^   ^__ 
r/C'^A'c'B~       ^' 

d'où,  en  comparant  avec  la  relation  (2)  qui  est  satisfaite  par  hypothèse, 

r  A  _  c'a 

Zb~  7b' 

Les  points  c  et  c'  coïncident  donc  (306)  ;  en  d'autres  termes,  la  droite  Ce 
passe  par  l'intersection  0  de  ka  et  de  B^. 

SCOHE. 

313.  Le  théorème  qui  précède,  dû  à  Jean  deCéva,  géomètre  italien  du 
XVI*  siècle,  sert  à  prouver  que  trois  droites  d'une  figure  sont  concou- 
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ranles;  il  peut  aussi  intervenir  comme  auxiliaire  utile  dans  certaines  dé- 
monstrations. 
Voici  quelques  exemples  : 

1°  Dans  tout  triangle  ABC,  les  trois  médianes  A/'?,  Bè,  Ce,  passent  par 
un  même  point  ;  car  chacun  des  rapports  qui  figurent  dans  le  premier 
membre  de  la  relation  (2)  est  alors  égal  à  —  i. 

2°  Dans  tout  triangle  ABC,  les  bissectrices  A<'v,  B^,  Ce,  des  trois  angles 
passent  par  un  même  point. 

En  effet,  en  vertu  du  n°  310,  les  rapports  qui  figurent  dans  le  premier 
membre  de  la  relation  (  2  )  sont  respectivement  égaux  aux  rapports 

AB      BG       AG 
AC'     AB'     BC 

dont  le  produit  est  égal  à  —  i. 

On  verrait  de  même  que  les  bissectrices  des  suppléments  de  deux  angles 
et  la  bissectrice  du  troisième  angle  passent  par  un  même  point, 

V  Dans  tout  triangle  ABC,  les  trois  hauteurs  A«,  Bè,  Ce,  passent  par 
un  même  point. 

En  effet,  les  triangles  semblables  BA^,  CAc  donnent 


et  l'on  a  de  môme 


d'où   l'on   voit,   en   multipliant  membre   à   membre,    que   le   produit 

— Ts-T-T'-TT  est,  en  valeur  absolue,  égal  à  i.  D'ailleurs,  chacun  de  ces 
aL   6>A   eB        '  '    °  ' 

trois  rapports  est  négatif;  donc  leur  produit  est  égal  à  —  i. 

QUADRILATÈRE   COMPLET. 

314.  On  appelle  quadrilatère  complet  la  figure  formée  par  le  système 
de  quatre  droites  ou,  en  d'autres  termes,  la  figure  formée  en  prolongeant 
jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  E  et  F  les  côtés  opposés  d'un  quadri- 
latère ordinaire  ABCD.  Un  quadrilatère  complet  ABCDEF  [fg.  206)  a 
six  sommets  et  trois  diagonales  :  les  sommets  sont  les  points  d'intersec- 
tion A,  B,  C,'  D,  E,  F,  des  quatre  droites  considérées,  et  les  diagonales 
sont  les  droites  AC,  BD,  EF,  qui  joignent  les  trois  couples  de  sommets 
opposés. 


ck      AC 
^A      AB' 

^B 
cB  ' 

AB       /;C 
~  BC  '     «C  ~ 

BC 
'AC' 
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Nous  allons  démontrer,  comme  application  de  la  théorie  des  transver- 
sales, deux  propriétés  fondamentales  du  quadrilatère  complet. 

THÉORÈME. 

3i5.  Dans  tout  quadrilatère  complet ,  chaque  diagonale  est  divisée  har- 
moniquement  par  les  deux  autres  (Pappus,  Math,  coll,^  lib.  III,  propo- 
sitio  129). 

Fig.  206. 


Soit,  par  exemple,  la  diagonale  EF  qui  est  coupée  en  P  et  en  Q  par  les 
diagonales  AC  et  BD  [fg.  206)  ;  il  s'agit  de  prouver  la  relation  (306) 

Ui  PF  •  QF 

Il  suffît,  pour  cela,  de  diviser  membre  à  membre  les  deux  égalités 
OEDFBA_         t—    5Ï—  -_ 

qf'da'be"^         pf'da'be"     '' 

dont  la  première  s'obtient  en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis  au 
triangle  AEF  coupé  par  la  transversale  BD,  et  dont  la  seconde  résulte  de 
l'application  du  théorème  de  Céva  au  même  triangle  AEF  et  aux  trois 
droites  CA,  CE,  CF. 

Corollaire. 

316.  Ce  théorème  fournit  un  moyen  très-simple  pour  construire,  avec 
la  règle  seule,  le  conjugué  harmonique  Q  d'un  point  P  par  rapport  à  une 
droite  EF.  On  mène  par  P  une  droite  quelconque  PCA;  en  joignant 
fieux  points  A  et  C  pris  à  volonté  sur  cette  droite  aux  points  E  et  F, 
on  obtient  un  quadrilatère  complet  dont  la  diagonale  BD  va  couper  EF  au 

I   point  demandé  Q. 

THÉORÈME. 

317.  Dans  tout  quadrilatère  complet j  les  milieux  des  trois  diagonales 
i   sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  [fig.  207)  ABCDEF  un  quadrilatère  complet,  et  L,  M, 


202 


GÉOMÉTRIE    PLANE. 


N,  les  milieux  des  diagonales  AC,  BD,  EF.  Les  milie^Ux  G,  H,  K,  des  côtés 
du  triangle  BCE  sont  les  sommets  d'un  nouveau  triangle  dont  les  côtés 

Fig.  207. 


passent  respectivement  par  L,  M,  N,  et  tout  revient  à  démontrer  (309' 


l'égalité 


MG 
MK 


LK 
LH 


NH 
NG 


Or  l'exactitude  de  cette  relation  résulte  de  ce  que  les  six  longueurs  qu 
composent  son  premier  membre  sont  respectivement  les  moitiés  des  seg- 
ments que  la  transversale  ADF  détermine  sur  les  côtés  du  triangle  BCE. 


RAPPORT   ANHARMONIQUE. 

318.  On  appelle  rapport  anharmonique  de  quatre  points  A,  B,  C,  D 
situés  en  ligne  droite,  le  quotient  des  rapports  des  distances  de  deux  quel- 
conques de  ces  points  aux  deux  autres.  Tels  sont,  par  exemple  [fi§.  201) 
les  quotients 

CA.DA       DA  .BA 
cb-db'    DCBC'*"' 

que  nous  désignerons  respectivement  par  (ABCD),  (ACDB),  — 

Il  importe  de  se  familiariser  avec  cette  notation.  En  appelant  prcmie) 
point  celui  qui  répond  à  la  première  lettre  à  gauche  dans  la  parenthèse 
deuxième  point  celui  qui  répond  à  la  seconde  lettre  à  gauche,  etc.,  or 
prend  toujours  le  rapport  des  distances  du  troisième  point  au  premier  el 
au  deuxième,  et  on  le  divise  par  le  rapport  des  distances  du  quatrième 
point  au  premier  et  au  deuxième. 

319.  Trois  points  A,  B,  C,  étant  donnés  d'une  manière  quelconque  sui 
une  droite  indéfinie,  on  peut  déterminer  sur  cette  droite  un  quatrième 
point  D  tel,  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D. 
ait  une  valeur  donnée  X  en  grandeur  et  en  signe.  Car  la  relation 

CA    DA      ,  DA      I    CA 


CB  •  DB  ~  ^' 


DA       I 


CB 


CA  .  DA 
CB  •  DB  " 

CA.DB 
"CB.DA' 

AC.  BC 

AC.BD 

AD  •  BD  ~ 

"AD.BC' 
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dont  le  second  membre  est  entièrement  connu,  détermine  {30G)  le  point  D. 
Toutefois,  pour  que  ce  point  D  soit  distinct  des  trois  premiers,  il  faut  qne  > 
n'ait  aucune  des  trois  valeurs  0,00  ou  -h  i .  En  effet,  si  )^  était  nul,'on  aurait, 
en  vertu  de  la  relation  précédente,  DB  =  o,  et  D  coïnciderait  avec  B;  si  X 
était  infini,  on  aurait  DA  =  o,  et  D  coïnciderait  avec  A;  enfin,  si  l  était 

égal  à  -h  1,  on  aurait  ^^  =  r^s»  ^^  D  coïnciderait  avec  C.  Ainsi,  le  rap- 
\jD       LB 

port  ntiharmo nique  de  quatre  points  distincts  peut  avoir  une  valeur  quel- 
conque, positive  ou  négative,  excepté  les  valeurs  o,  00  et  -h  1. 

320.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ABCD  n'est  pas  altéré 
lorsqu'on  échange  entre  eux  deux  de  ces  points,  pourvu  qu'en  même 
temps  on  échange  entre  eux  les  deux  autres.  Ainsi  l'on  a 

(ABCD) = 

(CDAB) = 

et  par  suite 

(ABCD)  =  (CDAB). 

Avec  les  quatre  mêmes  points  A,  B,  C,  D,  on  peut  former  vingt-quatre 
rapports  anharmoniques,  dont  six  seulement  sont  distincts.  Lorsque,  dans 
un  théorème,  nou^  parlerons  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points, 
sans  indiquer  spécialement  l'un  de  ces  rapports,  il  faudra  entendre  que  le 
théorème  s'applique  indifféremment  à  l'un  quelconque  d'entre  eux. 

321.  On  donne  le  nom  de  faisceau  à  un  système  quelconque  {J/g.  208) 
de  droites  OM,  ON,  OP,  OQ,  issues  d'un  même  point  0.  Le  point  0  est 
dit  le  centre  du  faisceau,  dont  les  droites  OM,  ON,  OP,  OQ,  sont  appelées 
les  rayons. 

THÉORÈME. 

322.  Lfjrsqu'un  faisceau  de  quatre  droites  OM,  ON,  OP,  OQ,  (^st  coupé 
par  deux  transversales  L  et  L',  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  déterminés  sur  la  première  transversale ,  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  A',  B',  C,  D',  déterminés  sur  la 
seconde  [Jig.  208). 

Nous  allons  démontrer,  par  exemple,  l'égalité  (ABCD)  =  (A'B'€'D'). 

Los  rapports  ^1  t™?  ayant  le  même  signe  ainsi  que  les  rapports 

DA    D'A'    .,  ^       A  ,  . 

DR'  ivlv'      ^"  ^^^'^       même  pour  les  quotients  ou  rapports  anharmo- 
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CA    DA    C'A'    D'A' 


niques  ^.^,^, 


D'B' 


et  il  reste  à  démontrer  l'éfiralité  des  valeurs 


absolues  de  ces  derniers  rapports. 


Fig.  208. 


Or,  en  menant  par  le  point  B  la  parallèle  B^S  à  OA,  on  a,  par  les 
triangles  semblables  CAO  et  CB7,  DAO  et  DBiî,  les  proportions 


CAOA 
CB  ~7B' 


DA 
DB 


OA 
^B 


qui,  divisées  membre  à  membre,  donnent 

SB 


(ABCD)  = 


B 


En  menant  par  B'  la  parallèle  B'7'^'  à  OA,  on  obtiendrait  de  même 

(A'B'C'D')  =  ^. 

L'égalité  manifeste  des  seconds  membres  des  deux  relations  qui  précèdent 
prouve  l'égalité  de  leurs  premiers  membres. 

On  peut  considérer  la  figure  rectiligne  A'B'C'D'  comme  h  perspective  ou 
projection  concourante  de  la  figure  rectiligne  ABCD,  cette  projection  étant 
faite  du  centre  0  et  suivant  les  rayons  projetants  OA,  OB,  OC,  OD.  De  là, 
cet  autre  énoncé  fort  commode  du  théorème  qui  nous  occupe  :  le  rapport 
ankarmonif/ue  de  quatre  points  en  ligne  droite  est  projcctij.  Si  le  centre  0 
est  à  l'infini,  les  rayons  OA,  OB,  OC,  OD,  sont  parallèles,  et  le  théorème 
subsiste. 

SCOLIES. 

323.  On  nomme  rapports  anhamioniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites 
les  rapports  anharmoniques  des  quatre  points  déterminés  par  ce  faisceau 
sur  une  transversale  quelconque.  Ainsi,  (ABCD),  (ACDB),...  (318)  sont 
des  rapports  anharmoniques  du  faisceau  formé  par  les  droites  OM,  ON, 
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OP,  OQ  [fif^.  208).  On  désigne  ces  rapports  anharmoniques  du  faisceau 
parla  notation  (O.ABGD),  (O.ACDB),. . .. 

Il  résulte  d'ailleurs  du  n°  320  que  le  rapport  anharmonique  d'un  fais- 
ceau ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  échange  deux  rayons  quelconques, 
pourvu  qu'on  échange  en  môme  temps  les  deux  autres;  de  sorte  qu'on  a, 
par  exemple,  (O.ABGD)  =  (O.CDAB). 

On  entend  par  angles  d'un  faisceau  les  six  angles  formés  par  ses  quatre 
rayons  considérés  deux  à  deux.  En  se  reportant  à  la  démonstration  du 
n°  322,  on  voit  que  le  rapport  anliarmonùpœ  dhin  faisceau  n'est  pas  mo- 
difie, quand  quelques-uns  de  ses  angles  se  trouvent  remplacés  par  leurs 
suppléments. 

324.  Il  est  évident  que  deux  faisceaux  qui  ont  respectivement  les  mêmes 
angles  ont  les  mêmes  rapports  anharmoniques.  Voici  deux  exemples  im- 
porlants  de  faisceaux  de  cette  nature  : 

1°  Si  l^on  joint  un  point  (pielconque  0  dUine  circonférence  à  quatre 
points  fixes  A,  B,  G,  D,  de  cette  circonférence j  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  ainsi  obtenu  est  constant,  qiœlle  que  soit  la  position  du  point  0 
sur  la  circonférence.  Il  résulte,  en  effet,  des  propriétés  des  angles  inscrits 
que  le  point  0  se  déplaçant,  et  les  points  A,  B,  G,  D,  restant  fixes  sur  la 
circonférence,  le  faisceau  conserve  les  mêmes  angles.  Ge  rapport  constant 
est  ce  qu'on  appelle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  G,  D, 
du  cercle. 

1°  Si  Von  joint  le  centre  d'un  cercle  aux  points  où  quatre  tangentes  fixes 
sont  coupées  par  une  cinquième  tangente,  le  rapport  anharmonique  du 
faisceau  ainsi  obtenu  est  constant,  quelle  que  soit  la  cinquième  tangente. 
En  effet,  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  centre  la  portion  d'une  tangente 
mobile  comprise  entre  deux  tangentes  fixes  est  évidemment  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  des  deux  rayons  qui  aboutissent  aux  points  de  contact  de 
ces  tangentes  fixes.  Get  angl^  est  donc  constant,  et  par  suite  le  faisceau 
considéré  conserve  les  mêmes  angles,  quelle  que  soit  la  position  de  la 
cinquième  tangente. 

On  voit  par  là  que  le  rapport  anharmonique  des  points  suivant  lesquels 
une  tangente  mobile  est  coupée  par  quatre  tangentes  fixes  est  constant. 
Ge  rapport  est  ce  qu'on  appelle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  tan- 
gentes fixes. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  à  un  cercle  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  contact  ;  car  le  faisceau 
partant  du  centre  du  cercle,  et  aboutissant  aux  points  d'intersection  de 
ces  quatre  tangentes  avec  une  cinquième,  a  ses  rayons  respectivement 
perpendiculaires  à  ceux  du  faisceau  partant  du  point  de  contact  de  la 
cinquième  tangente  et  aboutissant  aux  points  de  contact  des  quatre  tan- 
gentes considérées  (323). 
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THÉORÈME. 
325.  Quand  deux  faisceaux  de 
quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD, 
et  OA',  OB',  OC,  OD',  ont  un  rap- 
port anharnionique  égal  et  un  rayon 
homologue  commun  00',  les  trois 
points  ê,  7,  (î,  d'intersection  des  au- 
tres rayons  homologues  pris  deux  à 
deux,  sont  en  ligne  droite  [Jtg.  209) . 

Fig.  209. 


En  effet,  désignons  respective- 
ment par  a,  § ,  S',  les  points  où  la 
droite  ^7  rencontre  00',  OD,  O'D'; 
on  aura,  d'après  l'hypothèse  (323), 

(aP7^)  =  (aP7^'). 

Donc  ^  et  ^'  coïncident  (319),  et 
les  trois  points  p,  7,  «î,  sont  en  ligne 
droite. 

Corollaire. 

326.  Lorsque  deux  faisceaux  de 
quatre  droites  correspondantes  ont 
un  rapport  anfiarmonique  égal,  les 
autres  rapports  anharmoniques  sont 
égaux  de  part  et  d"* autre. 

En  effet,  en  plaçant  les  deux  fais- 
ceaux de  façon  que  deux  rayons  ho- 
mologues soient  sur  la  même  droite, 
l'égalité  de  l'un  des  rapports  anhar- 
moniques exigera  que  les  autres 
rayons  homologues  se  coupent  sur 


THÉORÈME. 
327.  Quand  deux  figures  recti- 
lignes  de  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
et  A',  B',  C,  D',  ont  un  impport  an- 
harmonique  égal  et  un  point  homo- 
logue commun  A,  les  trois  droites 
BB',  ce,  DD',  qui  joignent  les  au- 
tres points  homologues  pris  deux  à 
deux,  concourent  en  un  même  point  0 


En  effet,  soit  0  le  point  de  con- 
cours de  BB'  et  de  CC,  et  désignons 
par  §  le  point  où  OD'  rencontre  la 
droite  ABC;  on  aura  (322) 

(A'B'C'D')  =  (ABC^). 
Mais  on  a,  par  hypothèse, 

(A'B'C'D')  =  (ABCD); 

donc 

(ABC<^)=:(ABCD). 

Par  suite  (319)  §  coïncide  avec  D, 
et  la  droite  DD'  passe  par  le  point  0. 

Corollaire. 

328.  Lorsque  deux  figures  recti- 
lignes  de  cfiatj-e  points  correspon- 
dants ont  un  rapport  anharnionique 
égal,  les  autres  rapports  anharmo- 
niques sont  égaux  de  part  et  d'autre. 

En  effet,  en  plaçant  les  deux 
droites  qui  portent  les  deux  figures 
de  manière  que  deux  points  homo- 
logues coïncident,  l'égalité  de  l'un 
des  rapports  harmoniques  exigera 
que  les  deux  figures  soient  la  per- 
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une  môme  droite,  et  alors  les  deux 
faisceaux  auront  bien  tous  leurs  rap- 
ports anharmoniques  égaux,  puis- 
que ces  rapports  ne  sont  autres  (323) 
que  ceux  des  quatre  points  détermi- 
nés par  les  deux  faisceaux  sur  une 
transversale  commune. 


spectivo  Tune  de  l'autre,  et,  dès 
lors  (322),  tout  rapport  anharmo- 
nique  de  l'une  sera  égal  au  rapport 
anharmonique  analogue  de  l'autre. 


APPLICATIONS. 

329.  Le  Traité  de  Géométrie  supérieure  de  M.  Chasles  montre  tout  le 
parti  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  si  simple  du  rapport  anharmonique. 
L'emploi  des  théorèmes  qui  précèdent  (322,  32a,  327)  a  une  grande  im- 
portance, comme  on  le  verra  surtout  lorsque  nous  traiterons  de  l'homo- 
graphie et  de  l'involution.  Nous  nous  bornerons  ici  à  quelques  exemples; 
nous  rencontrerons  d'ailleurs  d'autres  applications  dans  le  courant  même 
de  cet  appendice. 


330.  Quand  deux  triangles  ABC^ 
A'B'C,  ont  leurs  sommets  situés 
deux  à  deux  sur  trois  droites  OA'  A , 
OB'B,  OC'C,  concourant  en  un 
même  point  0 ,  leurs  côtés  se  ren- 
contrent deux  à  deux  (BC  et  B'C, 
AC  et  A'C,  AB  et  A'B')  en  trois 
points  OL^  ^,  7,  situés  en  ligne 
droite  [fig.  211). 

Fig, 


331.  Quand  deux  triangles  ABC, 
A'B'C,  sont  tels,  que  leurs  côtés  se 
coupent  deux  à  deux  (BC  et  B'C , 
AC  et  A'C,  AB  et  A'B')  en  trois 
points  a,  ^,7,  situés  en  ligne  droite^ 
leurs  sommets  sont  situés  deux  à 
deux  sur  trois  droites  OA' A 
OC'C,  concourant  en 
point  0  [Jig.  211). 


,  OB'B, 
un    même 


0^  ^ 


En  effet,  désignons  par  D  et  D' 

les  points  où  la  droite  OC'C  ren- 

"contre  respectivement  les  côtés  AB 

et  A'B'.   Le   faisceau   des   quatre 


En  effet,  soit  I  l'intersection  de  la 
droite  a^y  et  de  CC;  on  aura  (323) 

(C.,:ryîp)=:(C.a7ip). 


I 
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droites O7,  OB,  OA.,  OC,  étant  coupé 
par  les  deux  transversales  AB  et 
A'B',  on  a  (322) 

(7BAD)  =  (vB'A'D'), 
et  par  suite  (323) 

(C.7BAD)  =  (C'.yB'A'D'). 

Or,  ces  deux  faisceaux  ont  un  rayon 
homologue  commun  DD';  donc  les 
points  de  concours  7,  a,  p,  des  trois 
autres  couples  de  rayons  homolo- 
2:ues  (325)  sont  en  ligne  droite. 


Donc,  en  coupant  le  premier  fais- 
ceau par  AB  et  le  second  par  A'B', 
et  en  appelant  D  et  D' les  points  où 
ces  droites  coupent  CC,  on  aura 
(322,  326) 

(B7DA)  =  (B'7D'A'). 
Or,  ces  deux  figures  rectilignes  ont 
un  point  homologue  commun  7; 
donc  les  droites  BB',  DD',  AA',  qui 
joignent  les  autres  points  homolo- 
gues deux  à  deux,  concourent  (327) 
en  un  même  point  0. 


Ces  deux  théorèmes,  attribués  à  Desargues,  géomètre  du  xvii''  siècle, 
ont  été  repris  par  Poncelet  [Traité  des  Propriétés  projectives) ,  qui  en 
a  fait  la  base  de  sa  Théorie  des  figures  homologiques .  Les  deux  triangles 
ABC,  A'B'C,  qui  satisfont  aux  conditions  précédentes,  sont  dits  homolo- 
giques; le  point  0  et  la  droite  a[57  sont  appelés  \Qcentreet  l^nxed'hoinologie. 

332.  Dans  tout  hexagone  ^Ç^yË^ 
inscrit  à  une  circonférence  y  les 
points  de  concours  L,  M,  N,  des  trois 
couples  de  côtés  opposés  AB  et  DE, 
BC  et  EF,  CD  et  AF,  sont  en  ligne 
droite  [fig.  212). 

Fig.  212. 


En  effet,  on  a  (324,  i") 
(A.BFED)  =  C.BFED). 


333 .  Dans  tout  hexagone  ABCDEF 
circonscrit  à  un  ceirle,  les  trois  dia- 
gonales AD,  BE,  CF,  c^ui  unissent 
les  sommets  opposés,  se  coupent  en 
un  même  point  0  [fig.  2 1 3  ) . 


Fig.  2i3. 


En  effet ,  soient  I  et  M  les  poin  ts  où 
le  côté  AB  rencontre  FE  et  DE,  et  L 
et  N  les  points  où  CD  rencontre  AF  et 
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FE;  on  aura  (32i, 


Par  suite  (322),  en  coupant  le 
premier  faisceau  par  la  droite  DE, 
le  second  par  la  droite  FE,  et  nom- 
mant G  l'intersection  de  AF  et  de 
DE,  I  l'intersection  de  EF  et  de  CD, 
on  aura 

(LGED)  =  (MFEI). 

Or,  ces  deux  figures  rectilignes  ont 
un  point  homologue  commun  E- 
donc  (327)  les  droites  LM,  GF,  DI,' 
qui  joignent  les  autres  points  homo- 
logues deux  à  deux,  se  coupent  en 
un  môme  point  N.  Les  trois  points 
^,  M,  N,  sont  donc  en  ligne  droite. 

Ce  théorème,  dû  à  Pascal,  et  la 
démonstration  si  simple  que  nous 
venons  d'exposer,  subsistent  quand 
môme  l'hexagone  cesse  d'être  con- 
vexe. 
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,  '-^"),  en  considé- 
rant les  deux  côtés  non  contigus  AB 
et  CD  coupés  par  les  quatre  autres, 

(BAIM)==(CLND). 
Par  suite, 

(E.BAIM)  =  (F.CLND). 

Or,  ces  deux  faisceaux  ont  un  rayon 
homologue  commun  IN;  donc  (3^>5) 
les  points  de  concours  0,  A,  D,  des 
trois  autres  couples  EB  et  Fc'  E\ 
et  FL,  EAI  et  FD,  de  rayons'ho- 
raologues,  sont  en  ligne  droite.  Les 

troisdroiles  AD,  BE,CF,  passent 
donc  par  un  même  point  0. 

Ce  théorème  est  du  à  Brianchon 

{Jour;^.  de  V Ecole  Poh /. ,  i  S'-cahier) 

qui  l'a  déduit  du  théorème  de  Pascal 

par  la  considération  des  polaires 

comme  nous  le  verrons  bientôt.      ' 

33i    Si  l'on  considère  les  tHéorèmes  des  n-  3'^5   330   3'^-^  cV 

(le  l'étendue,  deux  genres  de  nrono,i(,n„-    i°  '      "^  '^  ^''""^"^ 

points,  les  autres  à  des  Itf  eft    n     '        T"  '"  ""P""""  ^  "«^^ 

anharmonique  est  de  se  prêter  Mml.Zf.Tt.T  ''"'""' 

positions  co,réla,n.es,  et  d'en  fournir  I^!  !  ""  «''"'''■"  "-'«^  !"■«- 
relatives  à  leur  tour.  Onneût  vo  r  en  effe  *,"""^  "'''''''  «'  <=«'- 

que  nous  avons  placées  en'rïard  l'une  drar^e'  "  "'  ^^P"^'"'»"^ 
et  de  la  dé.nonstration  de  l'un!  à  l'en!!!  ,  ,  ^  '  ""  P"''"  ''•'  ''™»ncé 
en  substituant  certains  fa  se  aux  de  ri"  "     '''^'"''"^'«""'"  "«  l'autre, 

rectilignes  de  quatre  ^^t  rti.t:;^ r"™'^^  '  '''.'""'^  ^'"'^ 

333.  Le  théorème  fondamental  du  n"  322  était  rnnn,  ^ 
trouve  dans  les  CCecons  W-eW.j, 'e  pLu""  '  """':"''  "  ''« 
dne  à  la  fin  du  iV  siècle.  «  Aucune  au^r.  '^'^■'  '  '™"  ^ '*''^^^n- 
dans  la  préface  du  Tr.U,  ,e  OVrir  Xr'l"  m'''  "'  ''^''^ 
propre  à  servir  de  lien  entre  les  diverses  olr  feTH'  T  "'''"  '"''' 
veutrf.W,.„>  ou  ,/émouirer  les  propre  es      ■.  •"'"^'^  ''°'"  "" 

™e„t  employée  est  .,1e  de  l  pW^^^i-olSr";  £ t 

•4 
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triangles  semblables  ;  mais  ces  triangles  n'existent  pas  en  général  dans  les 
données  de  la  question,  et  il  faut  chercher  à  les  former  par  des  lignes 
auxiliaires,  tandis  que  les  rapports  anharmoniques  s'aperçoivent  presque 
toujours  dans  la  figure  même  ou  peuvent  s'y  former  aisément.  » 

On  se  convaincra  de  la  vérité  de  ces  assertions  en  comparant  la  dé- 
monstration que  nous  venons  de  donner  (332)  du  théorème  de  Pascal  à 
celle  qui  résulterait,  par  exemple,  de  l'emploi  de  la  théorie  des  trans- 
versales. 

Pour  démontrer  par  les  transversales  le  théorème  de  Pascal,  on  con- 
sidère le  triangle  formé  par  trois  côtés  non  consécutifs  de  l'hexag-one 
inscrit.  Ce  triangle  est  coupé  par  chacun  des  trois  autres  côtés,  et,  en 
appliquant  successivement  à  chacune  de  ces  transversales  le  théorème  du 
n°  308,  on  obtient  trois  relations  dont  le  produit,  membre  à  membre,  se 
réduit  à  une  nouvelle  égalité  de  même  forme  entre  les  segments  que  dé- 
terminent, sur  les  côtés  du  même  triangle,  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  de  l'hexagone.  La  réciproque  établie  au  n°  309  prouve  alors 
que  ces  trois  points  de  concours  sont  en  ligne  droite.  On  voit  combien 
cette  démonstration,  que  le  lecteur  rétablira  sans  peine  d'après  cette 
analyse,  le  cède  pour  la  simplicité  à  celle  du  n**  332. 

PROPORTION    HARMONIQUE. 

336.  On  dit  que  quatre  points  en  ligne  droite  A,  B,  C,  D  (^g-.  201), 
forment  un  système  harmonique  lorsque  leur  rapport  anharmonique  (ABCD) 
est  égal  à  —  I,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  (306) 

CA   DA 

^'^  cb'db^-'- 

On  dit  en  outre  que  les  points  G  et  D  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  points  A  et  B,  ou  qu'ils  divisent  harmoniquement  le  segment  AB; 
et,  de  même,  que  les  points  A  et  B  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  points  C  et  D  ou  qu'ils  divisent  harmoniquement  le  segment  CD. 
Enfin  la  relation  (i)  porte  le  nom  de  proportion  hai-monique .  Cette  qua- 
lification d^ harmonique,  due  aux  géomètres  grecs,  provient  de  ce  que  la 
proportion  précédente  jouait  un  certain  rôle  dans  leur  théorie  des  tons 
musicaux.  L'épithète  anharmonique  est  due  à  M.  Chasles. 

Il  résulte  des  raisonnements  faits  au  n°  187  :  1°  que  les  points  conjugués 
C  c^  D  sont  toujours  situés  da  même  côté  par  rapport  au  milieu  I  du 
segment  AB;  2°  que  si  C  se  confond  avec  I,  son  conjugué  D  est  à  rinfiniy 
et  inversement  que  le  conjugué  de  /'oo  est  le  point  I,  On  tirerait  d'ailleurs 
ces  mêmes  coaséquences  de  la  relation  (i),  laquelle  montre  en  outre  : 
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1°  que  si  A  et  B  coïncident  en  un  point  j\I  différent  de  C,  D  coïncide 
avec  M  ;  car  on  a  alors 

DM__ 

DM"       '' 
d'où 

DM  -  -  DM,     2DM  =  0,     DM  =  o  ; 

1°  que  si  A  et  B  étant  distincts,  C  coïncide  avec  l'un  d'eux ,  il  en  est  de 
même  de  D;  car  si  CA  =  o,  on  a  DA  —  o  ;  et  si  CB  =  o ,  on  a  DB  =  o. 
La  proportion  harmonique  détermine  donc  toujours  le  quatrième  point 
quand  on  connaît  les  trois  autres,  à  moins  que  ces  trois  points  ne  se  con- 
fondent en  un  seul,  auquel  cas  le  quatrième  point  reste  indéterminé. 

THÉORÈME. 

337.  Lorsqu'un  se  fument  AB  est  divisé  harmoniqucmcnt  par  deux 
points  C  et  D,  la  moitié  de  ce  segment  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  distances  de  son  milieu  I  aux  points  conjugués  C  ^^  D  ;  et  réciproque- 
ment [fig.  21 4). 

Fig.  214. 


En  d'autres  termes,  les  relations 

CA    DA       _ 

^^^  cb'db""     '' 

(2)  iÂ'  =  IC.ID, 

sont  équivalentes.  On  passe,  en  effet,  de  l'une  à  l'autre  à  l'aide  des  égalités 

CA=IA-hIC,    DA-DI4-IA, 
CB  =  IA-IC,    DB  =  DI-IA. 
Corollaires. 
338.   Tout  cercle  passant  par  Ç,  et  D  coupe  orthogonalcment  le  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre  [Jig.'ii^).  Car,  E  étant  l'un  des  deux 

points  communs  aux  deux  circonférences,  la  relation  IC.ID  =  lA  =  lE  , 
qu'on  suppose  ici  satisfaite,  prouve  que  le  cercle  0  est  tangent  en  E  au 
rayon  lE,  c'est-à-dire  que  l'angle  lEO  est  droit. 

.4. 
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Inversement,  quand  deux  ceTxI.es  I  et  0  se  coupent  orthogonalemcnt ,  ils 
divisent  /lannoniquement  toute  droite  passant  par  le  centre  de  Vun  d'eux; 
car  l'angle  lEO  étant  droit  par  hypothèse,  le  rayon  lE  est  tangent  au 

cercle  0,  et  l'on  a  ÏË    ouIa'=IC.ID. 

339.  La  relation  (2)  montre  que  IG  augmente  lorsque  ID  diminue;  de 
sorte  que,  si  G'  et  D'  sont  deux  nouveaux  points  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A  et  à  B,  et  situés  comme  G  et  D  à  droite  de  I,  les  segments 
GD  et  G'D'  seront  compris  l'un  dans  l'autre.  Ils  seraient  extérieurs  l'un 
à  l'autre  si  G'  et  D' étaient  à  gauche  de  I.  Donc,  quand  deux  segments  GD, 
G'D',  sont  conjugués  haiviioniques  par  rapport  à  un  troisième  AB,  ils  sont 
compris  Vun  dans  U  autre,  ou  ils  n\mt  aucune  partie  commune .  Et,  parsuite, 
lorsque  deux  segments  empiètent  en  partie  Vun  sur  Vautre,  on  ne  peut  pas 
déterminer  deux  points  qui  les  divisent  Vun  et  Vautre  harmoniquement. 

En  rapprochant  ces  propriétés  de  celles  du  numéro  précédent,  on  voit 
que,  lorsque  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun^  il  existe  une  circon- 
féî'ence  qui  les  coupe  Vun  et  Vautre  orthogonalemcnt  et  qui  a  son  centime 
sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles;  cette  circonférence  n  existe  plus 
lorsque  les  deux  cercles  se  coupent. 

THÉOBÈME. 

3i0.  Lorsquhin  segment  k^  est  divisé  harmoniquement  par  deux  points 
G  ^^  D,  la  valeur  inverse  de  ce  segment  est  moyenne  arithmétique  entre 
les  distances  de  son  origine  A  aux  deux  points  conjugués  G  ^/  D  ;  et  réci- 
proquement . 

En  d'autres  termes,  les  relations 

(') 

(») 

sont  équivalentes.  On  passe,  en  effet,  de  l'une  à  l'autre  à  l'aide  des  éga- 
lités 

GB  =  AB  -  AG ,    DB  -:  AB  —  AD, 

SCOLIE. 

3il.  Quand  on  a  n  points  A,,  A^,...,  A,^,  en  ligne  droite,  si,  après 

avoir  choisi  arbitrairement  un  point  0  de  cette  droite  pour  origine,  on 

détermine  sur  la  môme  ligne  un  point  M  tel  qu'on  ait,  en  grandeur  et  en 

signe, 

/?  I  I  r 

ôM  ""  ôà;  "^  ôâ;  "^'  '  '"^  ôA„' 


GA 

DA 

GB 

"DB  '' 

" 

-  I, 

9, 
AB  " 

I 
~  ÂG 

+ 

I 
AD 
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le  segment  OM  reçoit,  d'après  le  géomètre  anglais  Maclaurin  [Dr  lincn- 
rum  curvarum proprit'tatibus,  etc.,  ij^o),  le  nom  de  moyenne  liarmo/iifjue 
des  segments  OA,,  OA^, . . . ,  0A„. 

Poncelet  a,  depuis,  appelé  le  point,M  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  A,,  A.^,. . .,  A„,  par  rapport  à  l'origine  0  [Journal  de  C relie , 
t.  III). 

D'après  cela,  on  peut  encore  énoncer  le  théorème  précédent  des  deux 
manières  suivantes  : 

Dans  tout  système  harmonique  de  quatre  points,  la  distance  de  l'un 
des  points  à  son  conjugué  est  la  moyenne  harmonique  de  la  distance  du 
même  point  aux  deux  autres. 

Dans  tout  système  harmonique  de  quatre  points,  un  point  est ,  par 
rapport  h  son  conjugué,  le  centre  des  moyennes  Iiarmoniques  des  deux 
autres  points. 

FAISCEAUX   HARMONIQUES. 

3i2.  On  appelle/<7«rr<7/<  harmonique  tout  faisceau  do  quatre  droites  OA, 
OB,  OC,  OD,  dont  le  rapport  anharmonique  (O.ABCD)  est  égal  à  —  i, 
c'est-à-dire  (323)  tout  faisceau  qui  détermine  sur  une  transversale  quel- 
conque un  système  de  quatre  points  harmoniques  [fig.  21 5).  On  dit 
alors  que  les  rayons  OC  et  OD  sont  conjugues  harmoniques  par  rapport 
aux  rayons  OA  et  OB  ou  qu'ils  divisent  harmonique  ment  Vcmgle  AOB;  et, 
de  même,  que  les  rayons  OA  et  OB  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  rayons  OC  et  OD,  ou  qu'ils  divisent  harmonicpœment  Vangle 
COD. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  si ,  par  un  point  C  piis  cVune 
manière  quelconque  dans  le  phm  d'un  angle  AOB ,  on  mène  diverses  sé- 
cantes telles  que  ACB,  en  prenant  sur  chaque  sécante  le  point  D  conjugué 
harmonique  du  point  C  par  rapport  au  segment  AB  intercepté  entre  les 
côtés  de  r angle,  le  lieu  du  point  D  sera  le  rayon  OD  conjugué  harmonhpie 
de  OC  par  rapport  à  l'angle  AOB.  Ainsi,  pendant  que  la  sécante  tourne 
autour  du  point  C,  le  conjugué  D  de  ce  point  fixe  décrit  une  droite  fixe  OD. 
On  donne  à  la  droite  OD  le  nom  de  polaire  du  point  C  par  rapport  à 
Vangle  AOB,  et  au  point  C  le  nom  de  pôle  de  la  droite  OD  par  rapport 
au  môme  angle  AOB. 

Steiner  a  déduit  de  ce  principe  une  démonstration  très-élégante  de  la 

propriété  fondamentale  (315)  du  quadrilatère  complet.  Reportons-nous  à 

\2ifg.  206.  Soient  P'  le  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à  EF,  et 

R'  le  conjugué  harmonique  de  R  par  rapporta  BD  ;  P'  et  R'  devront  appar- 

•  tenir  l'un  et  l'autre  à  la  droite  conjuguée  harmonique  de  AC  par  rapport 

\  à  l'angle  EAF  et,  aussi,  à  la  droite  conjuguée  harmonique  de  AC  par  rap- 

1  port  à  l'angle  ECF.  Les  deux  points  P'  et  R'  coïncident  donc  et  ne  diffè- 


2l4  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

rent  pas  de  l'intersection  Q  de  BD  et  de  EF;  les  systèmes  EPFQ,  BRDQ, 
sont  par  suite  harmoniques;  et  l'on  démontrerait  d'une  manière  analogue 
qu'il  en  est  de  môme  du  système  ARCP. 

On  voit  en  outre  que,  si  par  un  pçint  Q,  p/^s  dans  le  plan  d'un  angle 
EAF,  on  mène  deux  transversales  QDB,  QFE,  le  lieu  du  point  d'inter- 
section C  des  droites  BF,  ED,  est  la  polaire  du  point  Q  par  rapport  à 
l'angle  EAF  ;  de  là  résulte  un  tnoyen  fort  simple  de  construire,  avec  la 
règle  seule,  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle. 

THÉORÈME. 

343.  Dans  un  faisceau  harmonique  OA,  OB,  OC,  OD,  toute  transversale 
A'B'C'D',  parallèle  h  F  un  des  rayons  OD,  est  coupée  par  les  trois  autres 
rayons  en  deux  parties  égales  [fig.  21 5). 

Fig.  21 5. 


En  effet,  dans  le  système  harmonique  A'B'C'D',  le  point  D'  étant  à  l'in- 
fini, puisque  A'D'  est  parallèle  à  OD,  son  conjugué  C  doit  être  au  milieu 
du  segment  A'B'  (336). 


344.  Réciproquement,  un  faisceau  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD, 
est  JiaT'monicjue  si  une  parallèle  A'B'C'D'  à  l'un  des  rayons  est  divisée  en 
deux  parties  égales  par  les  trois  autres. 

En  effet,  le  point  C  étant  le  milieu  du  segment  A'B',  ce  segment  est 
divisé  harmoniquement  par  le  point  C  et  par  le  point  D'  situé  à  l'infini 
sur  A'B',  c'est-à-dire  par  le  point  C  et  par  le  point  d'intersection  de  A'B' 
et  de  OD.  Le  faisceau  divisant  harmoniquement  la  transversale  particu- 
lière A'B'C'D'  divise  harmoniquement  toute  autre  transversale  ACBD 
(322),  et  par  suite  est  un  faisceau  harmonique. 

Corollaires. 

345.  Lorsque,  dans  un  faisceau  harmonique,  deux  rayons  conjugués 
OC  et,  OD  sont  rectangulaires,  ces  rayons  sont  les  bissectrices  des  deux 
angles  supplémentaires,  formés  par  les  deux  autres  rayons  OA<??OB;  car 
une  transversale  A'C'B',  perpendiculaire  à  OC,  étant  alors  parallèle  à  OD, 
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on  a  A'C'=:C'B';  par  suite,  les  triangles  rectangles  OC'A',  OC'B',  sont 
égaux,  et  OC  est  la  bissectrice  de  l'iingle  AOB. 

La  proposition  réciproque  :  Un  ongh  quelconque  AOB  est  divisé  har- 
moniqucment  par  sa  bissectrice  OC  et  celle  OD  de  son  supplément  y  résul- 
terait pareillement  du  n"  3ii.  Elle  a  d'ailleurs  été  démontrée  directement 
au  n°  193. 

POLE  ET  POLAIRE  DANS  LE  CERCLE. 

THÉORÈME. 

3i6.  Si,  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  C,  on  mène  une 
sécante  quelconque  OFE ,  et  quon  détermine  le  conjugué  harmonique  I  du 
point  0  par  T'apport  à  EF,  le  lieu  géométriciue  du  point  I,  lorsque  la  sé- 
cante tourne  autour  du  point  0,  est  une  ligne  droite  perpendiculaire  au 
diamètre  AB  qui  passe  par  le  point  0  [fig.  216  et  217). 


Fig.  0,7, 


En  effet,  déterminons  le  point  du  lieu  qui  est  sur  le  diamètre  AB, 
c'est-à-dire  le  point  H  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  AB.  Il 
suffit  pour  cela  (193)  de  joindre  le  point  E  au  symétrique  F'  de  F  par 
rapport  à  AB.  Mais  alors  la  droite  HO  est  évidemment  bissectrice  de 
l'angle  FHF',  et,  par  suite,  la  perpendiculaire  HZ  est  bissectrice  de  l'angle 
supplémentaire  FHL.  Or,  dans  tout  triangle  HEF,  la  base  EF  est  divisée 
harmoniquement  (193)  parles  bissectrices  HZ  et  HO  de  l'angle  au  sommet 
et  de  son  supplément.  Donc,  le  point  I  est  situé  sur  la  perpendiculaire  HZ 
au  diamètre  AB. 

Corollaires. 

347.  On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  de  la  droite  HZ,  et  que  la  droite 
HZ  est  la.  polaire  du  point  0  par  rapport  au  cercle  C. 
Le  diamètre  AB  qui  passe  par  le  pôle  étant  divisé  harmoniquement  par 
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le  pôle  0  et  le  pied  H  de  la  polaire,  on  a  (337)  en  grandeur  et  en  signe 
la  relation 

CH.CO  =  R^ 

dans  laquelle  R  désigne  le  rayon  du  cercle  C.  Donc  h  rayon  du  cercle 
est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du  centre  au  pôle  et  a  la 
polaire. 

De  cette  relation,  ou  bien  de  ce  qui  a  été  dit  au  n''  336  sur  les  posi- 
tions relatives  des  deux  points  qui  divisent  harmoniquement  un  segment 
donné,  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  pôle  et  la  polaire  sont  situés  d'un  même  côté  du  centre  C;  la 
polaire  est  extérieure  au  cercle  si  le  pôle  est  intérieur;  elle  coupe  le 
cercle  si  le  pôle  est  extérieur.  Dans  ce  dernier  cas,  la  polaire  coïncide 
avec  la  corde  de  contact  MN  des  tangentes  issues  du  pôle  0  [fig.  '-ii6); 
car,  lorsque  E  et  F  se  confondent  en  M,  le  point  I,  qui  est  toujours  com- 
pris entre  eux,  vient  aussi  en  M,  de  sorte  que  ce  point  de  contact  appar- 
tient au  lieu  des  points  I,  c'est-à-dire  à  la  polaire  du  point  0. 

2°  La  polaire  du  centre  est  à  V infini,  et  la  polaire  cVun  point  qui  s"* est 
éloigné  indéfiniment  dans  une  direction  donnée  est  le  diamètre  perprndi- 
culrdre  à  cette  direction.  —  Inversement,  le  pôle  d'une  droite  située  à 
l'infini  est  au  centre,  et  le  pôle  d'un  diamètre  est  à  l'infini  sur  la  perpen- 
diculaire à  ce  diamètre. 

3°  La  polaire  d'un  point  du  cercle  est  la  tangente  en  ce  point;  et, 
inversement,  le  pôle  d'une  tangente  est  son  point  de  contact. 

THÉORÈME. 

348.  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par  le  pôle  de 
cette  droite  ;  et,  inversement,  les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent  par 
un  point  sont  situés  sur  la  polaire  de  ce  point  [fig.  218). 


En  effet,  soient  XY  une  droite  quelconque,  I  son  pôle  par  rapport  au 
cercle  C,  et  0  l'un  quelconque  de  ses  points.  Si  l'on  abaisse  du  point  I  la 
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perpendiculaire III  sur  CO.  on  aura  (lOG),  à  cause  des  droites  antiparal- 
lèles IH,  00', 

CH.CO  =  CI.CO', 
et  par  suite 

CH.CO=^R^ 

Donc  la  droite  IH  est  la  polaire  du  point  0.  Il  résulte  de  là  :  i°  que  la 
polaire  III  d'un  point  quelconque  0  de  la  droite  XY  passe  par  le  pôle  I 
de  celte  droite;  2.°  que  le  pôlel  d'une  droite  quelconque  XY  passant  par 
un  point  0  est  située  sur  la  polaire  lil  de  ce  point. 

Corollaire. 

349.  Toute  droite  a  pour  pôle  V intersection  des  polaires  de  deux  de 
ses  points.  Tout  point  a  pour  poUdre  la  droite  qui  joint  tes  pôles  de  deux 
droites  menées  parce  point.    • 

THÉORÈME. 

350.  Si,  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle^  on  mène  deux 
transversales  OAB,  OA'B',  cpi'on  tire  les  droites  AX',  BB',  qui  se  coupent 
en  M,  et  les  droites  AB',  BA',  qui  se  coupent  en  N,  le  lieu  géométrique  des 
points  M  et  N,  lorsqu'on  fait  varier  les  sécantes  OAB,  OA'B',  est  la  po- 
laire du  point  0  {/fg.  219  et  110). 


rij;.  219. 


fig.   2'iO. 


En  effet,  si  l'on  tire  MN  et  si  l'on  nomme  I  et  I'  les  points  où  cette 
droite  coupe  AB  et  A'B',  on  voit,  en  considérant  le  quadrilatère  complet 
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MB'NA'BA,  que  les  systèmes  OA'I'B',  OAIB,  sont  harmoniques  (342), 
et  par  suite  les  points  M  et  N  sont  sur  la  polaire  II'  du  point  0. 

Corollaires. 
3,S1 .  Ce  théorème  offre  un  moyen  simple  de  construire  avec  la  règle 
seule  la  polaire  MN  d'un  point  0  par  rapport  au  cercle. 

352.  Dans  le  triangle  MNO,  chaque  côté  est  évidemment  la  polaire  du 
sommet  opposé.  Donc,  dans  tout  quadrilatère  inscrit  à  un  cercle,  le 
point  cV intersection  des  diagonales  et  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  forment  un  triangle  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté 
opposé. 

353.  Si  la  transversale  OAB  tend  vers  OA'B',  les  droites  AA',  BB',  de- 
viennent les  tangentes  au  cercle  en  A'  et  en  B'.  Donc,  si,  par  un  point  0 
pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  sécante  QA'B'  et  les  tan- 
gentes A'T,  B'T,  aux  points  A'  et  B'  où  elle  coupe  le  cercle,  le  lieu  géo- 
métrique du  point  de  concours  T  de  ces  tangentes,  lorsque  la  transversale 
tourne  autour  du  point  0,  est  la  polaire  du  point  0. 

Par  suite,  si  l'on  mène  des  tangentes  au  cercle  par  les  sommets  du  qua- 
drilatère inscrit  ABB'A',  on  forme  un  quadrilatère  circonscrit  qui,  après 
avoir  été  complété,  a  pour  diagonales  les  trois  côtés  indéfinis  du  triangle 
MNO.  Donc,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  les  trois 
diagonales  forment  un  triangle  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté 
opposé.  Enfin,  en  réunissant  cette  dernière  propriété  à  celle  du  n"  352 
et  en  ayant  égard  au  théorème  du  n''  342,  on  arrive  à  cet  énoncé  géné-"^ 
rai  :  Si  l'on  inscrit  à  un  cercle  un  quadrilatère  quelconque  et  qu'on  lui 
en  circonscrive  un  autre  dont  les  côtés  touchent  le  cercle  aux  sommets 
du  premier  :  i°  les  diagonales  intérieures  des  deux  quadrilatères  se  cou- 
pent en  un  même  point  et  forment  un  faisceau  harmonique  ;  st°  les  troi- 
sièmes diagonales  sont  situées  sur  la  même  droite,  et  leurs  extrémités 
forment  une  série  de  quatre  points  harmoniques  ;  3"  V  intersection  de 
deux  diagonales  quelconques  est  le  pôle  de  l'une  des  trois  autres, 

PROBLÈME. 

354.  Étant  donnés  deux  points  k  et  ^  sur  une  circonférence  de 
centre  0,  trouver  sur  cette  circonférence  un  point  P  tel,  que  les  droites 
PA  et  PB  déterminent  sur  un  diamètre  fixe  DD'  les  segments  OM,  ON, 
égaux  entre  eux  [fig.  ii\). 

Soit  FIE  la  polaire  du  point  T  commun  aux  droites  AB  et  DD',  par  rap- 
port au- cercle  donné.  Les  quatre  points  T,  B,  I,  A,  étant  harmoniques, 
le  faisceau  E.TBFA  est  harmonique  ;  par  suite,  il  en  est  de  même  (324,  i°) 
du  faisceau  P.EBFA  qui  a  pour  centre  l'extrémité  P  du  diamètre  FO. 
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Mais  l'angle  inscrit  FEP  étant  droit,  la  droite  DD'  est  parallèle  au  rayon  PE 
de  ce  faisceau  ;  cette  droite  est  donc  divisée  en  deux  parties  égales  OM 
et  ON  par  les  trois  autres  rayons. 

Fig.    321. 


On  voit  qu'il  y  a  deux  points  qui  satisfont  à  la  question;  ce  sont  les 
points  diamétralement  opposés  aux  points  communs  à  la  circonférence  et 
à  la  polaire  du  point  T. 

MÉTHODE   DES   POLAIRES   RECIPROQUES. 

355.  Un  polygone  quelconque  ABCDE  étant  donné,  si  l'on  prend,  par 
rapport  à  un  cercle  quelconque  0  de  son  plan,  les  polaires  A'B',  B'C, 
CD',  D'E',  E'A',  de  ses  divers  sommets,  on  obtient  un  second  polygone 
A'B'C'D'E'  dont  les  sommets  A',  B',  C,  D',  E',  sont  les  pôles  des  côtés  EA, 
AB,  BC,  CD,  DE,  du  premier.  En  effet,  le  sommet  de  l'angle  C,  par 
exemple,  a  pour  polaire  (349)  la  droite  BC  qui  joint  les  pôles  B  et  C  des 
deux  côtés  C'B',  CD',  de  cet  angle.  Ainsi,  on  peut  considérer  le  second 
polygone  A'B'C'D'E'  comme  obtenu,  soit  en  prenant  les  polaires  des  som- 
mets du  premier  polygone,  soit  en  prenant  les  pôles  de  ses  côtés.  Et  in- 
versement, si  l'on  cherchait  les  pôles  des  côtés  ou  les  polaires  des  som- 
mets de  la  seconde  figure,  on  retomberait  sur  la  première. 


Ces  deux  polygones  sont  dits /?o/«/>e^  réciproques  par  rapport  au  cercle  0 
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qui  reçoit  le  nom  de  cercle  directeur.  Tels  sont,  par  exemple,  un  poly- 
gone quelconque  inscrit  dans  un  cercle  et  le  polygone  circonscrit  formé 
en  menant  des  tangentes  par  les  sommets  du  polygone  inscrit  [fig,  222). 

3S6.  Considérons  en  second  lieu  une  courbe  quelconque  ABC  [fig.  223). 
En  prenant,  par  rapport  à  un  cercle  quelconque  0  situé  dans  son  plan, 

Fig.  223. 


les  pôles  A',  B', . . . ,  des  diverses  tangentes  MA,  MB, ... ,  on  obtient  une 
nouvelle  courbe  A'B'C  dont  les  tangentes  N'A',  N'B',. . .  sont  les  polaires 
des  points  A,  B, . . . ,  de  la  première.  En  effet,  le  point  d'intersection  des 
tangentes  MA  et  MB  a  pour  polaire  (349)  la  corde  A'B';  et  lorsque  B 
tend  vers  A,  la  corde  A'B'  et  le  point  M,  qui  sont  toujours  polaire  et  pôle, 
tendent  respectivement  vers  la  tangente  A'N'  et  vers  le  point  A.  Ainsi,  on 
peut  considérer  la  seconde  courbe  A'B'C  comme  obtenue,  soit  en  pre- 
nant les  pôles  des  tangentes,  soit  en  prenant  les  polaires  des  points  de  la 
première  courbe  ABC.  Dans  la  seconde  manière  d'opérer,  la  courbe  A'B'C 
est  définie  par  ses  tangentes  successives  dont  on  dit  qu'elle  est  V enve- 
loppe. Inversement,  si  l'on  cherchait  les  pôles  des  tangentes  ou  les  polaires 
des  points  de  la  seconde  figure,  on  retomberait  sur  la  première. 

Ces  deux  courbes  sont  dites  polaires  réciproques  par  rapport  au  cercle 
directeur  0.  Le  rayon  da  cercle  directeur  est  d'ailleurs  (347)  moyen 
proportionnel  entre  les  distances  de  son  ccîitre  à  un  point  quelconque  de 
l'une  des  courbes  et  à  la  tangente  coirespondante  de  Vautre  courbe.  Ainsi, 
la  polaire  réciproque  d'un  cercle  concentrique  au  cercle  directeur  est  un 
autre  cercle  concentrique,  et  le  rayon  du  cercle  directeur  est  moyen 
proportionnel  entre  les  rayons  des  deux  autres  cercles.  En  particulier,  le 
cercle  directeur  est  à  lui-même  sa  polaire  réciproque.  Lorsque  le  cercle 
considéré  n'est  pas  concentrique  au  cercle  directeur,  sa  polaire  réciproque 
n'est  plus  un  cercle,  comme  nous  le  montrerons  plus  tard. 
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337.  Cela  posé,  voici  en  quoi  conï^iste  la  méthode  des  polaires  réci- 
proques : 

Une  figure  quelconque  étint  donnée,  si  l'on  forme  sa  polaire  réciproque 
par  rapport  à  un  cercle  directeur,  on  obtiendra  une  nouvelle  figure  cor- 
rélative de  la  première,  c'est-à-dire  telle  cjue  ses  points  et  ses  droites  se- 
ront respectivement  remplacés  par  des  droites  et  des  points.  Ainsi,  à  une 
série  rectiligne  de  points  dans  l'une  des  figures  répondra  dans  l'autre 
un  faisceau  de  droites,  et  réciproquement;  à  des  points  en  ligne  droite 
sur  une  courbe,  répondront  autant  de  tangentes  issues  d'un  môme  point 
et  menées  à  la  courbe  correspondante;  le  point  d'intersection  de  plusieurs 
courbes  sera  remplacé  par  une  tangente  commune  aux  courbes  correspon- 
dantes, etc....  Toute  propriété  descriptive,  c'est-à-dire  n'ayant  rapport 
qu'à  la  situation  des  lignes,  indépendamment  de  toute  condition  de  gran- 
deur, conduira  ti  une  autre  propriété  de  la  figure  polaire  réciproque  que 
l'on  pourra  énoncer  immédiatement  d'après  ce  qui  précède,  et  qui  sera 
par  là  même  démontrée.  Il  n'est  pas  môme  nécessaire  de  construire  la 
figure;  il  suflit,  pour  passer  d'un  énoncé  à  l'autre,  de  changer  les  mots 
points  et  lignes  en  lignes  et  points. 

C'est  ainsi  que  l'un  des  deux  théorèmes  (330,  331)  sur  les  triangles 
homologiques  résulte  de  l'autre,  que  la  propriété  de  l'hexagone  circon- 
scrit, due  à  Brianchon,  résulte  du  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  in- 
scrit (332,  333),  etc.  Toute  conséquence  de  l'un  de  ces  deux  derniers 
théorèmes  doit  aussi  conduire  à  une  conséquence  corrélative  de  l'autre; 
voici  quelques  exemples  : 


Dans  tout  pentagone  inscrit  dans 
un  cercle j  le  point  de  concours  de 
la  tangente  menée  par  un  sommet 
,  et  du  côté  opposé j  et  les  points  de 
concours  des  autres  côtés  non  con- 
sécutifs, sont  trois  points  en  ligne 
droite. 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle,  si  l'on  mène  des  tan- 
gentes par  deux  sommets  adjacents, 
le  point  de  concours  de  chacune 
d'elles  avec  le  côté  passant  par  le 
\point  de  contact  de  Vautre,  et  le 
point  de  concours  des  deux  autres 
côtés,  sont  trois  points  en  ligne 
\droite. 

Dans    tout    cpiadrdatère   inscrit 
dans  un  cercle,  les  points  de  con- 


Dans  tout  pentagone  circonscrit 
à  un  cercle,  la  droite  qui  joint  un 
sommet  au  point  de  contact  du  côté 
opposé  et  les  diagomdes  joignant 
les  autres  sommets  non  consécutifs 
sont  trois  droites  qui  se  coupent  au 
même  point. 

Dans  tout  (jiKulrilatère  circon- 
scrit à  un  cercle,  si  Von  prend  les 
points  de  contact  de  deux  côtés  ad- 
jacents et  rpie  Von  joigne  le  point 
de  contact  de  chaque  côté  avec  le 
sommet  de  Vautre  côté,  et  les  deux 
autres  sommets  opposés,  on  aura 
trois  droites  se  coupant  au  mente 
point. 

Dans  tout  quculrilatère  circon- 
scrit à  un  cercle,  les  deux  diagonales 
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«7  fes  (frottes  qui  joi fartent  hx  poi/.: 
de  contact  des  côtés  op/M>sés,  sont 
fjtidt/T  d/vîtes  se  coupant  au  mv'tnc 
point. 

Dans  tout  trîangiv  citronscrif  à 
un  cerrie,  /es  droites  qui  joi*>firN( 
ie  point  de  contact  de  chaque  ce 
avec  te  sommet  ojqtosè  se  coupr 
au  fne*nw  point. 


cours  des  tangentes  menées  par  les 
sonanets  oppt)sês,  et  les  points  de 
contours  des  côtés  opposés,  sont 
quatre  points  en  ti^ne  droite. 

Dans  tout  triangle  inscrit  dans 
un  cercle  y.  tes  feints  tie  concours  de 
cftaque  côté  avec  la  tangente  /wr- 
née  par  ie  sommet  opjtosé  sont  trois 
points  en  ligne  drt>ite. 

Los  tluVr6mos  de  la  colonne  de  gnuche  sont  dos  rorollairos  du  (liôo- 
riMno  do  Pascal  ;  ce  théorème,  étant  en  elVol  indt^pendant  do  la  loni^uour 
des  côt(^  do  l'hexagone  inscrit,  subsiste  lorsque  l'on  roniplaoo  quol(}ut\<- 
uns  de  ces  cùli^  par  des  tangentes  i\  la  circonférence.  Los  thôo^^Ilu^^  do 
la  colonne  de  droite  résultent  de  ceux  de  la  colonne  do  i:aurhi\  d  aj  it  > 
la  théorie  des  polaires  réciproques. 

On  peut  aussi  considérer  les  théorèmes  de  la  colonne  de  droite  commo 
des  corollaires  du  théorème  de  Brianchon,  dans  lequel  on  suppose  certains 
angles  égaux  i\  deux  droits,  et  les  théorèmes  de  la  colonne  de  gauche 
comme  résultant  alors  de  ceux  de  la  colonne  de  droite,  d'après  la  Ihéoru^ 
des  polaires  réciproques. 

(Test  surtout  à  propos  des  coniques  qu'on  pourra  voir  tonte  la  fécondité 
de  cette  belle  méthode  des  polaires  réciproques,  due  au  général  Poncelel. 
Toutefois,  il  faut  remarquer  que  cette  théorie,  si  utile  comme  méthode 
d'invention,  puisqu'elle  permet,  suivant  la  piquante  expression  de  Goi- 
gonne,  de  faire  en  quelque  sorte  de  la  Géométrie  en  juirtie  doid'/e,  a, 
comme  tous  les  procédés  de  transformation,  l'inconvéniont  do  laisser 
ignorer  comment  la  proposition  que  Ton  iIochuimo  so  ratt  uho  à  une  théo- 
rie, et  comment  on  pourrait  s'y  prendre  pour  la  démonlror  directomont. 
«  En  général,  comme  le  remarque  M.  Chasles,  il  no  sutlit  pas  qu'une 
proposition  soit  vraie  pour  qu'on  puisse  en  faire  un  usaut^  utilo  on  Mathé- 
matiques, il  faut  encore  connaître  toutes  ses  ilépomianoos  a\oo  les  divei"ses  i 
propositions  qui  se  rattachent  au  môme  sujet.  » 

3o8.  Noua  terminerons  cet  aptM'Cu  par  quelques  mots  sur  la  transfor- 
mation des  propriétés  métriques,  c'est-à-diro  des  propriétés  lians  les-  1 
quelles  on  a  égard  non-seulement  h  la  situation  des  lignes,  mais  encore  i 
à  certaines  relations  numériques  entre  les  angles  ou  les  segments  des  di- 
verses lignes  de  la  figure. 

D'aboid,  les/m»/jr/>7<-.v  métriques  aui^ulaifrs  se  transforment  simplomenl 
par  la  théorie  des  polaires  réciproques,  au  moyen  du  principe  suivant  : 

Vangle  de  deux  droites  est  égala  l'angle  des  dnutes  qui  Joignent  lears  ^ 
pôles  an  centre  du  cerrle  directeur,  car  ces  deux  angles  ont  les  céti^s  res- 
pect] vomcnt  perpendiculaires . 
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('oiniuo  oxoniple,  transformons  cotlo  proposition  si  connue  :  J)(t/is  tout 
tridnf^lc  ABC,  les  hauteurs  Afi,  B/;,  O,  se  coupent  au  même  point  I. 

SoitMil  O  lo  ('(Mitre  du  wrrle  direct(Mir,  et  A'B'C  le  triani^l(î  polaire  rcî- 
ciprocpK»  (le  AlU',  A'  ('^tant  le  jnMe  (h^  JU',  B' celui  de  CA  et  (V  celui  de  AB. 
L(\>^  trois  hauteurs  Ka^  B/^,  Cr,  se  coui)ant  au  in("^uio  point  I,  leurs  pôles 
a,  6,  7,  doivent  ôtro  sur  une  mômo  droite,  polaire  de  1.  Or,  le  piile  a  de  Xa 
doit  se  trouver  d'une  part  sur  B'C  polaire  de  A,  et  de  l'autre  sur  la  per- 
pendiculain^  nuMuV  |mr  0  à  la  droite  OA',  puiscjue,  en  verlu  du  principe 
('•nonce  j)lus  haut,  l'angle  aOA' doit  <Mre  droit  connue  Tani^le  KaW  des 
polaires  Ar-/,  BC,  des  points  a  et  A'.  On  a  donc  ce  th(^or(;;me  : 

Si  Von  joint  un  point  fixe  0  pris  arbitrairement  dans  le  jdan  (Cun 
triangle  A'B'C  ^/w.r  trois  sommets  A',  B',  C,  les  perpendiculaires  nirnces 
par  ce  point  0  aux  trois  droites  OA',  OB',  OC,  ainsi  obtenues,  vont  couper 
resprctire/nent  les  côtés  opposés  B'C,  CA',  A'B',  en  trois  points  a,  C,  7, 
situés  en  ligne  droite. 

nnO.  Quant  aux  relations  segmentaires,  on  en  tiansfornie  un  assez 
grand  nonibic»  ;\  l'aide  des  deux  principes  suivants  : 

ï"  Le  rapport  arduirnioniipie  de  quatre  /joints  situés  en  ligne  droite 
dans  une  figure  est  égal  au  rapport  anharmoniquc  du  faisceau  des  quatre 
droites  correspondantes  de  la  figure  polaire  réciproque,  car  ce  faisceau 
et  celui  cpi'on  obtient  en  joignant  les  (juatre  points  au  centre  du  cercle 
directeur  ont  r(\->piH'ti veulent  leurs  angles  égaux,  d'après  le  principe  du 
n"  3^)8. 

AO 

'2°  Le  rapport  -..rr  des  distances  de  deux  points  quelconques  A  et  B  au 

centre  0  du  cercle  directeur  est  égal  au  rapport  -^  des  distances  de 
chacun  de  ces  points  à  la  jmlaire  de  Vautre  [fig.  i-i.^).  Car  A'N  étant  la 


I  polaire  de  A  et  B'M  celle  de  B,  menons  AG  perpendiculaire  sur  OB  et  BD 
perpendiculaire  sur  OA  ;  nous  aurons,  en  désignant  par  R  le  rayon  du 
cercle  directeur, 

R'=OA.OA'=OB.OB',     d'où     ^!^-^,- 
'  OB       OA 
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Mais  BD  et  AG  étant  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  0,  on  a 

OA      OC 


par  suite, 


OA .  OD  =  OC .  OB,    d'où     ^^  _  ^^ 


OA_OB'+OC      CB^  _  AM 
OB  ~  OA'-^  OD  ~  DA'  ~  BN 


360.  On  déduit,  par  exemple,  bien  simplement  du  premier  principe 
que  ie  rapport  a/iharmonique  de  quatre  tangentes  d'un  cercle  est  égal  au 
rapport  anharnionique  des  quatre  points  de  contact.  Nous  nous  borne- 
rons à  cette  application  ;  mais  on  sentira  aisément  la  portée  de  ce  pre- 

CA 

mier  principe  en  remarquant  qu'il  sert  à  transformer  le  rapport  j^tt  des 

deux  segments  formés  par  trois  points  quelconques  A,  B,  C,  en  ligne 
droite.  En  effet,  l'introduction  du  point  situé  à  l'infini  sur  cette  droite 
permet  de  considérer  ce  rapport  comme  égal  au  rapport  antiarmonique 
(A,  B,  C,  00  );  si  donc  on  désigne  par  A',  B',  C,  les  polaires  des  points  A, 
B,  C,  par  D'  la  polaire  du  point  à  l'infini,  et  par  a,  g,  7,  ^,  les  points 
où  une  transversale  choisie  à  volonté  rencontre  le  faisceau  de  ces  quatre 
droites,  on  aura 

361.  Le  second  principe  est  dû  à  M.  Salmon.  En  voici  une  application  : 
ABCD  étant  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  de  centre  0  et  de 

rayon  R,  et  M  étant  un  point  quelconque  de  ce  cercle,  on  a  l'identité 

(MA.MB)(MG.MD)  =  (MA.MD)(MB.i\lC). 

D'ailleurs,  si  ME,  MF,  MG,  MH,  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  M 
sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA,  du  quadrilatère,  les  produits  renfermés 
»ntre  parenthèses  sont  respectivement  (239)  proportionnels  à  ME,  MG, 
MH,  MF;  on  a  donc 

(i)  ME.MG  =  MH.MF, 

c'est-à-dire  que,  dans  tout  ciuadrUatère  inscrit  dans  un  cercle^  le  pro' 
duit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  à  deux  côtés 
opposés  est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux 
autres  côtés.  Transformons  ce  théorème  par  la  méthode  des  polaires  réci- 
proques ;  le  cercle  0  étant  pris  pour  cercle  directeur,  au  quadrilatère 
inscrit  ABCD  répondra  le  quadrilatère  circonscrit  A'B'G'D'et,  au  point  M, 
la  tangente  MT  en  ce  point.  Soient  A'L,  B'N,  C'P,  D'Q,  les  distances  des 
sommets  A',  B',  C,  D',  à  la  tangente  MT.  Puisque  A'  est  le  pôle  de  AB  et 
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M  le  pôle  de  MT,  on  aura,  par  le  principe  de  M.  Salmon, 

ME        MO        .,  ,      ^_.       MO     ,,. 
}     dou     ME  =  -r77r*AL. 
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A'L      A'O 


A'O 


Ainsi,  les  lignes  ME,  MG,  MH,  MF,  sont  respectivement  proportionnelles 
aux  distances  A'L,  C'P,  D'Q,  B'N,  et  la  relation  (i)  devient 

c'est-à-dire  que,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  le  produit 
des  distances  de  deux  sommets  opposés  à  une  tangente  quelconque  est 
dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  des  deux  autres 
sommets  à  la  même  tangente. 

Le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  peut  s'étendre  à  un  polygone 
inscrit  quelconque  d'un  nombre  pair  de  côtés.  En  effet,  si  P  est  un  poly- 
gone inscrit  de  7.n  côtés,  et  P'  le  polygone  inscrit  de  a/z  —  2  côtés  qu'on 
obtient  en  détachant  de  P  un  quadrilatère  au  moyen  d'une  diagonale,  on 
voit  tout  de  suite  que,  si  le  théorème  a  lieu  pour  le  polygone  P'  de  in  —  'i 
côtés,  il  subsiste  pour  le  polygone  P  de  2/z  côtés. 

On  peut  même  appliquer  le  théorème  à  un  polygone  quelconque,  en 
remarquant  qu'on  peut  considérer  tout  polygone  inscrit  comme  ayant  un 
côté  infiniment  petit  dirigé  suivant  la  tangente  en  l'un  des  sommets. 

De  là  résultent  les  deux  propositions  suivantes,  en  regard  desquelles 
nous  avons  placé  les  deux  propositions  corrélatives  qui  en  découlent 
d'après  la  méthode  des  polaires  réciproques. 


Quand  un  polygone  d'un  nombre 
pair  de  côtés  est  inscrit  dans  un 
cercle,  le  produit  des  distances 
d^un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence aux  côtés  de  rangs 
pairs  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances du  même  point  aux  côtés  de 
rcmgs  impairs. 

Quand  un  polygone  est  inscrit 
dans  un  cercle,  le  produit  des  dis- 
tances d^un  point  quelconque  de  la 
circonférence  aux  divers  côtés  est 
égal  au  produit  des  distances  du 
même  point  aux  tangentes  menées 
par  les  sommets  du  polygone. 


Quand  un  polygone  d'un  nombre 
pair  de  côtés  est  circonscrit  à  un 
cercle,  le  produit  des  distances  des 
sommets  de  rangs  pairs  à  une  tan- 
gente quelconque  est  dans  un  rap- 
port constant  avec  le  produit  des 
distances  des  sommets  de  rangs  im- 
pairs à  la  même  tangente. 

Quand  un  polygone  est  circon- 
scrit à  un  cercle,  le  produit  des 
distances  de  ses  sommets  à  une 
tangente  quelconque  est  dcms  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des 
distances  des  points  de  contact  des 
côtés  à  la  même  tangente. 
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362.  Étant  donné  un  système  quelconque  A,  B,  C, . ..,  de  points  situés 
dans  un  plan  [Jlg.  ii5  et  2'26),  si,  sur  les  rayons  SA,  SB,  SC,. . .,  issus 


d'un  point  S  choisi  arbitrairement  dans  le  plan,  on  prend  à  partir  de  ce 
point  des  segments  SA',  SB',  SC',. . .,  tels,  qu'on  ait 


SA' 

SA 


sb; 

SB 


se; 

SC 


K  étant  un  nombre  quelconque,  on  dit  que  le  nouveau  système  de  points 

A',  B',  C, . . . ,  est  homothétique  au  système  primitif  ABC, 

Le  point  S  est  dit  le  centre,  et  le  nombre  K,  le  rapport  (Vhomnthétie. 
Si  K  est  positif,  les  deux  segments  SA  et  SA'  sont  de  même  sens,  et  les 
points  A  et  A'  sont  d'un  même  côté  du  point  S  ^fi§.  225).  Si  K  est  né- 
gatif, les  segments  SA  et  SA'  sont  de  sens  contraires,  et  les  points  A 
et  A'  sont  de  part  et  d'autre  du  point  S  (/§•.  226)  ;  dans  le  premier  cas 
[fig.  225  )  les  deux  systèmes  sont  dits  homothétique  s  directs;  dans  le  se- 
cond {fg.  226),  ils  'èO^vA,  homothétique  s  inverses.  Quand  deux  systèmes 
sont  homothétiques  inverses,  il  suffit  évidemment,  pour  les  rendre  homo- 
thétiques  directs,  de  faire  tourner  l'un  d'eux  de  180  degrés  autour  du 
centre  S.  On  obtient  donc  tous  les  systèmes  homothétiques  à  un  système 
donné  en  faisant  varier  la  position  du  centre  S  et  en  donnant  à  K  toutes 
les  valeurs  positives  de  o  à  00. 

363.  Suivant  que  les  points  du  premier  système  ABC...  sont  isolés 
ou  forment  des  lignes  continues,  les  points  du  système  homothétique 
A'B'C. . .  sont  à  leur  tour  isolés  ou  forment  des  lignes  continues. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  figure  primitive  soit  une  circonférence 

OA  dont  le  centre  est  0  [fig.  227),  et  cherchons  la  figure  homothétique, 

SA' 
c'est-à-dire  le  lieu  des  points  A',  tels,  que  ^j-  =  K.  Si  l'on  prend  sur  SO 

SO' 


une  longueur  SO'  telle,  que 


SO 


K,  les  deux  triangles  semblables  (20G| 
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SOA,  SO'A',  donnent  -prj-  =  K  ;  par  suite  O'A'  est  constant  comme  OA 


et  le  lieu  est  une  circonférence  dont   le  point  0'  est  le  centre.  Ainsi  la 
figure  homothétique  (Vune  circonférence  est  une  circonférence . 

THÉORÈME. 

36  i.  Dans  deiuc  systèmes  homothétiques,  la  droite  AB  qui  joint  deux 
points  quelconques  du  premier  système  et  la  droite  A'B'  qui  joint  les 
points  homologues  du  second  système  sont  parallèles  et  dans  le  rapport  K 
[Jîg.  225  et  226). 

En  effet,  les  droites  AB  et  A'B',  divisant  les  rayons  SA  et  SB  dans  le 
même  rapport  K,  sont  parallèles,  et  l'on  a  en  outre  (204) 


A'B' 
AB 


SA' 


Corollaires. 

365.  Si  trois  points  du  premier  système  sont  en  ligne  droite,  il  en  est 
de  même  des  trois  points  homologues  du  second  système;  en  d'autres 
termes,  la  figure  homothétique  dhine  ligne  droite  est  une  ligne  droite 
parallèle  à  la  première  ;  ces  deux  droites  sont  dites  homologues.  Si  une 
droite  passe  par  le  centre  d'homolhétie,  son  homologue  y  passe  égale- 
ment, et  par  suite  coïncide  avec  elle.  Réciproquement,  si  deux  droites 
homologues  coïncident,  elles  passent  par  le  centre  d'homothétie. 

366.  U angle  de  deux  droites  est  égal  a  celui  de  leurs  droites  homo- 
logues. Par  suite,  la  figure  homotliétique  dhin  polygone  est  un  polygone 
semblable  au  premier.  Les  côtés  du  nouveau  polygone  sont  parallèles  aux 
côtés  homologues  du  premier,  et  leur  rapport  de  similitude  est  égal  à  K. 

367.  Les  tangentes  en  deux  points  homologues  de  deux  courbes  homo- 
thétiques sont  parallèles  comme  limites  de  sécantes  parallèles. 

THÉORÈME. 

368.  Deux  systèmes  sont  homothétiques  s'il  existe  dans  leur  plan  deux 
points  0  et  0'  tels,  que  les  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  divers 
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points  du  premier  système,  et  les  droites  qui  joignent  le  point  0'  aux  di- 
vers points  du  second  système,  soient  parallèles  et  dans  un  même  rap- 
port K  [fig.  il-]). 

En  effet,  si  les  droites  OA  et  O'A'  sont  parallèles  et  de  même  sens,  la 
droite  AA'  ira  couper  le  prolongement  de  00'  en  un  point  S  tel,  que 

SO'  _  O^A'  ^  SA' 

SO  ^   OA""      ~    sa' 

Le  point  S  est  donc  le  même,  quel  que  soit  le  couple  de  points  homo- 
logues A  et  A'  considéré  ;  et,  par  suite,  les  deux  systèmes  sont  homothé- 
tiques  directs,  et  ont  le  point  S  pour  centre  et  le  nombre  K  pour  rap- 
port d'homothétie. 

Si  les  droites  OA  et  O'A,  sont  parallèles  et  de  sens  contraire,  la  droite  AA, 
coupe  00'  en  un  point  S,  tel,  que 

S,0'_  O'A,  ^^_  S,A, 
S,0  ~"    OA  ~  S, a' 

et  les  deux  systèmes,  alors  homothétiques  inverses,  ont  le  point  S,  pour 
centre  et  le  nombre  K  pour  rapport  d'homothétie. 

Corollaires. 

369.  Deux  polygones  semblables  ABCDE,  A'jB'C'D'E',  qui  ont  leurs 
côtés  parallèles,  sont  homothétiques.  En  effet  (214),  si  l'on  prend  dans  le 
plan  du  premier  polygone  un  point  0  quelconque  et  si  l'on  détermine 
dans  le  second  polygone  le  point  0'  homologue  de  0,  les  droites  OA  et  O'A', 
OB  et  O'B,  OC  et  O'C, . . . ,  seront  parallèles  et  dans  le  rapport  K.  Donc 
les  polygones  seront  homothétiques. 

L'homothétie  est  directe  [Jig.  iiS)  ou  inverse  [Jig.  226),  suivant  que 
les  deux  polygones  ont  leurs  côtés  parallèles  de  même  sens  ou  de  sens 
contraires. 

370.  Deux  circonférences  quelconques  sont  homothétiques  directes  et 
homothétiques  inverses  [fig.  227). 

O'A' 

En  effet,  le  rapport  — rj-  de  deux  rayons  parallèles  et  de  même  sens 

étant  constant,  les  deux  circonférences  sont  homothétiques  directes,  et 
elles  ont  un  centre  d'homothétie  directe  S  situé  au  delà  de  la  ligne  des 
centres,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

S0'_  R' 
SO  ~  R' 

R'  et  R  étant  les  rayons  des  deux  cercles. 
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De  même,  le  rapport  -^~  de  deux  rayons  parallèles  et  de  sens  con- 
traire étant  constant,  les  deux  circonférences  sont  aussi  homotiiéliques 
inverses,  et  elles  ont  un  centre  (riiomothétie  inverse  S,  situé  sur  la  ligne 
des  centres,  de  telle  sorte  qu'on  ait 


S,0' 
S.O 


La  comparaison  des  deux  relations  précédentes  donne 

SO\S,0^^ 

so  •  s,o  ~     '• 

Donc  les  deiuc  centres  d'homothétie  divisent  harmoniquement  la  ligne  des 
centres  00'  des  deux  cercles. 

Les  tangentes  communes  extérieures  passent  par  le  centre  d'homo- 
thétie directe,  et  les  tangentes  communes  intérieures  par  le  centre  d'ho- 
mothétie inverse.  C'est  sur  cette  propriété  qu'est  fondée  la  construction 
du  n°  252. 

Lorsque  les  deux  cercles  sont  tangents,  leur  point  de  contact  est  un 
centre  d'homothétie,  directe  si  le  contact  est  intérieur,  inverse  si  le  con- 
tact est  extérieur. 

THÉORÈME. 

371.  Deux  systèmes  P'  et  P",  homotJiétiques  à  un  troisième  P,  sont  ho- 
mothétiques  entre  eux  [Jig.  228  et  229). 


Fig.  228. 


Fig.  229. 


Soient  A  un  premier  point  du  système  P,  et  A'  et  A'  ses  points  homo- 
logues dans  les  systèmes  P'  et  P".  Joignons  le  point  A  à  un  point  quel- 
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conque  M  du  système  P,  et  joignons  A'  et  A"  aux  points  M'  et  M"  homo- 
logues de  M  dans  les  systèmes  P'  et  P".  Les  systèmes  P'  et  P  étant 
homothétiques,  les  droites  A'M'et  AM  seront  parallèles  et  dans  un  certain 
rapport  K";  de  même,  les  droites  A"M"  et  AM  seront  parallèles  et  dans  le 
rapport  K'  d'homothétie  des  systèmes  P"  et  P.  Donc,  les  droites  A'M'  et 

K" 
A"M"  sont  parallèles,  et  dans  le  rapport  constant  ^'  Donc  (368),  les 

systèmes  P'  et  P"  sont  homothétiques. 
Corollaires. 

372.  Si  K"  =  K',  les  systèmes  P'  et  P"  ont  un  rapport  d'homothétie 
égal  à  l'unité  ;  ils  sont  donc  superposables.  Il  résulte  de  là  que,  pour  avoir 
tous  les  systèmes  homothétiques  à  un  système  donné,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  faire  varier  le  centre  (362)  :  il  suffit,  en  conservant  le  même 
centre,  de  faire  varier  K  de  zéro  à  l'infini. 

373.  Si  P  est  homothétique  direct  avec  chacun  des  systèmes  P'  et  P", 
AM  et  A'M'  sont  de  même  sens,  comme  AM  et  A"M",  et  par  suite 
aussi  A'M' et  A"M";  de  sorte  que  P' et  P"  sont  homothétiques  directs 

[fg.  228). 

On  verra  de  même  que,  si  P"  est  homothétique  inverse  avec  chacun 
des  systèmes  P  et  P',  P  et  P'  sont  homothétiques  directs  [Jlg.  229). 

Si  P  est  homothétique  direct  avec  l'un  des  systèmes  P'  et  P",  et  ho- 
mothétique inverse  avec  l'autre,  P'  et  P"  sont  homothétiques  inverses 

{fg-  229). 

Parmi  les  trois  systèmes  homothétiques  ainsi  formés,  il  y  en  a  donc 
toujours  un  nombre  impair  (i  ou  3)  dont  l'homothétie  est  directe. 

Dans  tous  les  cas,  les  trois  centres  dliomothétie  S,  S',  S",  sont  en  ligne 
droite  [fig.  228  et  229). 

En  effet,  la  droite  S' S",  considérée  comme  appartenant  au  système  P,  a 
pour  homologue  dans  le  système  P' cette  droite  elle-même,  puisque  (365) 
elle  passe  par  le  centre  d'homothétie  S' de  P  et  de  P'.  Cette  droite,  consi- 
dérée comme  appartenant  au  système  P,  est  aussi  à  elle-même  son  ho- 
mologue dans  le  système  P",  puisqu'elle  passe  par  S',  centre  d'homothétie 
de  P  et  de  P".  Donc,  cette  droite  S'S"  (365)  passe  par  le  centre  S  d'ho- 
mothétie des  systèmes  P'  et  P". 

374.  Trois  cercles  considérés  deux  à  deux  ont  trois  centres  d'homothétie 
directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse  (370).  Les  trois  centres 
d'homothétie  directe  sont  sur  une  même  droite  (373),  qu'on  nomme  axe 
d'homothétie  directe.  De  môme  deux  centres  d'homothétie  inverse  et  le 
centre  direct  qui  répond  au  troisième  centre  inverse  sont  sur  une  môme 
droite  qu'on  nomme  axe  (Phomothctie  inverse;  il  y  a,  d'après  cela,  trois 
axes  d'homothétie  inverse. 


LIVRE   III.    —    LES    FIGURES    SEMBLABLES. 


23 1 


DÉFINITION  GÉNÉRALE   DE  LA   SLMILITUDE. 
SEMBLABLES. 


METHODE   DES   FIGURES 


37o.  Pour  étendre  aux  figures  curvilignes  la  notion  de  la  similitude, 
il  faut  prendre  pour  point  de  départ  une  propriété  essentielle  des  poly- 
gones semblables  qui  soit  immédiatement  applicable  aux  courbes.  Voici 
comment  on  parvient  à  faire  cette  généralisation  : 

1°  DeiLX  polygones  semblables  P  et  P'  étant  donnés  dans  un  plan^  on 
peut  toujours  amener  le  polygone  P'  à  avoir  ses  côtés  parallèles  aux  côtés 
homologues  de  P. 

En  effet,  soit  ABCDE  le  polygone  P.  Supposons  qu'un  mobile  partant 
du  point  A  décrive  le  contour  ABCDE,  en  suivant  l'ordre  alphabétique. 
Un  observateur  placé  à  l'intérieur  du  polygone,  les  pieds  appuyés  sur  son 
plan,  verra  le  mobile  marcher  de  sa  droite  à  sa  gauche  ou  de  sa  gauche  à 
sa  droite;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'observateur  voie  le  mo- 
bile marcher  de  gauche  à  droite  [Jîg.  iZo). 

Fig.  23o. 


Cela  étant,  le  polygone  P',  semblable  au  polygone  P  et  situé  dans  son 
plan,  pourra  offrir  deux  dispositions  différentes;  il  pourra  être,  comme 
A'B'C'D'E',  tel,  qu'un  observateur  placé  dans  son  intérieur  voie  marcher 
de  gauche  à  droite  un  mobile  qui,  partant  de  A',  décrirait  son  contour 
dans  l'ordre  alphabétique,  ou  bien  être,  comme  A,B,C,D,E,,  tel,  que  l'ob- 
servateur placé  dans  son  intérieur  voie  marcher  de  droite  à  gauche  un 
mobile  qui  décrirait,  dans  l'ordre  alphabétique,  le  contour  A,B,C,D,E,, 

Dans  le  premier  cas,  on  voit  sans  aucune  difficulté  que  deux  côtés 
homologues  quelconques  des  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E',  font 
toujours  le  même  angle  a,  de  sorte  qu'en  faisant  tourner  le  polygone 
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A'B'C'D'E'  autour  de  A'  de  cet  angle  a,  on  amènera  ce  polygone  à  avoir 
ses  côtés  parallèles  aux  côtés  homologues  du  polygone  ABCDE,  et  de 
même  sens.  Une  rotation  de  i8o°—  a  amènerait  le  polygone  A'B'C'D'E'  à 
avoir  ses  côtés  parallèles  aux  côtés  homologues  de  ABCDE,  mais  de  sens 
contraire. 

Dans  le  second  cas,  en  prenant  le  symétrique  de  A,B,C,D,E,  par  rapport 
à  un  axe  quelconque  XY,  c'est-à-dire  en  rabattant  ce  polygone  A,B,C,D,E, 
autour  de  cet  axe,  on  obtiendra  évidemment  un  second  polygoneA'B'C'D'E', 
qui  présentera,  relativement  au  polygone  ABCDE,  la  même  disposition 
que  dans  le  premier  cas.  Un  rabattement  suivi  d'une  rotation  amènera 
donc  alors  le  polygone  A,B,C,  D,E,  à  avoir  ses  côtés  parallèles  à  ceux 
de  ABCDE. 

2"  On  a  vu  que  deux  polygones  semblables  qui  ont  les  côtés  parallèles 
sont  homothétiques  (369).  Deux  polygones  semblables  peuvent  donc, 
d'après  cela,  être  rendus  homothétiques;  et  réciproquement,  la  figure  ho- 
mothétique  d'un  polygone  est  un  polygone  semblable  au  premier  (366). 

Par  suite,  pour  qu'un  polygone  P'  soit  semblable  à  un  autre  poly- 
gone P,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  polygone  P'  soit  égal  à  lun  des  homo- 
thétiques de  P. 

Voilà  donc  une  propriété  caractéristique  des  polygones  semblables. 
D'ailleurs,  la  définition  de  l'homothétie  est  immédiatement  applicable  aux 
figures  curvilignes  (362).  On  est  ainsi  conduite  cette  définition  générale  : 

On  dit  qviiine  Jigure  est  semblable  à  une  autre  lorsqu'elle  est  égale  à 
Vane  des  figures  homothétiques  de  cette  autre. 

On  comprend  d'après  cela  pourquoi  on  donne,  en  général,  les  noms  de 
centres  de  similitude,  d'axes  de  similitude  et  de  rapport  de  similitude  aux 
centres,  aux  axes  et  au  rapport  d'homothétie. 

376.  Nous  avons  déjà  prouvé  par  de  nombreux  exemples  (§§IIIet 
suiv.)  combien  la  théorie  des  figures  semblables  offrait  de  ressources* 
Le  théorème  de  Thaïes  sur  la  proportionnalité  des  côtés  homologues  des 
triangles  équiangles,  le  théorème  de  Pythagore  sur  le  carré  de  l'hypo- 
ténuse, sont,  en  Géométrie,  deux  propositions  fondamentales  qui  inter- 
viennent sans  cesse  dans  les  démonstrations;  mais,  indépendamment  de 
ces  applications  générales  de  la  théorie  de  la  similitude,  elle  fournit  un 
procédé  spécial  de  résolution  des  problèmes,  connu  sous  le  nom  de  mé- 
thode des  figures  semblables,  et  qui  consiste  à  construire,  à  l'aide  des 
données,  une  figure  semblable  à  celle  que  l'on  cherche.  On  passe  ensuite 
aisément  de  la  figure  ainsi  construite  à  la  figure  demandée,  en  comparant 
certains  éléments  des  deux  figures. 

Voici  deux  exemples  : 

1°  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  ses  trois  hauteurs  a,  6,  7 
i/^.  23l). 


"^  ^  a. 
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a,  h,  r,  étant  les  côtés  du  triangle  inconnu,  et  BD  et  AE  étant  les  hau- 
teurs 6  et  a,  les  triangles  semblables  CBD,  GAE,  donnent 


On  aurait  de  même 


On  peut  donc  écrire 


4  a 

« 


e.^ 


c 


•    Si  l'on  construit  alors  un  triangle  A'BC  dont  les  trois  côtés  soient 

BC'=6,    C'A'=a,    A'B-^, 

ce  triangle  sera  semblable  au  triangle  ABC,  et  pour  avoir  ce  dernier 
triangle,  il  suffira  de  prendre  sur  la  hauteur  issue  du  sommet  B  une  lon- 
gueur BD  =  6,  et  de  mener  par  le  point  D  une  parallèle  AC  à  A'C. 


Fig.   23 1. 


Fi{j.  232. 


2°  Inscrire  dans  un  triangle  donné  ABC  un  triangle  dont  les  côtés 
soient  parallèles  à  ceux  d'un  triangle  donné  def  [fig.  232). 

Si  l'on  trace  dans  le  triangle  ABC  une  parallèle  d' f  à  <^,  puis  par 
les  points  d'  et/'  des  parallèles  d' c\  /'<?',  à  de  et  à  <?/,  on  formera  un 
triangle  d' f  e\  homothétique  au  triangle  cherché  DFE,  et  le  point  A  sera 
pour  ces  triangles  un  centre  de  similitude  directe  (369).  La  droite  ke' 
coupera  donc  BC  en  un  point  E  qui  sera  l'un  des  sommets  du  triangle  de- 
mandé, et  il  ne  restera  plus  qu'à  mener  par  ce  point  E  des  parallèles  ED 
et  EF,  à  ed  et  ef^  et  à  joindre  les  points  D  et  F. 

377.  A  ce  procédé  s'en  rattache  un  autre  où  l'on  opère  par  renverse- 
\  ment,  c'est-à-dire  qu'on  renverse  la  question  en  prenant  les  données  pour 
'  inconnues,  et  réciproquement.  En  traitant  ce  nouveau  problème,  on  obtient 
une  ûgure  égale  ou  semblable  à  la  figure  cherchée,  et,  pour  avoir  la  figure . 
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demandée  dans  la  position  voulue,  il  suffit  alors  d'en  connaître  une  seule 
ligne. 
Voici  un  exemple  de  cette  méthode  indirecte  : 

Inscrire  dans  un  quadrilatère  donné  ABCD  un  quadrilatère  a'b'c'd' 
semblable  à  un  outre  quadrilatère  donné  A'B'C'D'  [fig»  233). 

La  méthode  inverse  sera  ici  évidemment  préférable  à  la  méthode  directe, 
parce  que,  s'il  s'agit  de  circonscrire  une  figure  semblable  au  lieu  de  l'in- 
scrire, les  segments  capables,  décrits  sur  les  côtés  du  polygone  donné, 
fournissent  immédiatement  des  lieux  géométriques  des  sommets  du  poly- 
gone à  construire. 

Renversons  donc  la  question,  et  proposons-nous  de  circonscrire  à  un 
quadrilatère  donné  A'B'C'D'  un  quadrilatère  abcd  semblable  à  un  autre 
quadrilatère  donné  ABCD. 

Fig.  233. 


Les  angles  du  quadrilatère  abcd  étant  donnés,  les  sommets  «,  b^  d^  ap- 
partiennent aux  segments  capables  de  ces  angles,  décrits  sur  les  côtés  A'B', 
B'C,  A'D'. 

De  plus,  le  quadrilatère  abcd  étant  semblable  au  quadrilatère  ABCD,  le 
triangle  abd  est  lui-même  semblable  au  triangle  ABD,  et  l'on  connaît  les 
angles  abd^  adb.  Comme  ces  angles  ont  pour  mesures,  le  premier  la  moitié 
de  l'arc  B'Z>',  le  second  la  moitié  de  l'arc  AV/',  on  pourra  marquer  sur  les 
arcs  B'C  et  A'D'  les  points  ^'et  d'  :  la  droite  b'd'  sera  donc  déterminée, 
et  ses  seconds  points  d'intersection  avec  les  segments  décrits  sur  B'C  et 
sur  A'D'  seront  les  points  b  et  d.  Ayant  ainsi  deux  sommets  opposés  du 
quadrilatère  abcd^  le  problème  inverse  se  trouvera  résolu. 

Pour  revenir  au  problème  direct,  on  n'aura  plus  qu'à  diviser  les  côtés 
du  quadrilatère  ABCD  dans  des  rapports  égaux  à  ceux  des  se^^ments  que 
les  points  A',  B',  C,  D',  déterminent  sur  les  côtés  du  quadrilatère  abcd^ 
et  à  joindre  les  points  de  division. 
,   Le  problème  proposé  a  Jiuit  solutions  dans  le  cas  général.  En  effet,  en 
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considérant  le  problème  inverso,  on  voit  d'abord  que  l'angle  a  peut  s'ap- 
puyer indifféremment  sur  chacun  des  côtés  du  quadrilatère  A'B'C'D'  :  ce 
qui  donne  quatre  solutions.  De  plus,  chacune  de  ses  solutions  doit  être 
doublée  :  car  l'angle  a  s'appuyant  sur  le  côté  A'B'par  exemple,  les  angles  b 
et  d  peuvent  s'appuyer  respectivement,  soit  sur  les  côtés  B'C  et  A'D', 
soit  au  contraire  sur  les  côtés  A'D'  et  B'C.  Cette  double  solution  se  ré- 
duirait à  une  seule,  si  les  angles  h  et  d  étaient  égaux  en  même  temps  que 
les  côtés  B'C  et  A'D'. 

AXES   RADICAUX. 

378.   Nous  avons  vu  (199)  que,  si,  par  un  point  M  [fig.i'^l\)  situé 
comme  on  voudra  dans  le  plan  d'un  cercle  0,  on  mène  à  ce  cercle  une 


sécante  arbitraire  MAB,  le  produit  MA. MB  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  intersections  A  et  B  de  la  sécante  et  de  la  circonférence  est  une  quan- 
tité constante,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  direction  de  la  sécante.  Ce 
produit  constant  MA. MB,  qui  est  évidemment  positif  lorsque  le  point  M  est 
extérieur  au  cercle,  et  négatif  lorsque  le  point  M  est  intérieur,  porte,  d'après 
Steiner  [Journal  de  Crclle,  1. 1),  le  nom  de  puissance  du  point  M  par  rap- 
port au  cercle  0. 

Considérons  en  particulier  celle  des  sécantes  issues  du  point  M  qui 
passe  par  le  centre  0,  et  désignons  par  d  la  distance  MO  et  par  r  le  rayon 
du  cercle.  Si  le  point  M  est  extérieur  au  cercle,  les  deux  segments  MA 
et  MB,  comptés  sur  cette  sécante,  sont  de  même  signe,  et  comme  leurs 
valeurs  absolues  sont  d—  r  Qi  d-h  r,  la  puissance  du  point  M  a  pour 
expression  [d-^r]  [d—  r)  ou  d"^  —  r'.  Si  le  point  M  est  intérieur,  les  deux 
segments  MA  et  MB,  comptés  sur  la  sécante  qui  passe  au  centre,  ont  respec- 
tivement pour  valeurs  absolues  r—dair-^d.,  mais,  comme  ils  sont  de  sens 
opposés,  la  puissance  a  pour  expression  —  [r—d]  [r-^d]  =  —  {r'^  —  d})^ 
c'est-à-dire  encore  d^  —  /•^  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  puissance  d'un 
point  par  rapport  à  un  cercle  est  égale,  en  grandeur  et  en  signe  ^  à  l'excès 
du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  sur  le  carré  du  rayon. 

Lorsque  le  point  M  est  extérieur  au  cercle,  sa  puissance  est  égale  au 
carré  de  la  tangente  MT  menée  au  cercle  par  ce  point. 
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commune  aux  cercles  0  et  0"  et  la  corde  commune  aux  cercles  O'etO"  se 
couperont  au  centre  radical  G  des  trois  cercles  0,  0',  0",  et  il  restera  à 
abaisser  de  ce  point  G  une  perpendiculaire  sur  la  ligne  00'  [fig.  'iZS  et  236) . 


Fig.  235. 


Fig.  236. 


385.  Lorsque  le  centre  radical  de  trois  cercles  est  intérieur  à  l'un 
d'eux,  il  l'est  aussi  aux  deux  autres.  De  même,  lorsqu'il  est  extérieur  à 
l'un  d'eux,  il  est  extérieur  aux  deux  autres;  c'est  alors  le  seul  point  du 
plan  d'où  Ton  puisse  mener  aux  trois  cercles  des  tangentes  égales,  et  c'est 
aussi  le  centre  du  seul  cercle  qui  puisse  les  couper  tous  les  trois  ortho- 
gonalement. 

386.  Dès  qu'il  existe  dans  le  plan  de  trois  cercles  plusieurs  points  dis- 
tincts ayant  môme  puissance  par  rapport  à  chacun  des  trois  cercles,  on 
peut  affirmer  que  ces  points  sont  sur  une  même  droite  qui  est  l'axe 
radical  commun  aux  trois  cercles. 

On  peut  fonder  sur  cette  remarque  une  nouvelle  démonstration  très- 
simple  de  la  propriété  du  quadrilatère  complet  qui  fait  l'objet  du  n°  317. 
Soit  ABGDEF  [fig.  287)  un  quadrilatère  complet.  Gonsidérons  l'un  des 

Fig.  237. 


triangles  BGE  formé  par  trois  côtés  du  quadrilatère  ;  soient  BP,  CR,  EQ, 
les  trois  hauteurs  de  ce  triangle,  et  0  leur  point  de  concours.  Les  circon- 
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férences  décrites  sur  les  diagonales  BD,  AC,  EF,  comme  diamètres,  pas- 
sent respectivement  par  les  points  P,  R,  0-  Les  puissances  du  point  0  par 
rapport  à  ces  trois  cercles  sont  donc 

OB.OP,    OR.  OC,    OQ.OE, 

et  les  quadrilatères  inscriptibles  BRCP,  BQEP,  montrent  que  ces  puis- 
sances sont  égales.  Le  point  0  a  donc  môme  puissance  par  rapport  aux  trois 
cercles,  et  il  en  est  do  même  des  trois  autres  points  analogues 0,,  0.^,  0^, 
relatifs  aux  trois  autres  triangles  que  l'on  peut  former  en  prenant  chaque 
fois  trois  des  côtés  du  quadrilatère.  Par  suite,  d'après  la  remarque  ci-dessus, 
les  trois  cercles  considérés  ont  un  même  axe  radical  qui  contient  les 
points  0,  0,,  Oj,  O3,  et  les  centres  des  trois  cercles,  c'est-à-dire  les  milieux 
des  trois  diagonales,  sont  sur  une  môme  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
radical  commun. 

On  voit  par  cette  démonstration,  non-seulement  que  les  milieux  des 
diagonales  d^un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne  droite,  mais  encore  que 
les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres  ont 
même  axe  radical,  que  cet  axe  radical  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
passe  par  les  milieux  des  diagonales,  et  quil  contient  les  points  de  con- 
cours des  hauteurs  des  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  du  cpiadrila- 
tère  combinés  trois  à  trois. 

THÉORÈME. 

387.  1°  Le  produit  des  distances  de  l'un  quelconque  des  deux  centres 
de  similitude  de  deux  cercles  à  deux  points  anti-homologues  est  constant  ; 
2"  deux  couples  de  points  anti-homologues  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence; 3°  deux  cordes  anti-homologues  se  coupent  sur  l'axe  radical. 

Fig.  238. 


Soient  deux  cercles  0  et  0'  [fig.  238),  S  un  de  leurs  centres  de  simili- 
ude,par  exemple  le  centre  de  similitude  externe.  Une  sécante  SM,  issue  de  S, 
coupe  les  cercles  0  et  0'  en  quatre  points  M,  N,  M',  N'.  Les  points  M  et 
)M  sont  homologues  par  rapport  au  centre  S,  car  les  rayons  correspon- 
iiantsOM,  O'M',  sont  parallèles;  de  même,  N  et  N' sont  homologues.  Les 
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points  M  et  N'  sont  dits  anti- homologues^  ainsi  que  les  points  N  et  M'. 
Une  corde  quelconque  M«  du  premier  cercle,  et  la  corde  N'w'  du  second 
cercle  qui  joint  les  points  anti-homologues  des  extrémités  de  la  première, 
prennent  le  nom  de  cordes  anti- homologues.  Ces  définitions  établies,  voici 
la  démonstration  du  théorème  énoncé  : 

1°  En  désignant  par  r  et  r'  les  rayons  des  deux  cercles  et  par  p  la 
puissance  du  point  S  par  rapport  au  cercle  0,  on  a 

SM.SN^p    et    1^,  =  -,- 

En  divisant  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  vient 

SN.SM'  =  /^-j 
et  l'on  trouverait  de  même 

SM.SN'  =  /?-. 

2°  D'après  cela,  si  Sm  est  une  autre  sécante  issue  du  point  S,  on 

aura 

SM.SN'=S/2.S/«'; 

donc  (200  )  les  points  M  etN',  n  et  m' sont  sur  une  même  circonférence  0". 
3°  Enfin,  la  corde  M.n  étant  l'axe  radical  des  cercles  0  et  0",  et  la 
corde  N'm'  l'axe  radical  des  cercles  0'  et  0",  le  point  d'intersection  C  des 
deux  cordes  est  le  centre  radical  (383)  des  trois  cercles  0,  0',  0",  c'est-à- 
dire  un  point  de  l'axe  radical  des  cercles  0  et  0'.  Cette  dernière  propriété, 
prise  à  sa  limite,  prouve  encore  que  les  tangentes  en  deux  points  anti- 
homologues de  deux  cercles  se  coupent  sur  l'axe  radical. 

SCOLIE. 

388.  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  à  égale  distance  des  deux  po- 
laires de  l'un  quelconque  des  centres  de  similitude. 

Ce  théorème  est  évident  lorsque  l'on  peut  mener  par  le  centre  de  simi- 
litude que  l'on  considère  une  tangente  commune  aux  deux  cercles;  car 
l'axe  radical,  qui  est  d'ailleurs  parallèle  aux  deux  polaires,  passe  par  le 
milieu  de  la  tangente  commune  dont  les  points  de  contact  sont  sur  les 
deux  polaires. 

Dans  tous  les  cas,  la  proportion  résulterait  aisément  des  formules  qui 
donnent  les  positions  du  centre  de  similitude,  des  polaires  et  de  l'axe  radi- 
cal (370,  347,  380).  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  ce  calcul, 
qui  est  sans  difficulté. 
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CERCLE  TANGENT  A  TROIS  CERCLES  DONNES 

389.  Désignons  par  A,  B,  C,  les  centres  des  trois  cercles  auxquels  on 
demande  de  mener  un  cercle  tangent. 

On  peut  avoir  :  i"  un  cercle  w  enveloppant  A,  B,  C,  et  un  cercle  w'  en- 
veloppé par  A,  B,  C;  1°  un  cercle  a  qui  touche  extérieurement  le  cercle  A 
et  intérieurement  les  cercles  B  et  C,  et  un  cercle  a'  qui  touche  intérieure- 
ment le  cercle  A  et  extérieurement  les  cercles  B  et  C;  3°  un  cercle  f  tou- 
chant le  cercle  B  extérieurement  et  les  deux  autres  A  et  C  intérieurement, 
et  un  cercle  fi' touchant  B  intérieurement  etA  et  C  extérieurement  ;  4°enfin, 
un  cercle  7  qui  touche  C  extérieurement  et  A  etB  intérieurement,  et  un 
cercle  7'  touchant  C  intérieurement  et  A  et  B  extérieurement.  Ainsi,  il  peut 
exister  dans  le  cas  général  hait  solutions  qui  se  partagent,  comme  nous 
venons  de  l'indiquer,  en  quatre  groupes  de  deux. 

Cela  posé,  cherchons  à  déterminer  les  deux  circonférences  d'un  même 
groupe,  w  et  w',  par  exemple  [fig.  289 ). 

Fig.  239. 


B'\ 


Supposons  le  problème  résolu  :  soient  a  et  a'  les  points  de  contact  des 
cercles  w  et  w'  avec  le  cercle  A,  de  même  b  et  b'  leurs  points  de  contact 
avec  le  cercle  B,  c  et  c'  leurs  points  de  contact  avec  le  cercle  C.  Tout 
revient  évidemment  à  trouver  les  cordes  an\  bb\  ce'.  Or  ces  cordes  sont 
déterminées  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

1"  Chacune  des  cordes  aa\  bb\  cc\  passe  par  le  centre  radical  des  trois 
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circonférences  données  A,  B,  C.  —  En  effet,  a  étant  le  centre  de  simili- 
tude directe  des  cercles  w  et  A,  et  a'  le  centre  de  similitude  inverse  des 
cercles  w'  et  A,  la  corde  aa'  doit  passer  par  le  centre  de  similitude  inverse  S 
des  cercles  w  etw'  (374).  On  verrait  de  même  que  ce  point  S  appartient 
aussi  à  bh'  et  à  ce'.  Un  raisonnement  analogue  montre  que  ab  et  'a'b' 
concourent  au  centre  de  similitude  directe  C  des  cercles  A  et  B  ;  donc  les 
cordes  ««'  Qibb'  des  cercles  A  etB  sont  anti-homologues  (387),  et  leur  point 
d'intersection  S  appartient  à  l'axe  radical  des  cercles  A  et  B.  On  verrait  de 
même  que  ce  point  de  concours  S  de  aa' ^  bb',  ce',  appartient  à  l'axe  radical 
des  cercles  B  et  C  :  il  est  donc  le  centre  radical  des  trois  cercles  A,  B,  C. 

1°  Chacune  des  cordes  aa' ^  bb'^  ce' ,  contient  le  pôle,  par  rapport  à  son 
cercle j  de  Vaxe  de  similitude  directe  A'B'C  des  trois  circonjërences  don- 
nées A,  B,  C.  —  En  effet,  puisque  S  est  un  centre  de  similitude  des 
cercles  w  et  w',  les  deux  cordes  ab,  a'b',  sont  anti-homologues,  et  leur 
point  de  concours  G'  doit  appartenir  à  l'axe  radical  des  deux  cercles  w 
et  w'.  On  verrait  de  même  que  cet  axe  radical  passe  par  le  centre  de 
similitude  directe  A'  des  cercles  B  et  C  et  par  le  centre  de  similitude  di- 
recte B'  des  cercles'  A  et  C.  Donc,  l'axe  radical  des  cercles  w  et  w'  coïncide 
avec  l'axe  A'B'C  de  similitude  directe  des  trois  cercles  A,B,C.  D'après 
cela,  la  droite  A'B'C  doit  contenir  l'intersection  A,  des  deux  tangentes 
anti-homologues  «A,,  a'  k^  (387,  3°),  c'est-à-dire  le  pôle  de  la  corde  r/^' par 
rapport  au  cercle  A;  donc,  réciproquement  (349),  la  corde  aa'  doit  ren- 
fermer le  pôle  p  de  la  droite  A'B'C  par  rapport  au  cercle  A. 

On  conclut  de  là  la  règle  suivante  :  Déterminez  le  centre  radical  S  et 
F  axe  de  similitude  directe  des  trois  cercles  donnés  A,  B,  C;  prenez,  par 
rapport  à  chacun  d'eux,  les  pôles  p,  q,  r,  de  cet  axe,  et  menez  les 
droites  Sp,  Sq,  Sr,  qui  rencontreront  respectivement  les  cercles  A,  B,  C, 
aux  points  de  contact  a  et  a',  b  et  b',  c  et  c'  ;  il  ne  restera  plus  alors  qu'à 
faire  passer  un  cercle  w  par  les  points  a,  b,c,et  un  cercle  m'  par  les  points 
^a',b',c'. 

En  remplaçant  l'axe  de  similitude  directe  par  chacun  des  trois  autres 
axes  de  similitude  et  en  opérant  d'une  manière  analogue,  on  obtiendrait 
les  trois  autres  couples  de  cercles  tangents. 

Cette  belle  solution,  due  à  Gergonne  (  Jnnalesde  Mathématiques,  t.  IV), 
est  remarquable  par  sa  simplicité,  et  surtout  par  la  facilité  avec  laquelle 
elle  s'applique  aux  cas  particuliers  qu'on  obtient,  en  supposant  qu'un  ou 
plusieurs  des  cercles  A,  B,  C,  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des  droites. 

CAS  PARTICULIERS  DU  PROBLÈME  PRÉCÉDENT. 

390.  Pour  pouvoir  appliquer  la  solution  qui  précède  aux  cas  particu- 
liers que  l'énoncé  du  problème  comporte,  il  faut  savoir  ce  que  deviennent 
les  éléments  que  nous  avons  appelés  pôle,  polaire,  axe  radical,  centre  de 
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similitude,  lorsque,  dans  une  figure  qui  renferme  des  cercles,  un  ou  plu- 
sieurs de  ces  cercles  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des  droites  parce  que 
leurs  rayons  deviennent  nuls  ou  infinis.  La  connaissance  do  ces  résultats, 
que  nous  allons  exposer  très-rapidement,  est  d'ailleurs  indispensable  pour 
la  discussion  d'un  grand  nombre  de  problèmes. 

1°  La  polaire  L  r/'/m  poi/U  P  par  rapport  à  un  point  0  (cercle  de 
rayon  nul)  est  la  perpendiculaire  à  OP  menée  par  0. 

2°  Le  pôle  P  (Vune  droite  L  par  rapport  h  un  point  0  est  le  point  0  lui 
même. 

Ces  deux  principes  résultent  de  ce  que  le  produit  des  distances  du  point 
0  au  pôle  P  et  à  la  polaire  L  doit  être  nul  (347). 

3°  La  polaire  d^un  point  P  par  rapport  à  une  droite  w  (cercle  de  rayon 
infini  )  est  la  parallèle  à  w  menée  par  le  symétrifjue  du  point  P  par  rap- 
port h  la  droite  w. 

Car  le  cercle  dégénère  en  réalité  en  deux  droites  parallèles  qui  sont  la 
droite  &>  et  une  droite  rejetée  à  l'infini.  Or,  si  l'on  mène  par  P  une  sé- 
cante quelconque  qui  rencontre  en  o  et  en  /  les  droites  w  et  L,  le  système 
P,  o,  /,  00  ,  sera  harmonique,  ce  qui  exige  que  o  soit  le  milieu  de  /P;  donc, 
la  polaire  L  est  le  lieu  des  points  obtenus  en  prolongeant  les  sécantes 
menées  de  P  à  w  de  longueurs  égales  à  elles-mêmes. 

4°  Le  pôle  P  dhuie  droite  L  par  rapport  h  une  droite  w  est  le  point  h 
V infini  sur  w. 

Car  les  polaires  de  tous  les  points  de  L  sont  (3°)  parallèles  à  w;  leur 
point  de  concours,  c'est-à-dire  le  pôle  de  L,  est  donc  à  l'infini  sur  w. 

5°  Les  centres  de  similitude  0  et  0'  d'un  cercle  C  et  d'un  point  C  se 
confondent  avec  le  point  C. 

Cela  résulte  des  formules  du  n"  252,  dans  lesquelles  on  fait  R'=  o;  on 
trouve  ainsi 

CO  =  CO'  =  CC'. 

6°  Les  centres  de  similitude  0  et  0'  de  deux  points  C  et  C  nont  des 
positions  déterminées  qu'autant  que  l'on  donne  la  loi  suivant  laquelle  les 
rayons  R  et  R'  des  deux  cercles  correspondants  tendent  vers  zéro.  Par 
exemple,  si ,  lorsque  R  et  R'  tendent  vers  zéro,  le  rapport  de  R'  à  R  reste 
égal  à  un  nombre  donné  //?,  les  formules  du  n°  2o2  donnent 

ce  ce 

C0=— ^—    et    C0'=  — ^^. 


7°  L^s  centres  de  similitude  d'un  cercle  et  d'une  droite  sont  les  extré- 
mités du  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite. 

En  effet,  supposons,  dans  la  figure  176,  que  le  point  d'intersection  de 
gauche  E'  de  la  circonférence  C  avec  CC  reste  fixe,  et  que  le  centre  G' 
de  cette  circonférence  s'éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  CC,  de 
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manière  que  cette  circonférence  devienne  la  perpendiculaire  élevée  à  CE' 
par  E'.  Les  formules 

CO  =  f±l-'R    et    00'=.'^^ 

donneront,  pour  R'=  oo  , 

C0  =  -R    et    CO'=:R. 

Le  centre  de  similitude  externe  devient  donc  l'extrémité  de  gauche  du 
diamètre  du  cercle  C  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  et  le  centre  de 
similitude  interne  devient  l'extrémité  de  droite  de  ce  diamètre. 

8°  Les  centres  de  similitude  dhin  point  et  d'une  dr^oite  se  confondent 
avec  ce  point. 

Car,  si  dans  les  formules  ci-dessus  on  fait  R  =  o  en  même  temps 
que  R'  =  co ,  on  trouve 

C0  =  o    et    C0'=o. 

9"  Les  centres  de  similitude  de  deux  drvites  D  et  D'  sont  les  points  à 
V  infini  situés  sur  les  bissectrices  de  r  angle  des  deux  droites  et  de  son 
supplément . 

Ce  fait  résulte  de  cette  propriété  évidente  et  caractéristique  des  centres 
de  similitude  de  deux  cercles  :  Toute  droite  menée  par  un  centre  de 
similitude  coupe  les  deux  cercles  sous  le  même  angle. 

lo"  Vaxe  radical  d'un  cercle  et  dhin  point  est  équidistant  de  ce  point 
et  de  sa  polaire  par  rapport  au  cercle. 

Ce  fait  résulte  du  n°  388  et  des  remarques  précédentes  (i°  et  5"). 

11°  Vaxe  radical  de  deux  points  est  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

12°  Vaxe  radical  d'un  cercle  et  cVune  droite  est  la  droite  elle-même. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  n°  388  et  des  remarques  précé- 
dentes (S'^et  7°). 

i3°  Vaxe  radical  d'un  point  et  d'une  droite  est  la  droite  elle-même. 

1 4°  Vaxe  radical  de  deux  droites  est  indéterminé. 

391 .  Le  problème  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  comprend 
dix  cas,  y  compris  le  cas  général.  En  représentant  un  cercle  par  C,  une 
droite  par  D,  un  point  par  P,  on  peut  indiquer  ces  dix  problèmes  par  les 
symboles  PPP,  PPD,  PPG,  PDD,  PDG,  PCG,  DDD,  DDC,  DCC,  CGC. 

Les  quatre  cas  PPP,  PPD,  PDD,  DDD,  où  il  ne  figure  aucun  cercle 
parmi  les  données,  échappent  à  la  méthode;  mais  leur  solution  directe 
n'offre  aucune  difficulté,  comme  nous  l'avons  vu,  pour  trois  d'entre  eux, 
aux  n°*  165,  172  et  262.  Tous  les  autres  cas  se  déduisent  sans  peine  de  la 
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solution  générale,  à  l'aide  des  résultats  indiqués  dans  le  numéro  précé- 
dent. Nous  nous  bornerons  aux  indications  suivantes. 

DCC.  —  Il  y  a  6  centres  de  similitude,  par  suite,  4  axes  de  similitude 
et  8  solutions. 

DDC.  —  Il  y  a  encore  4  axes  de  similitude  et  8  solutions. 

PCC.  —  Il  n'y  a  que  a  axes  de  similitude  et,  par  suite,  4  solutions. 

PDG.  —  Il  n'y  a  que  i  axes  de  similitude  et  4  solutions. 

PPC.  —  Il  n'y  a  que  i  axe  de  similitude  et,  par  suite,  i  solutions. 
Nous  avons  d'ailleurs  traité  ce  problème  directement  au  n**262. 

FIGURES   INVERSES. 

392.  Étant  donné,  dans  un  plan,  un  système  quelconque  de  points  A, 
B,  C,. . .,  isolés  ou  formant  des  lignes  continues,  si,  sur  les  rayons  vec- 
teurs SA,  SB,  se,...,  issus  d'un  point  S  choisi  arbitrairement  dans  le 
plan,  on  prend ,  à  partir  de  ce  point  S,  des  segments  SA',  SB',  SC, . . . , 
tels,  que 

SA.SA'=SB.SB'=SC.SC'  =  ...=^a, 

fjL  étant  une  quantité  constante  positive  ou  négative,  on  dit  que  le  sys- 
tème A'B'C. ..  est  inverse  du  système  ABC Le  point  fixe  S^prend  le 

nom  d'on'gi/ie,  et  la  constante  /x  le  nom  de  puissance.  Si  cette  puissamce 
est  positive ,  les  rayons  vecteurs  correspondants  SA  et  SA'  sont  de  même 
sens,  et  les  points  correspondants  A  et  A'  sont  situés  d'un  même  côté  par 
rapport  à  l'origine  S;  si  ^  est  négatif,  les  rayons  vecteurs  SA  et  SA'  sont 
de  sens  contraires,  et  les  points  correspondants  A  et  A'  sont  situés  de 
part  et  d'autre  de  l'origine  S. 

THÉORÈME. 

393.  Deux  figures  F'  et  F",  inverses  d'une  même  f  gare  F  par  rapport 
h  une  même  origine  S  et  à  deux  valeurs  différentes  \u'  et  y."  de  la  con- 
stante a,  sont  homothétiques  (  leur  centre  de  similitude  est  le  point  S  et 

leur  rapport  de  similitude  est  égal  à  ^  J  • 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  M  un  point  quelconque  de  la  figure  primi- 
tive F,  et  par  M'  et  M"  les  points  correspondants  des  figures  F'  et  F", 
points  qui  sont  d'ailleurs  situés  sur  la  droite  indéfinie  SM,  on  a 

SM.SM'=a',    SM.SM"=pt"; 
d'où 

SM'        g' 
SM"~  a"* 
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THÉORÈME. 


394.  M  et  N  étant  deux  points  quelconques  d^ une  figure  et  M',  N',  les 
points  correspondants  d'une  figure  inverse  par  rapport  à  une  origine  S 
et  à  une  puissance  p.,  la  distance  M'N'  s'' obtient  en  multipliant  la  dis- 
tance MN  par  le  rapport  de  la  puissance  f/  au  produit  SM .  SN  des  deux 
rayons  vecteuj-s  de  la  figure  primitive. 

En  effet,  la  relation  [fig.  240) 

SM.SM'=SN.SN'=  p 

prouve  que  les  droites  MN,  M'N',  sont  antiparallèles  par  rapport  à  V angle 
MSN,  et  par  suite  que  les  triangles  SMN,  S  M'N',  sont  semblables.  On  a 
donc 

M'N'  _  SN;  _       fA 
MN  ~  SM  ~  SM.SN' 
d'où 

SM.SN   ^ 

395.  L'angle  de  deux  lignes  quelconques  qui  se  coupent  est  égal  à 
V angle  des  deux  lignes  inverses. 


Fig.  2^0. 


Fig.  ^\. 


Considérons  d'abord  [fig.  240)  une  seule  ligne  quelconque  MN  et  son 
inverse  M'N';  il  est  aisé  de  voir  que  les  angles  TMM',  TM'M,  que  leurs 
tangentes  MT,'  M'T,  font  avec  le  rayon  vecteur  SMM',  sont  égaux;  car, 
si  l'on  considère  un  rayon  vecteur  voisin  SNN',  les  cordes  MN  et  M'N' 
sont,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  antiparallèles  par  rapport  à 
l'angle  MSN;  donc,  les  angles  SM'N',  SNM,  sont  égaux;  or,  à  la  limite,  le 
premier  devient  l'angle  SM'T,  et  l'autre,  l'angle  SMT, ,  opposé  par  le 
sommet  à  l'angle  TMM';  donc,  MM'T  =  TMM'.  Pour  éviter  toute  ambi- 
guïté dans  la  manière  de  compter  les  angles,  on  peut  remarquer  que  les 
deux  tangentes  correspondantes  forment  les  deux  côtés  d'un  triangle  iso- 
cèle TMM'  dont  la  base  est  la  partie  MM'  du  rayon  vecteur  comprise  entre 
les  deux  points  de  contact. 

Soient  actuellement  [fig.  241)  deux  courbes  M<7  et  MA  qui  se  coupent 
en  M,  et  les  courbes  inverses  Wa'  et  M'A';  il  faut  prouver  que  l'angle  des 
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deux  premières,  c'est-à-dire  l'angle  /MT  de  leurs  tangentes,  est  égal  à 
l'angle  /M'T  des  deux  autres.  Or,  on  a,  d'après  l'alinéa  précédent, 

/MM'=  ^M'M,     TMM'=  TM'M, 

d'où,  en  retranchant, 

/MM'-TMM'    ou    ^MT  ^ /M'M  -  TM'M    ou    ^M'T. 


Cette  propriété  de  conserver  les  angles  dont  jouit  ce  mode  de  transfor- 
mation des  figures  est  très-importante  :  elle  entraîne  la  similitude  des 
triangles  infiniment  petits  correspondants,  de  sorte  que  deux  figures  in- 
verses l'une  ou  l'autre  sont  deux  figures  semblables  dont  le  rapport  de 
similitude  varie  d'un  lieu  à  un  autre. 

Les  trois  théorèmes  précédents  sont  généraux,  c'est-à-dire  relatifs  à 
des  figures  quelconques;  les  trois  suivants  sont  particuliers  et  relatifs  à 
la  droite  et  au  cercle. 

THÉORÈME. 

396.  La  figure  inverse  d'une  ligne  droite  est  une  circonférence  passant 
par  l^ origine. 

Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  la  droite  donnée  passe  par  l'origine. 
Dans  cette  hypothèse,  cette  droite  elle-même  est  évidemment  son  in- 
verse. 

Fig,  2/j2.  Fig.  2/(3. 


A 

^«r 

/m 

/^ 

" 

1 

'<. 


Considérons  donc  une  droite  AB  ne  passant  pas  par  l'origine  S  {fig.  242, 
243).  Menons  du  point  S  sur  AB  deux  droites,  l'une  SP  perpendiculaire, 
l'autre  SM  oblique  à  AB,  et  prenons  respectivement  sur  ces  lignes  les 
inverses  P'  et  M'  des  points  P  et  M.  Les  droites  MP  et  M'P'  étant  anti- 
parallèles (39i),  l'angle  SM'P'  doit  être  droit  comme  l'angle  SPM.  Le 
lieu  du  point  M'  est  donc  la  circonférence  décrite  sur  SP'  comme  dia- 
mètre. 
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Réciproquement,  In  figure  inverse  d'une  circonférence  passant  par 
l'origine  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre  qui  aboutit  à  ^origine. 

En  effet,  soient  [fig.i^i^  243)  P  l'inverse  de  l'extrémité  P' du  dia- 
mètre SP'  et  M  l'inverse  d'un  point  quelconfjue  M'  de  la  circonférence. 
Les  droites  MP  et  M'F  étant  antiparallèles,  l'angle  SPM  doit  être  droit 
comme  son  égal  SM'P'.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  la  perpendiculaire 
élevée  par  P  sur  SP'. 

SCOLIE. 

397.  Les  distances  SP  et  SO  de  l'origine  à  la  droite  et  au  ceiitre  du 
cercle  sont  liées  par  la  formule 

2S0.SP  =  fjt, 

oîi  p  est  la  puissance  donnée.  Cette  relation  a  lieu  en  grandeur  et  en 
signe. 

On  voit  par  là  (\vCune  droite  AB  et  un  cercle  0  situés  cVune  manière 
quelconque  dans  un  plan  [fig.  1/^2,  243)  peuvent  toujours  être  considérés 
comme  des  figures  inverses  l'une  de  l'autre.  Il  suffit  de  choisir  pour  ori- 
gine S  l'une  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite,  c'est- 
à-dire  (390)  l'un  des  centres  de  similitude  du  système  formé  par  la  droite  et 
le  cercle,  et  pour  puissance  {x  la  valeur  en  grandeur  et  en  signe  du  double 
produit  des  dislances  de  l'origine  à  la  droite  et  au  centre  du  cercle. 

THÉORÈME. 

398.  La  figure  inverse  d'une  circonférence,  lorsque  V origine  est  inté- 
rieure ou  extérieure  à  la  courbe,  est  une  circonférence. 

Soient  S  et  pt  l'origine  et  la  puissance  données,  et  p  la  puissance  de 
l'origine  S  par  rapport  au  cercle  proposé  0  [fig.  244). 

Fig.  i\\. 


La  figure  inverse  du  cercle  0  par  rapport  à  l'origine  S  et  à  la  puis- 
sance/? est  évidemment  le  cercle  0  lui-même;  car,  puisque  l'on  a 

SM.SN  =  /^, 
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tout  point  M  de  ce  cercle  a  peur  inverse  le  point  N  où  le  rayon  vecteur 
correspondant  rencontre  le  cercle  une  seconde  fois. 

Par  suite  (393),  la  figure  inverse  du  cercle  0  par  rapport  à  l'origine  S 
et  à  la  puissance  u  est  encore  un  cercle ,  puisque  cette  figure  doit  (Hre 
homothétique  à  la  précédente  ou  au  cercle  0  lui-même,  S  étant  le  centre 

de  similitude  et  -  le  rapport  de  similitude. 

SCOLIES. 

399.  0  et  R  étant  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  donné,  0'  et  R'  le 
centre  et  le  rayon  de  son  inverse,  on  aura  donc 

sa  ^  fx  ^  ^  r; 

SO  ~  jj  R  * 

Le  signe  -h  se  rapporte  au  cas  cù,  p  et  p  étant  de  même  signe,  l'ho- 
molhétie  est  directe,  et  le  signe  —  au  cas  où,  |x  et  p  étant  de  signes  op- 
posés, l'homolhétie  est  inverse. 

D'ailleurs,  si  p'  est  la  puissance  de  l'origine  S  par  rapport  au  cercle  0', 
on  a,  d'après  les  relations  ci-dessus, 


d'où 


On  voit,  par  ces  formules,  que  deux  cercles  0  et  0',  situés  d'ane  ma- 
nière que/conque  clans  un  plan,  peuvent  toujours  être  rr (gardés  comme 
inverses  Van  de  Vautre.  Il  suffît  de  prendre  pour  origine  S  l'un  quel- 
conque des  deux  centres  de  similitude  et,  pour  puissance,  la  moyenne 
géométrique  entre  les  puissances  /?  et /?'  du  point  S  par  rapport  aux  deux 
cercles,  en  donnant  à  cette  moyenne  le  signe  de  p  ou  le  signe  opposé, 
suivant  que  S  est  un  centre  de  similitude  externe  ou  interne. 

On  aurait  pu  déduire  tous  ces  résultats  du  n"  387.  Les  points  inverses 
l'un  de  l'autre  ne  sont  autres  que  ceux  que  nous  avons  appelés  anti- 
homologues.  On  peut  donc  dire  que  les  tangentes  aux  points  correspondants 
de  deux  cercles  inverses  se  coupent  sur  Vaxe  radical  des  deux  cercles. 

400.  Les  centres  0  et  0'  de  deux  cercles  inverses  ne  sont  pas  des 
points  correspondants.  Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander  quels  sont  les 
inverses  de  ces  centres. 

Désignons  [fi§.  244)  par  l' l'inverse  du  centre  0  et  par  A,  B,  A',  B', 
'  les  points  où  la  ligne  des  centres  SOO'  rencontre  les  deux  cercles.  Nous 
!  aurons 

SO.Sl'-  a, 


SO'^-R'^             // 

sœ-R'    ^"   P~ 

-'r 

p'^/y- 

25o 

d'où 

c'est-à-dire 


I 
sF 
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SO  _  p.SO'  _  SO'  __  l(SA^H-SB^) 
fx  ~     fj.'     "  p'  ~       SA'.  SB' 


1 
sF 


SA'  "^  SB' 


Le  point  V  est  donc  (340)  le  conjugué  harmonique  de  S  par  rapport  au 
diamètre  du  cercle  0'.  Ainsi,  l'inverse  du  centre  de  Vun  quelconque  des 
deux  cercles  est  le  pied  de  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  à  l'autre 
cejxle. 

On  voit  par  là  que ,  pour  que  deux  cercles  aient  pour  inverses  deux 
cercles  concentric^ues ,  il  faut  et  il  suffit  que  l'origine  ait  même  polaire 
par  rapport  à  ces  deux  cercles. 

THÉORÈME. 

401 .  Si  l'on  considère  deux  cercles  cjuelconques  et  leurs  inverses,  en 
désignant  par  d,  r,  r\  la  distance  des  centres  et  les  rayons  des  deux  pre- 
miers cercles,  et  par  §^  p,  p',  les  éléments  analogues  pour  les  deux  autres 
cercles,  on  a 


(0 


d'~ 


rV- 


PP 


Il  faut  prendre  le  signe  -i-  ou  le  signe  —  suivant  que  les  puissances 
de  l'origine  par  rapport  aux  deux  cercles  primitifs  sont  de  même  signe 
ou  de  signes  opposés. 

En  effet,  soient  S  l'origine,  0  et  0'  les  centres  des  premiers  cercles, 
w  et  w'  les  centres  des  cercles  inverses,  A  et  a  les  projections  de  0  et 
de  w  sur  la  droite  SO'w'  [Jîg.  245).  Désignons  par  p^  la  constante  d'in- 


version, et  par  p,  p  ^ 
aux  cercles  0,  0',  w,  w 


w,  ct',  les  puissances  de  l'origine  S  par  rapport 


Fifr.    2^5. 


Le  triangle  SOO'  donne 

d'=SÔ'-+-SÔ''  -  aSA.SO', 


ou  (378 


d^-  ,."^_  r"  =  p  +;?'— 2SA.SO', 


LIVRE    m.    —    LES    FIGURES    SEMBLABLES.  a5l 

et  l'on  aurait  de  môme 

1^    .   ,._,...,^.-... 

D'ailleurs  (398,  399), 

Sw'        iJL        Sa_Sw_f/. 
S(J'~/7'     SX~SÔ~p' 
Par  suite, 

^2_  ,2_  ,/2^  Pl  ^_  Pl  _  ^  J^  SA.SO'=  -^  (/?  H-  /V-  aSA.SO'), 
P      P         PP  VP 

c'est-à-dire 


Or  cette  relation  ne  diffère  pas  de  (i),  puisqu'on  a  (399) 
p  r       p'  r' 

Id'où 

le  signe  -+-  convenant  au  cas  où  p  et/?'  sont  de  même  signe,  et  le  signe  — 
BU  cas  oîi  p  et  p'  sont  de  signes  contraires. 

SCOLIES. 

402.  Supposons  qu'on  prenne  pour  origine  un  point  dont  les  puissances 
r  rapport  aux  deux  cercles  primitifs  soient  de  même  signe,  c'est-à-dire 
an  point  qui  soit  à  la  fois  extérieur  ou  intérieur  aux  deux  cercles.  Alors, 
te  signe  ■+■  conviendra  seul,  et  si  l'on  augmente  ou  si  l'on  diminue  de  i 
les  deux  membres  de  la  relation  (i),  on  aura 

rr'  pp'  rr'  p^' 

L'expression  fP—[r  —  r'Y  représente  le  carré  de* la  longueur  de  la 
mangente  commune  extérieure  aux  deux  cercles  0  et  0'.  Il  est  vrai  que  cette 
tangente  commune  n'existe  plus  lorsque  ces  deux  cercles  sont  intérieurs; 
mais  il  est  toujours  permis,  pour  la  commodité  du  langage,  d'appeler  ion- 
'^ueur  de  la  tangente  commune  extérieure  la  racine  carrée  de  la  valeur 
.absolue  de  cP  —  [r  —  r'Y-  Si  l'on  appelle  de  même  longueur  de  la  tan- 
gente commune  intérieure  la  racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de 
P—  [r  -h  r'Y^  on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 
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Si  l'on  consic/êre  deux  cercles  quelcnnciues  et  leurs  inverses,  le  rapport 
de  la  tangente  commune  à  la  moyenne  gcométricfie  des  rayons  est  le 
même  pour  les  deux  couples. 

Il  est  sous-enlendu  d'ailleurs  que  l'origine  est  à  la  fois  intérieure  ou 
extérieure  aux  deux  cercles  primitifs,  et  que  l'on  doit  prendre  alors  des 
tangentes  communes  de  même  espèce  dans  l'un  et  l'autre  couple. 

On  verrait  de  même  que,  si  l'origine  est  intérieure  à  l'un  des  cercles 
primitifs  et  extérieure  à  l'autre,  le  théorème  subsiste  à  la  condition  de 
prendre  des  tangentes  communes  cV espèces  différentes  dans  l'un  et  l'autre 
couple. 

MÉTHODE   DE   TRANSFORMATION   PAR   RAYONS   VECTEURS   RECIPROQUES. 

403.  La  figure  inverse  d'une  figure  donnée  prend  aussi  le  nom  de  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques.  Ce  mode  de  transformation  est 
un  des  moyens  d'investigation  les  plus  puissants  dans  l'état  actuel  de  la 
Géométrie.  En  construisant  la  figure  inverse  de  celle  qui  répond  à  un 
théorème  connu,  on  obtient  des  propositions  nouvelles  qui  sont  plus  ou 
moins  intéressantes,  suivant  le  choix  que  l'on  a  fait  de  l'origine,  et  la 
nature  de  la  figure  primitive.  j 

Voici  quelques  exemples  :  | 

1°  Dans  tout  triangle  rectiligne,  la  somme  des  angles  est  égale  à  deux 
angles  droits.  En  formant  la  figure  inverse  (392),  on  obtient  un  triangle 
formé  par  trois  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  tous  à  l'origine  ;  et  comme  la 
transformation  n'altère  pas  les  angles,  on  a  ce  théorème  :  La  somme  des 
angles  cVun  triangle  curviligne,  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle  qui 
se  croisent  en  un  même  point,  est  égale  a  deux  angles  droits.  On  aurait 
un  théorème  analogue  en  transformant  la  proposition  relative  (83)  à  la 
somme  des  angles  d'un  polygone. 

2°  Il  est  évident  que  si,  dans  un  angle  fixe,  on  inscrit  deux  cercles 
tangents  entre  eux,  le  lieu  de  leur  point  de  contact  est  la  bissectrice 
de  l'angle.  Donc,  en  formant  la  figure  inverse,  si,  dans  Vespace  compris 
entre  deux  cercles  ciui  se  coupent,  on  inscrit  deux  circonférences  tan- 
gentes entre  elles,  le  lieu  de  leur  point  de  contact  est  une  autre  circon- 
férence. 

404.  Au  lieu  de  chercher  des  propositions  nouvelles  en  partant  d'un 
théorème  dont  la  démonstration  est  connue,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
les  deux  exemples  précédents,  on  peut  avoir  à  démontrer  directement  un 
théorème  énoncé.  On  construit  alors  la  figure  inverse  de  celle  qui  répond 
au  théorème  proposé,  en  choisissant  l'origine  de  façon  que  la  nouvelle 
figure  soit  plus  simple  que  la  première,  et  que  la  propriété  correspon- 
dante soit,  sinon  intuitive,  au  moins  plus  facile  à  prouver. 


LIVRE   m. 


LES    FIGURES    SEMBLABLES. 


253 


Par  exemple,  on  veut  établir  que  les  cerries  passant  par  un  pointée  S, 
t  coupant  un  cercle  donné  0  sous  un  angle  donné  oc^  touchent  tous  un 
ne  me  cercle. 

Soit  C  l'un  des  cercles  qui  passent  par  S  et  qui  coupent  le  cercle  0 
DUS  l'angle  a.  Déterminons  la  figure  inverse,  en  prenant  pour  origine  le 
oint  S,  et,  pour  puissance,  la  puissance  de  S  par  rapport  au  cercle  0. 
cercle  0  coïncidera  avec  son  inverse,  le  cercle  C  deviendra  une  droite 
)upant  le  cercle  0  sous  l'angle  a.  Or  toutes  les  droites  qui  coupent  un 
srcle  0  sous  un  angle  donné  a  enveloppent  évidemment  un  cercle  a 
i'ant  môme  centre  w  que  le  cercle  0.  Donc,  dans  la  figure  primitive,  tous 
S  cercles  C  touchent  un  même  cercle  A  qui  est  l'inverse  de  a. 

Construisons  ce  cercle  A  [fig.  24G).  Le  point  S  a  môme  polaire  L  par 

[)port  aux  deux  cercles  A  et  0,  puisque  ces  deux  cercles  ont  pour  in- 


■ses  deux  cercles  concentriques,  et  l'on  peut  construire  cette  polaire 
sque  le  point  S  et  le  cercle  0  sont  donnés.  D'ailleurs,  le  centre  inconnu  I 
cercle  A  est  sur  Sw.  Enfin,  le  cercle  A  doit  être  tangent  à  la  droite  SG 
ée  du  point  S  et  coupant  le  cercle  0  sous  l'angle  a.  Il  suffit  donc  de 
ndre  l'intersection  G  des  droites  L  et  SG,  et  d'élever  par  le  point  G 
SG  la  perpendiculaire  Gl.  Le  point  I  où  cette  perpendiculaire  coupe  Sw 
le  centre  du  cercle  demandé  A,  dont  le  rayon  est  IG. 

marquons  que,  si  l'angle  a  était  droit,  le  cercle  A  se  réduirait  au 
t  P,  pied  de  la  polaire  L. 

théorème  qui  précède,  résulte  immédiatement  la  solution  de  ce 

lème  : 

'ener^  par  un  point  donné  S,  un  cercle  coupant  respectivement  deux 

s  donnés  0  et  0'  sous  des  angles  donnés  a  et  a'. 

ut  cercle  passant  par  S  et  coupant  le  cercle  0  sous  l'angle  a  touche 

rtain  cercle  A  que  nous  savons  construire  ;  de  même,  tout  cercle 
ant  par  S  et  coupant  le  cercle  0'  sous  l'angle  a'  touche  un  certain 
de  A'  que  nous  savons  construire.  On  aura  donc  le  cercle  demandé  en 
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menant  par  S  un  cercle  tangent  aux  cercles  A  et  A'  (391  )  ;  le  problème 
comporte  donc  quatre  solutions. 

405.  Les  exemples  que  nous  venons  de  traiter  se  rapportent  à  des  pro- 
priétés descriptives  ou  à  des  propriétés  métriques  angulaires.  La  méthode 
se  prête  également  à  la  transformation  des  propriétés  métriques  de  seg- 
ments. On  emploie  à  cet  effet  la  formule  du  n"  394,  dans  laquelle  on  peul 
d'ailleurs  faire  p.  =  i.  Il  suffit,  d'après  cela,  pour  transformer  une  relatior 
entre  diverses  distances  AB,  BC,. . . ,  de  la  figure  primitive,  de  remplacei 

AB 

chaque  distance  telle  que  AB  par  ft—ôô'  ^  étant  le  point  pris  pour  origine. 

Voici  un  exemple  : 

Étant  donnée  sur  une  droite  une  série  de  points  se  succédant  dans  l'ordre 
A,  B,  G, . . . ,  H,  K,  on  a  évidemment 

AK  =  ABH-BC-+-...H-HK. 

La  figure  inverse  offre  une  série  de  points  se  succédant  dans  l'ordre 
S,  A,  B,  G, ... ,  H,  K,  sur  un  cercle  passant  par  l'origine  S,  et  l'on  a  entre 
les  distances  de  ces  points  la  relation 

AK  AB  BG  HK 


SA.SK      SA. SB       SB.SG  SH.SK 

Si  les  points  ne  sont  qu'au  nombre  de  trois,  A,  B,  G,  on  a 

AG  AB  BG 

SA.SG  "SA.SB  ""SB.SG' 

ou 

AG.SB  =  AB.SG-f-BG.SA, 

et  l'on  retombe  sur  le  théorème  de  Ptolémée  (240)  relatif  au  produit  des 
diagonales  du  quadrilatère  inscrit . 

La  méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  proposée 
par  M.  Stubbs  [Philosophical  Magazine,  i843),  appliquée  ensuite  pai 
M.  William  Thomson  sous  le  nom  de  principe  des  images,  a  été  Tobje 
d'un  Mémoire  de  M.  Liouville,  qui  en  a  donné  une  théorie  analytiqui 
complète  [Journal  de  Mathématiques,  V^  série,  t.  XII). 

CERCLE   DES   NEUF   POINTS. 

406.  Si,  dans  le  plan  d^un  triangle  quelconque  ABG  [Jig.  i^j),  on  décr 
le  cercle  (M),  qui  a  pour  j-ayon  la  moitié  du  rayon  du  cei'cle  circonscr 
et  pour  centre  le  milieu  M  de  la  droite  qui  joint  le  centre  0  du  cercle  cl 
conscrit  au  point  de  concours  H  des  hauteurs,  ce  cercle  (M)  passe  par  l 
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milieux  a^  b^  c,  des  côtés,  par  les  pieds  a,  p,  7,  des  hauteurs,  et  par  les 
milieux  /?,  </,  r,  des  distances  du  point  de  concours  II  des  hauteurs  aux 
trois  sommets  A,  B,  C.  (Euler.) 

En  effet  : 

1°  La  droite  M/?,  joignant  les  milieux  M  et  p  des  côtés  IIO  et  HA  du 
triangle  OHA,  est  parallèle  à  la  base  OA  et  égale  à  la  moitié  de  cette  base, 


c'est-à-dire  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  Le  cercle  (M)  passe 
donc  par  p,  et  l'on  verrait  de  même  qu'il  passe  par  q  et  r. 

2°  On  a  vu  (117)  que  les  hauteurs  du  triangle  ABC  étaient  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  second  triangle  A'B'C, 
iobtenu  en  menant  par  chaque  sommet  du  premier  la  parallèle  au  côté  op- 
posé. Les  triangles  A'B'C  et  ABC  étant  semblables  et  ayant  i  pour  rap- 
port de  similitude,  la  droite  AH  considérée  comme  liée  au  triangle  A'B'C 
est  double  de  la  droite  Oaqui  est  son  homologue  par  rapport  au  triangle 
ABC.  Les  droites  Oa  et  kp  sont  donc  égales  et,  comme  elles  sont  pa- 
rallèles,/>'«  est  égale  et  parallèle  à  OA.  Par  suite,  pa  n'est  donc  autre  chose 
(lue/?M  prolongée  d'une  quantité  M^  égale  à  /j'M,  et  le  cercle  (M)  passe 
par  a.  On  verrait  de  même  qu'il  passe  par  b  et  c. 

3°  Enfin,  puisque  pa  est  un  diamètre  du  cercle  (M)  et  que  l'angle  pu.a 
est  droit,  le  cercle  (M)  passe  par  a.  On  verrait  de  même  qu'il  passe  par 
'>  et  7. 

SCOLIE. 

407.  Le  cercle  (M)  a  reçu  le  nom  de  cercle  des  neuf  points.  La  tan- 
-'cntertE  au  point  a  est  perpendiculaire  au  rayon  M^  ou  à  sa  parallèle  OA  : 
lie  est  donc  parallèle  à  la  tangente  AT  au  cercle  circonscrit;  mais  cette 
angente  est  antiparallèle  à  BC  par  rapport  à  l'angle  BAC,  puisque  les 
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angles  TAB,  AGB,  ont  la  même  mesure.  Par  conséquent,  la  tangente  «E 
au  cercle  des  neuf  points  au  point  a  est  antiparallèle  à  BG  par  rapport 
à  V angle  BAC. 

Au  point  /?,  la  tangente  est  parallèle  à  «E  et,  au  point  a,  la  tangente 
fait  avec  la  direction  GB  un  angle  EaB  égal  à  l'angle  E«G  que  la  tangente 
en  a  forme  avec  la  direction  BG.  On  connaît  ainsi  les  droites  qui  touchent 
le  cercle  (M)  aux  neuf  points  «,  è,  c,  /?,  </,  r,  a,  ^,  «y. 

THÉORÈME. 

408.  Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  au  cercle  inscrit  et  à  chacun 
des  cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABG.  (Feuerbach.  ) 

En  effet,  soit  I  le  centre  du  cercle  inscrit  [fig,  ik^)  et  I'  le  centre  de 

Fig.  248. 


l'un  des  cercles  ex-inscrits,  par  exemple  de  celui  qui  est  compris  dai 
l'angle  GAB. 

Le  côté  BG  est  une  tangente  commune  intérieure  aux  deux  cercles  I' 
et  r,  et  son  milieu  a  est  aussi  le  milieu  de  l'intervalle  FF'  compris  entre 
ses  deux  points  de  contact;  car,  en  désignant  par  a,  />,  r,  les  côtés  du 
triangle  ABG  et  par  p  son  demi-périmètre,  on  a  (173) 


et,  par  suite. 


W  =p~h,    BF'  =  /?— c 


-(BF-^BF')=:-(2/^  — ^-c)  =  -=B«. 
<i&  2  2 


La  seconde  tangente  commune  intérieure  KK'  passe  par  le  point  A'  où 
la  première  rencontre  la  bissectrice  AU'  de  l'angle  BAC  ;  elle  est  d'ailleurs 
symétrique  de  BG  par  rapport  à  cette  bissectrice,  c'est-à-dire  antiparallèle 
à  BG  par  rapport  à  l'angle  BAG, 

Remarquons  enfin  que  les  quatre  points  I,  F,  A,  A',  étant  harmoniques, 
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leurs  projections  sur  BC  forment  aussi  un  système  harmonique  FF'aA', 
de  sorte  qu'on  a 


(i)  rtF  =  aV  =ax.aX'. 

Ceci  posé,  formons  la  figure  inverse  des  cercles  I,  I',  et  du  cercle  des 
neuf  points,  en  prenant  pour  origine  le  points  et  pour  constante  d'inver- 
sion la  quantité  a¥  .  Cette  quantité  étant  égale  à  la  puissance  du  points; 
par  rapport  à  l'un  ou  l'autre  des  cercles  letl',  chacun  de  ces  cercles 
coïncidera  avec  son  inverse.  Quant  au  cercle  des  neuf  points,  puisqu'il 
passe  par  l'origine  <?,  il  aura  pour  inverse  une  droite.  Cette  droite  passera 
par  A',  puisqu'on  vertu  de  l'égalité  (i)  le  point  A'  est  l'inverse  de  a;  elle 
devra  en  outre  faire  avec  la  direction  BC  un  angle  égal  à  celui  que  la 
tangente  en  a  au  cercle  des  neuf  points  fait  avec  celte  même  direction.  En 
d'autres  termes  (i07),  la  droite  inverse  du  cercle  des  neuf  points  sera  la 
droite  menée  par  A',  anti-parallèlement  à  BC  par  rapport  à  l'angle  BAC, 
c'est-à-dire  la  seconde  tangente  commune  intérieure  KK'  aux  deux  cercles 
I  et  r.  Dans  la  figure  primitive,  le  cercle  des  neuf  points  touche  donc  les 
cercles  I  et  I'  ;  et  l'on  verrait  de  même  que  ce  cercle  touche  les  deux  autres 
cercles  ex-inscrits. 

CONDITION  POUR  QUE  QUATRE  CERCLES  SOIENT  TANGENTS 
A  UN  CINQUIÈME  CERCLE. 

i09.  Un  géomètre  anglais,  M.  Casey,  a  obtenu  sous  une  forme  élégante 
la  relation  qui  exprime  que  quatre  cercles  sont  tangents  à  un  cinquième. 

A  et  B  étant  deux  cercles  quelconques,  convenons  de  désigner  par  (AB) 
]di  longueur  de  leur  tangente  commune.  Ce  sera,  suivant  les  circonstances, 
la  tangente  extérieure  ou  la  tangente  intérieure;  mais,  dans  tous  les  cas, 
il  faudra  attribuer  à  cette  locution  le  sens  indiqué  au  n°  402.  Ceci  entendu, 
le  théorème  de  M.  Casey  s'énonce  de  cette  manière  : 

Lorsque  quatre  cercles  A,  B,  C,  D,  sont  tangents  à  un  cinquième  cercle  E, 
les  longueurs  de  leurs  tangentes  communes  satisfont  à  la  relation 

(i)  *        (AB)(CD)±(AC){BD)±(AD){BC)  =  o. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  supposons,  par  exemple,  que,  des 
quatre  cercles  A,  B,  C,  D,  touchés  par  le  cercle  E,  le  premier  A  soit  con- 
tenu dans  E,  et  que  les  trois  autres  soient  extérieurs  à  ce  cercle.  Conve- 
nons, en  outre,  de  compléter  la  notation  (  AB),  en  affectant  la  parenthèse 
de  l'indice  o  oui,  suivant  qu'on  voudra  désigner  la  tangente  commune 
extérieure  ou  intérieure.  Ainsi,  (AB)„  sera  la  tangente  commune  exté- 
rieure aux  cercles  A  et  B,  et  (  AB),  sera  la  tangente  commune  intérieure. 
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Construisons  la  figure  inverse  du  système,  en  prenant  pour  origine  S  un 
point  quelconque  du  cercle  E  [Jïg.  249).  Le  cercle  E  deviendra  une  droite  s 

Fis-  2^9. 


qui  touchera  les  cercles  a,  ^,  7,  S^  inverses  des  cercles  A,  B,  C,  D,  et  qui 
laissera  d'un  côté  le  cercle  a,  et,  de  l'autre,  les  cercles  p,  7,  <J.  Or,  en  dési- 
gnant par  a,  p,  7,  (î,  les  points  de  contact  de  la  droite  s  avec  ces  mêmes 
cercles,  on  a,  entre  les  segments  compris  entre  ces  quatre  points,  la  rela- 
tion suivante,  facile  à  vérifier  : 


cp .  70 


U.-I4S 


■A  4^1 


En  la  divisant  par  le  produit  0^' ^"  ^"'  des  rayons  des  quatre  cercles  a,  p, 
7, 0,  et  en  adoptant  la  notation  indiquée  précédemment,  on  en  déduit 

Cette  relation,  en  vertu  du  principe  établi  au  n°  402,  revient  à 


AB 


RR'     R'R' 


:CD)„      (AC),   (BD),      (AD),    (BC; 


RR"     RR 


RR'     RR" 


R,  R',  R",  R'",  étant  les  rayons  des  cercles  A,  B,  C,  D. 
La  suppression  du  facteur  commun  RR'R"R'"  donne  finalement  légalité 


(AB).(CD),-(AC).(BD)„ 
qui  rentre  bien  dans  le  type  (i). 


AD).(BC),=  o. 
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Corollaires. 

410.  Le  théorème  de  M.  Casey  a,  on  le  conçoit,  un  grand  nombre  de 
conséquences.  Nous  n'en  citerons  que  quelques-unes. 

i**  En  supposant  que  les  cercles  A,  B,  C,D,  se  réduisent  à  des  points, 
on  retrouve  le  théorème  de  Ptolémée(240)  sur  le  quadrilatère  inscriptible. 

2°  En  supposant  que  le  cercle  Dse  réduise  à  son  point  de  contact,  et  en 
désignant  par  /,  /',  /",  les  longueurs  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux 
trois  cercles  A,  B,  C,  on  voit  que,  si  un  cercle  E  touche  trois  cercles  don- 
nés y  A,  B,  C,  les  tangentes  menées  cVun  point  quelconfjue  de  ce  cercle  aux 
trois  cercles  donnés  satisfont  à  la  relation 

/"(AB)±/'(AC)±/(BC):-o. 

3"  Enfin,  si  l'on  se  reporte  à  la  figure  formée  par  un  triangle  quel- 
conque, le  cercle  inscrit  D  et  les  trois  cercles  ex-inscrits  A,  B,  C,  et  si 
l'on  applique  le  théorème  de  M.  Casey  à  ces  quatre  cercles  considérés 
successivement  comme  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle,  on  obtient 
les  trois  relations 

-  (AB).  (CD)„  -  (AC).  (BD  ),  -  (AD),  (BC)„  =--  o, 
( AB),  (CD),  -  (AC)o  (BD),  -  (AD)„  (BC),  =  o, 

-  (AB)„  (CD).  -  (AC).  (BD),  -+-  (AD),  (BC).  --.  o, 

qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

(AB),(CD).-(AC),(BD),-+-(AD).(BC),^o. 

Le  cercle  inscrit  et  les  trois  cercles  ex-inscrits  à  un  triangle  quelconque 
sont  donc  tangents  à  un  cinquième  cercle,  qui  laisse  le  cercle  inscrit  d'un 
côté  et  les  trois  cercles  ex-inscrits  de  Vautre  côté.  C'est  le  théorème  de 
Feuerbach  relatif  au  cercle  des  neuf  points  (408),  et  l'on  voit  sans  peine 
que  le  même  procédé  conduirait  à  ce  théorème  plus  général  : 

Les  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés  sont,  ciuatre  à  quatre,  tan- 
gents à  un  cinquième  cercle. 


i9«»^ 
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LIVRE  IV. 

LES  AIRES. 


§  I.  -  MESURE  DES  AIRES  DES  POLYGONES. 

DÉFINITIONS. 

411.  On  appelle  aire  l'étendue  d'une  poriion  limitée  de  sur- 
face. Il  y  a  entre  Vaire  et  la  surface  une  différence  analogue  à 
celle  qui  existe  entre  la  longueur  et  la  ligne»  Les  mots  ligne 
Qi  surface  sont  relatifs  à  la  forme,  tandis  que  les  mots  longueur 
et  aire  sont  relatifs  à  Vétendue, 

Quand  deux  figures  peuvent  coïncider,  elles  sont  égales. 
Quand  deux  figures  non  superposables  ont  des  aires  égales, 
on  dit  qu'elles  sont  équivalentes. 

412.  Un  côté  quelconque  d'un  triangle  étant  pris  pour  base, 
la  hauteur  du  triangle  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met opposé  sur  la  base. 

Un  côté  quelconque  d'un  parallélogramme  étant  pris  pour 
hase,  la  hauteur  du  parallélogramme  est  la  distance  constante 
(69)  qui  existe  entre  sa  base  et  le  côté  opposé. 

D'après  cela,  les  deux  côtés  adjacents  d'un  rectangle  consti- 
tuent indifféremment  sa  base  et  sa  hauteur,  et  reçoivent  le 
nom  de  dimensions  de  la  figure. 

Les  bases  d'un  trapèze  sont  ses  deux  côtés  parallèles,  et  sa 
hauteur  est  la  distance  constante  de  ces  deux  côtés. 

413.  On  dit  qu'une  grandeur  M  est  à  la  fois  proportionnelle 
à  plusieurs  autres  grandeurs  A,  B,  C,  lorsque  ces  dernières 
grandeurs,  sauf  une,  restant  constantes,  la  grandeur  M  est  pro- 
portionnelle à  celle  qui  varie  (131). 

414.  Lorsqu'une  grandeur  M  est  proportionnelle  à  plusieurs 
autres  grandeurs  A,  B,  C,  le  rapport  de  deux  valeurs  quel- 
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conques  de  la  grandeur  M  est  égal  au  produit  des  rapports 
des  valeurs  correspondantes  des  autres  grandeurs. 
Ainsi,  soient 

m,      a,      />,      c, 

m'y     a',     b\     c'y 

deux  séries  de  valeurs  correspondantes  des  grandeurs  M,  A, 
B,  C,  obtenues  en  rapportant  chaque  grandeur  à  une  unité  de 
son  espèce.  On  aura 

m        a     b     c 

m'~~â'"b''^' 

En  effet,  soient  m,  la  valeur  de  M  qui  correspond  aux  valeurs 
a' y  by  C,  de  A,  B,  C,  ei  m^  celle  qui  répond  à  a',  6',  c;  on  aura, 
d'après  la  définition  du  n°  413, 


m, 
m. 


m' 


b' 


En  multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  et  sim- 
plifiant, on  trouve 

m  a     b     c 


THÉORÈ^Œ. 

415.  1°  Si  deux  rectangles  de  même  base  ont  des  hauteurs 
égales,  ces  deux  rectangles  sont  égaux. 

2°  Si  trois  rectangles  de  même  base  sont  tels,  que  la  hau- 
teur du  premier  soit  égale  à  la  somme  des  hauteurs  des  deux 
autres f  le  premier  rectangle  est  égal  à  la  somme  des  deux 
autres. 

Fig.  2J0. 


H 

G 
C   ï 

' 

r. 

1; 


F' 


En  effet  : 

i"  Soient  (fig.  1S0)  les  deux  rectangles  ABCD,  A'B'C'D', 
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dont  les  bases  AB  et  A'B'  sont  égales  ainsi  que  les  hauteurs 
AD  et  A'D'.  Ces  deux  rectangles  sont  évidemment  superpo- 
sables. 

2«  Soient  (/g.  25o)  les  trois  rectangles  ABGH,  A'B'C'D', 
E'F'G'H',  dont  les  bases  AB,  A'B',  E'F',  sont  égales,  et  dont 
les  hauteurs  AH,  A'D',  E'H',  satisfont  à  la  condition 

AHrr^A'D'-i-E'H'; 

le  rectangle  AGBH  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres;  car, 
si  l'on  prend  sur  AH  une  longueur  AD  égale  à  A'D',  et  qu'on 
mène  la  parallèle  DC  à  AB,  DH  sera  égale  à  E'H',  en  vertu  de 
l'hypothèse.  Par  suite,  des  deux  rectangles  ABCD,  DCGH,  qui 
composent  le  rectangle  ABGH,  le  premier  sera  égal  au  rec- 
tangle A'B'C'D',  et  le  second  au  rectangle  E'F'G'H'  (i«). 

Corollaires. 

416.  Le  rapport  de  deux  rectangles  de  même  hase  est  égal 
au  rapport  de  leurs  hauteurs;  en  d'autres  termes,  l'aire  d'un 
rectangle  de  hase  constante  est  proportionnelle  à  sa  hauteur. 

Car  le  théorème  précédent  prouve  qu'un  rectangle  de  base 
constante  et  sa  hauteur  satisfont  aux  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  (135)  pour  qu'il  y  ait  proportionnalité  entre  ces 
grandeurs. 

417.  Comme  on  peut  échanger  la  base  et  la  hauteur  d'un 
rectangle  (412),  on  peut  dire  aussi  que  le  rapport  de  deux 
rectangles  de  même  hauteur  est  égal  au  rapport  de  leurs 
hases. 

418.  En  rapprochant  les  deux  derniers  énoncés  et  en  vertu 
de  la  définition  donnée  au  n°  413,  on  peut  dire  que  Vaire 
d'un  rectangle  est  à  la  fois  proportionnelle  à  sa  hase  et  à  sa 
hauteur. 

Donc  (414),  le  rapport  des  aires  de  deux  rectangles  quel- 
conques est  égal  au  produit  des  rapports  de  leurs  bases  et  de 
leurs  hauteurs;  en  d'autres  termes,  deux  rectangles  quel- 
conques sont  entre  eux  comme  les  produits  respectifs  de  leur 
hase  par  leur  hauteur. 
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TliÉORÈiME. 

419.  L'aire  d'un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  du 
nombre  qui  mesure  sa  base  par  le  nombre  qui  mesure  sa  hau- 
teur, lorsque  Von  prend  pour  unité  d'aire  le  carré  construit 
sur  l'unité  de  longueur. 

En  effet,  soient  (^g-.  aSo)  ABGII  le  rectangle  à  mesurer,  et 
A'B'C'D'  le  carré  dont  le  côte  A'B':=  A'D'  représente  l'unité 
de  longueur.  On  aura  (418) 

ABGII  AB      AU 


A'B'C'D'        AB'    AB' 

Or,  le  premier  membre  de  celle  relation  est  égal  au  nombre 
qui  mesure  l'aire  ABGH  (128),  et  les  rapports  qui  composent 
le  second  membre  sont  respectivement  égaux  aux  nombres 
qui  mesurent  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  proposé.  Donc, 
dans  le  système  d'unités  adopté,  le  nombre  qui  mesure  l'aire 
du  rectangle  est  égal  au  produit  des  nombres  qui  mesurent 
sa  base  et  sa  hauteur.  Ainsi,  en  désignant  ces  trois  nombres 
par  S,  B,  H,  on  a  la  formule 

S  =  B.II. 

Comme  ce  théorème  est  d'un  usage  très-fréquent,  on  préfère 
l'énoncer  d'une  manière  plus  rapide,  quoique  incorrecte,  en 
disant  simplement  :  L'aire  du  rectangle  est  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

SCOLIE. 

420.  L'aire  d'un  rectangle  est  encore  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend  pour  unité  d'aire  le  rec- 
tangle ayant  pour  base  la  longueur  prise  pour  unité  de  base, 
et  pour  hauteur  la  longueur  prise  pour  unité  de  hauteur. 

421.  L'aire  d'un  carré  est  égale  au  carré  de  son  côté;  de  là, 
le  nom  de  carré  donné  à  la  seconde  puissance  d'un  nombre. 

422.  Exemples  : 

1''  Quelle  est  la  surface  d'un  rectangle  dont  la  base  est  égale 
à  2"^,  34,  et  la  hauteur  à  3'",  19? 
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On  a  pour  Taire  demandée  : 

S  =  2,34x3,i9==7'"i,4646, 

ou   7   mètres  carrés,  4^  décimètres  carrés,  4^  centimètres 
carrés. 

2°  lia  fallu  i5  rouleaux  de  papier ,  de  lo  mètres  de  longueur 
chacun  sur  o™,6o  de  largeur,  pour  tapisser  une  paroi  rectan- 
gulaire de  i8'",25  de  largeur ,-  quelle  est  la  hauteur  de  cette 
paroi  ? 

La  surface  du  rectangle  considéré  est 

S  =  I  o  X  o  .60  X  1 5  =  go'"^. 
Sa  base  étant  18"",  25,  on  aura  pour  sa  hauteur 

à  moins  de  i  centimètre. 

423.  L'aire  d' un  parallélogramme  a  pour  mesure  le  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur, 

Fig.  25 I. 
F      r»  E      c 


/ 


Soit  [Jîg.  25i)  le  parallélogramme  ABCD.  On  obtient  le 
rectangle  de  môme  base  et  de  même  hauteur  en  menant  des 
extrémités  de  la  base  AB  sur  le  côté  opposé  les  perpendicu- 
laires AF  et  BE.  Pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il  suffit 
alors  (4-19)  de  prouver  l'équivalence  du  parallélogramme  ABCD 
et  du  rectangle  ABEF.  Le  trapèze  ABED  est  une  partie  com- 
mune à  ces  deux  figures;  il  reste  donc  à  comparer  les  parties 
non  communes  BEC,  AFD.  Or  ces  parties  non  communes 
sont  des  triangles  rectangles  égaux,  comme  ayant  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal,  savoir  :  BC  =  AD  comme 
côtés  opposés  d'un  parallélogramme,  et  BE  =  AF  pour  la  même 
raison. 


LIVRE   IV.   —    LES    AIRES.  a65 

Corollaires. 
42V.  En  désignant  par  S,  B,  Il  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  l'aire  d'un  parallélogramme,  sa  base  et 
sa  hauteur,  on  a  la  formule 

S  =  B.H. 

Donc  : 

Deux  parallélogrammes  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents  ;  deux  parallélogrammes  sont  entre  eux 
comme  les  produits  respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur; 
deux  parallélogrammes  de  même  base  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  ;  deux  parallélogrammes  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

425.  L'aire  d'un  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  du  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 


Il  suffit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  prouver  que  tout 
triangle  est  la  moitié  du  parallélogramme  de  même  base  et  de 
même  hauteur. 

Soit  le  triangle  ABC  [fig.i^i).  On  obtient  un  parallélo- 
gramme de  môme  base  BC  et  de  même  hauteur  AE,  en  me- 
nant, par  les  sommets  A  et  C  du  triangle,  des  parallèles  AD 
et  CD  aux  côtés  opposés.  Le  triangle  ABC  est  la  moitié  de  ce 
parallélogramme  ABCD,  car  tout  parallélogramme  est  partagé 
par  une  de  ses  diagonales  en  deux  triangles  égaux.  Donc,  l'aire 
du  parallélogramme  ABCD  étant  égale  au  produit  de  sa  baseBC 
par  sa  hauteur  AE  (423),  l'aire  du  triangle  ABC  sera  égale  à  la 
moitié  du  produit  de  sa  base  BC  par  sa  hauteur  AE. 

Corollaires. 
426.  En  désignant  par  S,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  l'aire  du  triangle,  sa  base  et  sa  hauteur, 
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on  a  la  formule 

2  2  2 

Donc  : 

Deux  triangles  de  même  base  et  de  même  hauteur  sont 
équivalents;  deux  triangles  sont  entre  eux  comme  les  produits 
respectifs  de  leur  hase  par  leur  hauteur;  deux  triangles  de 
même  hase  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs;  deux  trian- 
gles de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

427.  Quand  le  triangle  est  équilatéral,  son  aire  s'exprime 
en  fonction  de  son  côlé  a, 

La  hauteur  du  triangle  tombant  alors  au  milieu  de  sa  base, 
on  a  en  effet 

a  v/3 

2 


H^ 

V--?- 

et  la  formule 

2 

devient 

__  a^  v'3 

Exemple.  —  Quelle  est  la  surface  du  triangle  équilatéral  de 
1  mètre  de  côté? 


On  a 


,mq     y/3  l'"q,n32I  ,,^ 

S  =:   — y-^    -:  '-y'- Tr:z  0'M,433o 

4  4 


a  1  centimètre  carre  près. 

428.  Considérons  un  triangle  ABC  et  appelons  : 

«,  h^  c,  les  côtés  respectivement  opposés  aux  sommets  A,  B,  C; 
p,  le  demi-paramètre  ; 
S,  l'aire; 

h,  la  hauteur  relative  au  côté  a  ; 
R,  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 
r,  le  rayon  du  cercle  inscrit; 

r',  /■",  r'",  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  qui  sont  respectivement  si- 
tués dans  les  angles  A,  B,  C. 
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1°  La  proposition  du  n"*  239  donne 

bc  —  2R//,     d'où    abc  =  i^ah  ~  ^Vi.'è^ 
et,  par  suite, 

Ainsi,  l\iirc  iVun  triangle  est  égale  au  produit  des  trois  côtes  divisé 
par  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2"  En  joignant  aux  trois  sommets  A,  B,  C,  le  centre  0  du  cercle  inscrit, 
on  voit  [fg.  253  )  que 

ABC-:OBC-i-OCA-F  OAB. 
Et ,  comme  les  triangles  indiqués  dans  le  second  membre  ont  respecli- 

Fig.  253. 


c.      Q 


vement  pour  bases  «,  ^,  c,  et  pour  hauteur  commune  le  rayon  r  du  cercle 

inscrit,  on  a 

ar       br      cr       n  -^  b  -^-  c 

S   — \ \ rrr /• 

2  2  2  2 

OU 

(2)  S  =  />r. 

3°  En  joignant  aux  trois  sommets  le  centre  0'  du  cercle  ex-inscrit 
situé  dans  l'angle  A,  on  voit  que 

ABC  =  O'CA-f  O'AB-0'BC 
ou 

ç^       br'       cr'       ar'       b -h  c  —  a      ,      ip — la      , 

222  2  2  ' 

c'est-à-dire 

(3)  ^=[p-n)r'. 
On  trouverait  de  même 

(4)  'è^[p~b)r\ 

(5)  S-^{p-~c)r"'. 
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Les  formules  (2),  (3),  (4),  (5),  donnent  de  nouvelles  expressions  de 
l'aire  d'un  triangle. 

4"  Les  formules  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  permettraient  inversement  de 
calculer  R,  /•,  r\  r",  r'%  en  fonction  des  trois  côtés,  si  l'on  connaissait 
l'expression  de  l'aire  S  en  fonction  de  ces  côtés. 

Or,  cette  expression  résulte  immédiatement  du  calcul  fait  au  n°  229. 
On  a  trouvé,  en  effet, 


^-î  =  -  ^P[P  -  «11/^-  ^)  [P  —  ^"l: 


d'où,  en  remarquant  que  S  —  -  •  /^ 


(6)  S=^s/p[p-»)[p-b)[p-~c). 

On  peut  d'ailleurs  établir  cette  formule  géométriquement  de  la  ma- 
nière suivante. 
En  multipliant  les  relations  (2)  et  (3)  membre  à  membre,  on  obtient 

S^  =:  p{p  —  a)  r.r'. 

Les  bissectrices  OC  et  O'C  des  deux  angles  adjacents  et  supplémen- 
taires DCA,  BCQ ,  étant  rectangulaires ,  les  triangles  OPC,  O'QC ,  sont 
semblables  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires ,  et  l'on  a 

OP        Pf 

^  =  ^     ou     OP.O'Q  =  PC.C0. 

Mais  OP  et  O'Q  sont  respectivement  égaux  à  r  et  à  r',  et,  d'après  le 
n°  173,  les  longueurs  PC  et  PQ  sont  respectivement  égales  k  p  —  b  et 
à  /?  —  c.  On  a  donc 

rr'=  [p-b)[p-c), 

et,  par  suite,  la  -elation  qui  représente  le  produit  des  équations  (2)  et  (3) 
devient 

S-'-  =.  p[p  -  a)  [p  -  b)[p  -  c). 

5°  Enfin,  en  multipliant  membre  à  membre  les  relations  (2),  (3),  (4) 
et  (5),  on  obtient 

^'  =  p[p-a)[p-b)[p-c).r.r'.r\r"\ 
d'où  résulte,  eu  égard  à  la  formule  ^6),  l'expression  plus  curieuse  qu'utile 


(7)  S  =  /r.A-'.r".r'". 

Application  numérique.  —  Calculer  Paire  S  et  les  rayons  R,  r,  r',  r", 
r'",  des  cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits,  relatifs  au  triangle  qui  a 

pour  côtés 

a  =  Y",     b  =  4™,     c  =  S'". 
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On  a  d'abord 

ip  —  a  -^  b  -^  c  —  3-f-4-i-5=  i^j 
d'où 

p  7=z  Çi^    p  —  a=Z.,     p  —  b  =  1^     p  —  c—i. 

Les  formules  (6),  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  donnent  ensuite  successi- 
vement 

S  =  v/6.3.2.1  =  6•"^     R  =  ^^  -  '2"\  5; 

4.0 

6~      '  3"      '  2~      '     '^-j-^- 

Le  triangle  considéré  étant  rectangle,  puisque  c*=  a^-+-  b^,  il  est  facile 
de  trouver  directement  les  valeurs  numériques  que  nous  venons  de  dé- 
duire des  formules  générales. 

429.  Pour  évaluer  l'aire  d'un  polygone,  il  suffit  de  décom- 
poser ce  polygone  en  triangles,  de  calculer  les  aires  de  ces 
triangles  et  de  faire  la  somme  des  nombres  ainsi  obtenus. 

Pour  opérer  celte  décomposition,  on  peut  choisir  un  point 
quelconque  dans  le  plan  du  polygone  et  le  joindre  à  tous  ses 
sommets.  I.es  bases  des  différents  triangles  formés  seront  les 
côtés  du  polygone,  leurs  hauteurs  seront  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  choisi  sur  ces  côtés.  L*aire  du  polygone 
sera  la  somme  arithmétique  ou  algébrique  des  aires  des  trian- 
gles obtenus,  suivant  que  leur  sommet  commun  sera  intérieur 
ou  extérieur  au  polygone. 

Souvent,  on  fait  la  décomposition  en  prenant  pour  centre 
l'un  des  sommets  du  polygone,  c'est-à-dire  en  menant  toutes 
les  diagonales  qui  parlent  d'un  même  sommet. 

V30.  Si  l'on  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  polygone  un 
point  à  égale  distance  de  tous  ses  côtés,  c'est-à-dire  si  le  po- 
fygone  est  circonscriptible,  les  triangles  qui  le  composent  ont 
pour  hauteur  commune  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  son  aire 
a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  par  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

THÉORÈME. 

431.  L'aire  d'un  trapèze  a  pour  mesure  le  produit  delà 
demi-somme  de  ses  bases  par  sa  hauteur. 
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Soit  le  trapèze  ABCD  {Jig.  254).  ï^"  menant  la  diagonale  BC 
on  le  partage  en  deux  triangles  x\BG,  BCD,  qui  ont  pour  hau 


leur  commune  la  hauteur  EF  du  trapèze,  et  pour  bases  res 
pectives  les  bases  même  du  trapèze.  L'aire  du  premier  es 

égale  à EB',  celle  du  second  à EF.  En  ajoutant  ce 

deux  expressions,  on  trouve,  pour  l'aire  du  trapèze, 

AB  +  CD  ^^ 

2 

SCOLIES. 

432.  En  désignant  par  S,  B,  6,  H,  les  nombres  quimesuren 
respectivement  Taire  d'un  trapèze,  ses  deux  bases  et  sa  hau 
leur,  on  a  la  formule 

3 

433.  Menons  par  le  point  G  [fig>  ^54),  milieu  du  côté  AC 
une  parallèle  GH  aux  deux  bases  du  trapèze.  Cette  parallèh 
coupera  le  côté  BD  et  la  diagonale  BG  en  leurs  milieux  t 
et  L  (f88).  On  aura  donc 

„,        AB       _„       CD         ,     ,  ,    ,.         ru       AB  H    CD 

GL  ;= — 5     LH  = — î     c  est-a-dire     GH  = 

22  2 

La  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles  d'un 
trapèze  est  donc  égale  à  la  demi-somme  de  ses  bases,  et  l'or 
peut  dire  par  suite  que  raire  d'un  trapèze  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  hauteur  par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  set 
côtés  non  parallèles. 

Exemple.  —  L'une  des  bases  d'un  trapèze  égale  10  mètres ^ 
sa  hauteur  est  de  4  mètres,  sa  surface  de  32  mètres  carrés.  On 
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demande  de  calculer  la  longueur  de  la  parallèle   aux  deux 
hases,  menée  à  i  mètre  de  distance  de  la  base  donnée. 

En  divisant  la  surface  du  trapèze  par  sa  hauteur,  on  ob- 
tient 8  mètres  pour  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux de  ses  côtés  non  parallèles.  Si  l'on  remarque  maintenant 
que  cette  droite  divise  le  trapèze  proposé  en  deux  autres  tra- 
pèzes de  hauteur  égale  à  2  mètres,  on  voit  que,  dans  l'un  de 
ces  trapèzes,  la  droite  dont  on  cherche  la  longueur  est  aussi 
celle  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles.  Elle  est 

,     ,    ,   10"' -1-8'" 
donc  égale  a >  ou  a  9  mètres. 


434.  Nous  avons  dit  au  n"429  que,  pour  évaluer  l'aire  d'un 
polygone,  on  décomposait  ce  polygone  en  triangles.  Plus  gé- 
néralement, il  suffit  de  le  décomposer  en  parties  que  l'on 
sache  mesurer,  et  de  faire  ensuite  la  somme  des  aires  par- 
tielles. Voici  un  procédé  de  décomposition  Irès-usilé,  princi- 
palement sur  le  terrain. 

Fig.  205. 
C  D 


On  mène  la  plus  grande  diagonale  AF  {Jig.  255)  du  poly- 
gone proposé;  puis,  à  l'aide  des  perpendiculaires  BN,  CP, 
DQ,  ER,  HO,  GQ,  abaissées  des  sommets  extérieurs  sur  cette 
diagonale,  on  décompose  le  polygone  en  triangles  et  en  tra- 
pèzes rectangles.  En  mesurant  avec  soin  ces  diverses  perpen- 
diculaires et  les  distances  mutuelles  de  leurs  pieds  sur  AF, 
on  a  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  les  aires  par- 
tielles dont  le  polygone  considéré  est  la  somme. 

§  II.  -  COMPARAISON  DES  AIRES. 

THÉORÈME. 
435.  Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  semblables  est 
\égal  au  carré  de  leur  rapport  de  similitude,  ou  deux  polygones 


2^2 
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semblables  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  côtés  homo- 


logues. 


Soient  d'abord  deux  triangles  semblables  ABC,  A' B' C 
{fig.  256),  ayant  pour  bases  les  côtés  AB,  A'B',  et  pour  hau- 
teurs les  droites  CD,  CD'. 


l>  B     A'  D'       B' 


On  aura  (425) 


ABC  =  -  AB.CD,     A'B'C  =  -  A'B'.C'D', 

2  2 


d'où 


ABC 


AB.CD 


A'B'C       A'B. CD'        A'B' 'CD 


AJB^         CD 


D'ailleurs,  les  deux  triangles  rectangles  ACD,  A'CD',  étant 

CD 

semblables  (208),  on  peut  remplacer  le  rapport  ^^^-rr;  par  son 

,     ,    AC  AB 

égal  ^y^  ou  ^jg-,,  et  écrire 


ABC 
A'B'C' 


AB 


A'B'  '    AB' 


AB  AB 


A'B' 


Soient  maintenant  deux  polygones  semblables  S  et  S'.  Leur 
rapport  de  similitude,  égal  è^celui  de  deux  côtés  homologues 


quelconques  AB  et  A'B',  sera  représenté  par 


AB 
A'B' 


Ces  deux 


polygones  seront  décomposables  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  et  semblablement  disposés  (214),  et  le 
rapport  de  similitude  de  deux  triangles  homologues  sera  égal 
au  rapport  de  similitude  des  deux  polygones.  Si  le  polygone  S 
est  composé  des  triangles  T,  T,,  Ta,   et  le  polygone  S',  des 
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triangles  homologues  T',  T,,  T'^,  on  aura  donc,  d'après  ce  qui 
précède, 

T        Âb'        T,         Âb'        ï,         Âb' 


^        A'B'         ^'       A'B'         ^î       A'B' 

et,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu, 

T^-T.i-T,         Âb'  s        Âb' 


ou     —  =  — 


T'-hr-.r, -TTu;-    ""    s^ 


A'B'  ^        A'B'* 

SCOLIE. 

436.  De  la  relation  démontrée,  on  déduit  réciproquement 


'B'        V  S' 


Donc,  lorsqu'on  veut  amplifier  ou  réduire'un  polygone  dans 
un  rapport  donné,  Yéclielle  à  adopter  pour  amplifier  ou  ré- 
duire les  côtés  de  ce  polygone  est  égale  à  la  racine  carrée  du 
rapport  donné.  Par  exemple,  si  l'aire  du  nouveau  polygone 
doit  être  la  centième  partie  du  polygone  donné,  il  faudra  faire 
ses  côtés  dix  fois  plus  petits  que  les  côtés  homologues  du  po 
lygone  donné. 

THÉORÈME. 

437.  Deux  triangles  qui    ont  un  angle  égal  ou  supplémentaire  sont 
entra  eiujc  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle. 


Soient  deux  triangles  ayant  un  angle  égal.  On  pourra  les  placer  l'un 
par  rapport  à  l'autre  comme  le  sont  les  triangles  ADE,  ABC  [Jig.  267), 
c'est-à-dire  les  disposer  do  telle  sorte  qu'ils  aient  un  angle  commun. 

Menons  alors  la  droite  BE,  et  comparons  successivement  le  triangle  ABE 
aux  deux  triangles  donnés.  Les  deux  triangles  ABC  et  ABE  ont  même 

18 
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hauteur,  puisque  leurs  bases  AC,  AE,  opposées  au  sommet  commun  B, 
sont  en  ligne  droite;  on  aura  donc  (426) 


ABC 
ABE 


AC 

ae' 


De  même,  les  deux  triangles  ABE  et  ADE  ont  même  hauteur,  puisque 
leurs  bases  AB  et  AD,  opposées  au  sommet  commun  E,  sont  en  ligne 
droite;  on  aura  donc  également 


M 


ABE 
ADE 


AB 
AD 


En  multipliant  membre  à  membre  les  égalités 
mant  le  facteur  commun  ABE,  il  viendra 


et  (2)  et  en  suppri- 


ABC 
ADE 


AC.AB 
AE.AD 


La  démonstration  subsiste  pour  deux  triangles  ABC,  AD'E,  qui  ont  un 
angle  supplémentaire;  il  suffit  de  remplacer  partout  la  lettre  D  par  la 
lettre  D'. 

THÉORÈME. 

438.  Le  carré  construit  sur  r hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les 
côtés  de  l'angle  droit  {fi g.  258). 

Fig.  258. 


Soil  le  triangle  ABC  rectangle  en  A;  soient  les  carrés  ABDE, 
AGFG,.  BCHK,  construits  sur  ses  trois  côtés.  L'angle  en  A  étant 
droit,  le  coté  AE  du  carré  ABDE  sera  le  prolongement  du  côté 
CA  du  triangle,  et  le  côté  AG  du  carré  AGFG  sera  le  prolon- 
gement du  côté  BA. 
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Ceci  posé,  abaissons  sur  l'hypolénuse  BG  la  perpendicu- 
laire AL,  el  prolongeons-la  jusqu'en  loù  elle  coupe  le  côléKH; 
menons  les  droites  AK  el  DC.  Le  triangle  ABK  a  même  base  BK 
que  le  rectangle  BKIL,  et  il  a  aussi  même  hauteur,  puisque 
son  sommet  A  se  trouv-e  sur  la  droite  IL  :  le  triangle  ABK 
équivaut  donc  (425)  à  la  moitié  du  rectangle  BKIL.  De  même, 
le  triangle  BCD  équivaut  à  la  moitié  du  carré  ABDE,  car  il  a 
même  base  BD  et  même  hauteur,  puisque  son  sommet  G  se 
trouve  sur  la  droite  EA.  D'ailleurs,  les  deux  triangles  ABK 
et  BDG  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  :  l'angle  ABK  égal 
à  l'angle  GBD,  comme  formés  tous  deux  d'un  angle  droit  et  de 
l'angle  ABG  du  triangle  donné;  le  côté  BK  égal  au  côté  BG 
comme  côtés  d'un  même  carré;  le  côté  AB  égal  au  côté  BD 
pour  la  même  raison.  De  l'égalité  des  deux  triangles  ABK 
et  BDG,  on  conclut  l'équivalence  du  rectangle  BKIL  et  du 
carré  ABDE. 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue,  en  menant  les 
droites  AH  et  BF,  l'équivalence  du  rectangle  CHIL  et  du 
carré  AGFG. 

Le  carré  BGHK,  somme  des  deux  rectangles  BKIL  et  GHIL, 
est  donc  équivalent  à  la  somme  des  deux  carrés  ABDE  et 
AGFG. 

GOROLLAIRES. 

439.  Deux  rectangles  de  même  hauteur  étant  entre  eux 
comme  leurs  bases,  on  a 

BKIL       BL  GHIL        CL 

BGHK  "^  BG     ^^     BGHK  ~  BG  ' 

d'où,  en  remplaçant  les  rectangles  par  les  carrés  équivalents, 

ABDE       AGFG       BCHK 
BL    ~     GL    ~^~BG"* 

Les  carrés  construits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  et  sur 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  sont  donc  respective- 
ment proportionnels  aux  projections  de  ces  côtés  sur  l'hypo- 
ténuse et  à  l'hypoténuse  elle-même. 

i8. 
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44-0.  Si  l'on  construit  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  et  sur 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ABC  trois  polygones  sem- 
blables P,  Q,  R,  on  aura  (435) 


P           0 

_     R 

d'où 

P4-Q             R 

AB        AC 

BC^ 

AB    4-  AC         BC 

c'esl-à-dire  (224) 

R=nP  +  Q. 

SCOLIE  . 

441.  On  peut  donner  du  théorème  qui  précède  (438)  une 
autre  démonstration  qui  montre  comment  on  peut  décom- 
poser effectivement  le  carré  construit  sur  l'hypoténuse  en  par- 
lies  capables  de  recouvrir  les  carrés  construits  sur  les  côtés. 

Soit  (y?^.  259)  le  triangle  ABC  rectangle  en  A.  Sur  l'hypoté- 
nuse BC,  construisons  le  carré  BCHK.  Des  sommets  H  et  K, 

Fig.  259. 


abaissons  sur  le  côté  AB  et  sur  son  prolongement  les  perpen- 
diculaires HG  et  Kl;  des  sommets  C  et  K,  menons  à  ce  même 
côté,  jusqu'à  la  rencontre  de  IKI,  les  parallèles  CF  et  KL. 

Les  quatre  triangles  rectangles  ABC,  CFH,  HLK,  KIB,  sont 
égaux,  comme  ayant  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal. 
GIKL  et  ACFG  sont  donc  les  carrés  construits  sur  les  côtés  AB 
et  AC  du  triangle  donné.  La  figure  montre  alors  immédiate- 
ment que,  si  l'on  enlève  les  deux  triangles  IICF,  IILK,  qui, 
avec  le  pentagone  irrégulier  CFLKB,  constituent  le  carré  con- 
struit sur  l'hypoténuse,  pour  les  placer  en  CAB  et  BKI,  on 
forme,  avec  les  trois  mêmes  parties  disposées  de  cette  nou- 
velle.façon,  la  figure  ACFLKI,  qui  est  précisément  la  somme 
des  deux  carrés  construits  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  droit. 
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ii2.  Enfin,  on  peut  encore  déduire  le  même  théorème 
de  celui  du  n°  2*24.  Car,  puisque  l'aire  du  carré  construit  sur 
une  droite  a  pour  mesure  le  carré  du  nombre  abstrait  qui 
mesure  la  longueur  de  celte  droite,  on  voit  que  le  théorème 
du  n°  2îii  exprime  que  la  mesure  du  carré  construit  sur  l'hy- 
poténuse est  égale  à  la  somme  des  mesures  des  carrés  con- 
struits sur  les  côtés  de  l'angle  droit,  et,  par  suite,  que  le 
premier  carré  équivaut  à  la  somme  des  deux  aulres.  Inverse- 
ment, on  passerait  du  point  de  vue  concret  au  point  de  vue 
abstraily  c'est-à-dire  du  n^  i38  au  n"  2*2i,  en  remplaçant  les 
aires  des  carrés  par  leurs  mesures  respectives. 

La  même  remarque  s'applique  aux  diverses  relations  numé- 
riques que  nous  avons  démonirées  dans  le  §  IV  du  Livre  III, 
entre  les  divers  éléments  d'un  triangle  rapportés  à  une  unité 
commune.  De  ces  relations,  résultent  immédiatement  autant 
de  théorèmes  sur  les  aires,  et  l'on  pourrait  inversement  don- 
ner des  démonstrations  directes  de  ces  derniers  théorèmes  et 
en  déduire  ensuite  les  relations  numériques  correspondantes. 

§  m.  -  AIRES  DU  POLYGONE  RÉGULIER  ET  DU  CERCLE. 

DÉFINITIONS. 

443.  Un  secteur  circulaire  est  la  portion  de  cercle  comprise 
entre  un  arc  ACDB  et  les  rayons  OA,  OB.  menés  aux  extré- 
mités de  cet  arc  (Jig*  260). 


\5n  secteur  polfgonal  régulier  esi  la  portion  de  plan  com- 
prise entre  une  ligne  brisée  régulière  ACDB  et  les  rayons  OA, 

OB,  menés  du  centre  0  de  cette  ligne  >/2('S^  à  sos  extrémités. 
En  divisant  en  un  nombre  quelconque  de  pariios  égales  l'arc 
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Il  importe  de  remarquer  que  ces  deux  énoncés  sont  de  véritables  M«?o- 
rèmes^  tandis  que  les  énoncés  analogues  (289)  sur  la  longueur  de  l'arc  et 
de  la  circonférence  ne  sont  que  des  définitions. 

THÉORÈME. 

448.  L'aire  d'un  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  cir- 
conférence par  la  moitié  du  rayon. 

L'aire  du  cercle  est  la  limite  des  aires  des  polygones  régu- 
liers inscrits  dont  le  nombre  des  côtés  croît  indéfiniment. 
D'après  cela,  soient  S,  C,  Fi,  l'aire,  la  circonférence,  le  rayon 
du  cercle  considéré,  et  s,  p,  d,  l'aire,  le  périmètre  et  l'apo- 
ihème  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  ce  cercle.  On  a  (  kkk  ) 


s  =  p'~  a. 

^    1 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  régulier  inscrit,  s  tend  vers  S,  p  vers  G  et  a  vers  R. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

(i)  S=--C.-R. 

^  '  2 

Corollaires. 

449.  En  remplaçant  dans  la  relation  précédente  la  circonfé- 
rence C  par  sa  valeur 

(2)  C=:27rR, 

on  obtient  la  nouvelle  formule 

(3)  S  — 7:R% 
qui  montre  : 

1°  Que,  pour  calculer  Vaire  d'un  cercle  de  rayon  donnée  il 
faut  multiplier  par  t:  le  carré  du  rayon; 

2°  Que,  pour  calculer  le  rayon  d'un  cercle  d'aire  donnée,  il 

faut  multiplier  par-  ou  diviser  par  ti  le  nombre  qui  exprime 

cette  aire,  et  extraire  la  racine  carrée  du  résultat. 
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V50.  Si,  au   lieu  d'éliminer  C  entre  les  relations  (i)  el  (2), 
on  élimine  R,  on  trouve  la  formule 

4)  S—   y-, 

4   ^ 

qui  permet  de  calculer  directement  la  surface,  connaissant  la 
circonférence,  ou  lacircoiiférence,  connaissantlasurface.  Celte 
formule  est  beaucoup  moins  usuelle  que  les  précédentes. 

451.  Exemples: 

1°  Quelle  est  la  surface  d'un  bassin  circulaire  dont  le  rayon 
est  2"",  2.5? 

On  a 

S  —  7r(2,5)'=7:.6,o,5 

et,  en  prenant  pour  7:  la  valeur  3,142  approchée  à  moins  d'un 
millième,  on  trouve  S  =  le^i, 63  à  moins  d'un  décimètre  carré. 

2°  Quel  est  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface  est  de  20  mè- 
tres carrés? 

La  formule 

rR'=  20 
donne 

R  =  i/  20 .  -  —  y/20.0, 3  ibïT  =  2'",  52, 

à  moins  d'un  centimètre. 

PP      3°  Quelle  est  la  surface  d'un  cercle  dont  la  circonférence 
est  égal  à  1  o  mètres  ? 

On  a 

à  moins  d'un  centimètre. 

452.  Le  rapport  des  aires  de  deux  cercles  est  égal  au  rap- 
port des  carrés  de  leurs  rayons. 

Car,  en  désignant  par  S  et  R  Taire  et  le  rayon  du  premier 
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Il  importe  de  remarquer  que  ces  deux  énoncés  sont  de  véritables  Meo- 
rèmes^  tandis  que  les  énoncés  analogues  (289)  sur  la  longueur  de  l'arc  et 
de  la  circonférence  ne  sont  que  des  définitions. 

THÉORÈME. 

448.  L'aire  d'un  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  cir- 
conférence par  la  moitié  du  rayon. 

L'aire  du  cercle  est  la  limite  des  aires  des  polygones  régu- 
liers inscrits  dont  le  nombre  des  côtés  croît  indéfiniment. 
D'après  cela,  soient  S,  C,  R,  l'aire,  la  circonférence,  le  rayon 
du  cercle  considéré,  et  s,  p,  d,  l'aire,  le  périmètre  et  l'apo- 
Ihème  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  ce  cercle.  On  a  (  444) 

I 
s  =  p--a. 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  régulier  inscrit,  s  tend  vers  S,  p  vers  C  et  «  vers  R. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

(i)  S=--C.-R. 

Corollaires. 

449.  En  remplaçant  dans  la  relation  précédente  la  circonfé- 
rence C  par  sa  valeur 

(2)  C=:27rR, 

on  obtient  la  nouvelle  formule 

(3)  S^ttRS 
qui  montre  : 

1°  Que,  pour  calculer  Vaire  d'un  cercle  de  rayon  donné,  il 
faut  multiplier  par  iz  le  carré  du  rayon; 

2°  Que,  pour  calculer  le  rayon  d'un  cercle  d'aire  donnée,  il 

faut  multiplier  par-  ou  diviser  par  tt  le  nombre  qui  exprime 

cette  aire,  et  extraire  la  racine  carrée  du  résultat. 


l 
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'150.  Si,  au   lieu  d'éliminer  C  entre  les  relations  (i)  et  (2), 
on  élimine  R,  on  trouve  la  formule 

(4)  s.=  ^.^, 

qui  permet  de  calculer  direclemeni  la  surface,  connaissant  la 
circonférence,  ou  la  circonférence,  connaissant  la  surface.  Celle 
formule  est  beaucoup  moins  usuelle  que  les  précédentes. 

451.  Exemples  : 

1°  Quelle  est  la  surface  d'un  bassin  circulaire  dont  le  rayon 
est  2"',?5? 

On  a 

S  =  7r(2,5)'=:  77.6,25 

et,  en  prenant  pour  t:  la  valeur  3,142  approchée  à  moins  d'un 
millième,  on  trouve  S  =  lô^^ijôS  à  moins  d'un  décimètre  carré. 

2"  Quel  est  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface  est  de  20  mè- 
tres carrés? 

La  formule 

7:R'r=  20 
donne 

R  =    i/  20  •  -    -  y/20.0,3lB37  =  2'",  52, 

à  moins  d'un  centimètre. 

3°  Quelle  est  la  surface  d'un  cercle  dont  la  circonférence 
est  égal  à  10  mètres  P 

On  a 

à  moins  d'un  centimètre. 

i 

452.  Le  rapport  des  aires  de  deux  cercles  est  égal  au  rap- 
port des  carrés  de  leurs  rayons. 

Car,  en  désignant  par  S  et  R  l'aire  et  le  rayon  du  premier 
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cercle,  et  par  S'  et  IV  l'aire  et  le  rayon  du  second,  on  a 

S^ttRS     S':=:7^R^     d'où     ^  =  ~ 

THÉORÈME. 

453.  L'aire  d'un  secteur  circulaire  a  pour  mesure  le  produit 
de  son  arc  par  la  moitié  du  rafon. 

L'aire  du  secteur  circulaire  est  la  limite  des  aires  des  sec- 
teurs polygonaux  réguliers  inscrits  (447)  dont  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  côtés.  D'après  cela,  soient  S  l'aire 
du  secteur  considéré,  /  la  longueur  de  l'arc  qui  le  termine,  et 
R  le  rayon  de  cet  arc;  soient  de  même  s  l'aire  d'un  secteur 
polygonal  régulier  inscrit,  p  le  périmètre  de  la  ligne  brisée 
régulière  qui  le  termine,  et  a  l'apothème  de  cette  ligne  brisée. 
On  a  (446) 

I 
s^=  P'-  a. 

Mais  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée  régulière  inscrite,  s  tend  vers  S,  p  vers  /,  et 
a  vers  R.  On  a  donc,  à  la  limite, 

(5)  S  =  /.-R. 

2 

Corollaires. 

454.  En  comparant  les  formules  (i)  et  (5),  on  voit  que  le 
secteur  est  au  cercle  entier  comme  son  arc  est  à  la  circonfé- 
rence. 

Si  n  est  le  nombre  de  degrés  de  l'arc,  le  rapport  de  cet  arc 

à  la  circonférence  sera  777^-5  et  par  suite  l'aire  S  du  secteur 

36o         ^ 

s'obtiendra  en  multipliant  par  ce  rapport  l'aire  ttR'  du  cercle, 

de  sorte  qu'on  aura 

S=.r7rR^^. 
3do 

Cette  formule  permet  de  calculer  l'une  quelconque  des 
quantités  S,  R,  n,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 
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455.  Exemples. 

i''  Quelle  est  l'aire  du  secteur  de  60  degrés  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  est  de  10  mètres? 

L'arc  de  60  degrés  étant  le  sixième  de  la  circonférence,  le 
secteur  correspondant  est  le  sixième  du  cercle,  c'est-à-dire 

lOOTT         ^  ^„ 

-^=52-q,3599, 

à  moins  d'un  centimètre  carré. 

2°  L'aire  d'un  secteur  est  égale  à  l'aire  du  carré  construit 
sur  le  rayon.  Quel  est  le  nombre  de  degrés  de  l'arc  qui  le  ter- 
mine? 

La  formule 

3do 
donne 

36o" 
/i-r-^  =  114°  35' 29^6. 

3°  Quel  est  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  le  secteur  de 
iS  degrés  renferme  o'"<i,  i25o  ? 

La  formule 


45 
7:R'^  =  o,i25o     ou     7rR'=:o,i25o.8=^i 


lonne 


R--=  1/^  =  0™,  564. 


45G.  Le  rapport  des  aires  de  deux  secteurs  semblables,  c'est- 
i-dire  terminés  par  des  arcs  semblables,  est  égal  au  rapport 
des  carrés  de  leurs  rayions. 

En  effet,  S,  /,  R,  étant  l'aire,  la  longueur  de  l'arc  et  le  rayon 
iu  premier  secteur,  et,  S',  /',  R',  l'aire,  la  longueur  de  l'arc 
ît  le  rayon  du  second  secteur,  on  a 


/.iR.     S'../'.lR',     d'où     |  =  ^|; 
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or,  les  deux  arcs  /  et  /'  étant  semblables,  leur  rapport  est  éga 
à  celui  de  leurs  rayons  (296)  :  on  a  donc 


R^ 
W^ 


THÉORÈME. 

457.  L'aire  d'un  segment  circulaire  a  pour  mesure  le  pro 
duit  de  la  moitié  du  rayon  par  l'excès  de  son  arc  sur  la  moiti 
de  la  corde  de  l'arc  double  (Jig.  262  ). 

Fig.  262. 


En  effet,  le  segment  AMB,  c'est-à-dire  la  portion  du  cercl 
comprise  entre  l'arc  AMB  et  sa  corde  AB,  est.  égal  à  l'excès  d 
l'aire  du  secteur  OAMB  sur  l'aire  du  triangle  OAB.  Or,  l'air 

du  secteur  a  pour  mesure  arcAB--  OA;  l'aire  du  triangle 

pour  mesure  BP  •-  OA,  BP  étant  la  perpendiculaire  abaissée  di 

point  B  sur  le  rayon  OA,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la  corde  BB 
de  l'arc  BAB'  qui  (102)  est  le  double  de  l'arc  AB.  On  a  donc 
en  désignant  par  S  l'aire  du  segment, 


S  ^  arcAB  .  i  OA  -  -  BB'  •  -  OA, 
2  22 


ou 


OA/ 


Sr=zr^(arcAB--BB' 


Lorsque  la  corde  BB'  est  le  côté  de  l'un  des  polygones  ré- 
guliers que  l'on  sait  inscrire  (Liv.  III,  g  VII),  on  peut  calculai 
directement  cette  corde,  par  suite  l'aire  du  segment;  sinon,  i 
faut  recourir  aux  Tables  t ri gonomé triques. 
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458.  Exemple  : 

Quelle  est  l'aire  du  se  ciment  de  Go  degrés  dans  le  cercle  dont 
le  rayon  est  7,  mètres  P 

L'arc  AB  esi  ici  le  sixième  de  la  circonférence;  il  est  donc 
égal  à 

La  corde  BB'  est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  égal 
à  2  y/3;  on  a  donc 

S-:-^^^  -V'S^o'^q,  362344, 

à  moins  d'un  millimètre  carré. 
Corollaire. 

459.  Le  rfipport  des  aires  de  deux  serments  semblables, 
'  c'est-à-dire  terminés  par  des  arcs  semblables,  est  égal  au  rap- 
port des  carrés  de  leurs  rayons. 

En  effet,  soient  S  et  ï  les  aires  du  secteur  et  du  triangle 
dont  le  premier  segment  est  la  différence,  et  S'  et  ï'  les  aires 
du  secteur  et  du  triangle  dont  le  second  segment  est  la  diffé- 
rence; les  secteurs  S  et  S'  sont  semblables,  ainsi  que  les  trian- 
gles T  et  T  ;  donc,  si  l'on  désigne  par  R  et  R'  les  deux  rayons, 
on  aura 

g7  —  jp'     j,  -=  j^,.     t)u     g,  _  ^^,  _  ^^  ; 

et,  par  suite,  en  vertu  d'une  proposition  connue  sur  les  rap- 
ports égaux, 

S  — T        W 

S  _  r  "^  R'^* 

§  IV.  -  PROBLÈMES   SUR  LES  AIRES. 

PROBLÈME. 

460.  Construire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone  donné 
\fig.  263,  264). 

Soit,  par  exemple,  le  pentagone  convexe  ABCDE  {Jig.  263). 
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En  menant  la  diagonale  EC,  on  détache  de  ce  pentagone  I 
triangle  ECD.  Si  par  le  sommet  D  on  mène  alors  une  parai 
lèle  DF  à  la  diagonale  EC,  tous  les  triangles  qui  auront  Ei 


Fig.  263. 


Fig.  264. 


pour  base  et  leurs  sommets  sur  DF  seront  équivalents  a 
triangle  ECD  (426),  et  formeront  avec  le  quadrilatère  ECB. 
un  polygone  équivalent  au  pentagone  proposé.  Or,  pour  qu 
le  nouveau  polygone  ABCFE  ait  un  sommet  de  moins,  il  suff 
de  choisir  parmi  tous  ces  triangles  celui  dont  le  sommet  eî 
en  F,  à  la  rencontre  de  la  parallèle  DF  et  du  côté  BC  prolonge 

La  construction  indiquée  permettant  de  transformer  un  po 
Ifgone  quelconque  en  un  polygone  équivalent,  mais  ayant  u 
côté  de  moins,  on  arrivera  toujours,  en  la  répétant,  à  u 
triangle  équivalent  au  polygone  proposé. 

Dans  la  fig.  263,  en  menant  par  le  sommet  A,  jusqu'à  1 
rencontre  de  FB  prolongé,  la  parallèle  AG  à  la  diagonale  El 
on  passe  du  quadrilatère  EABF  au  triangle  équivalent  FEG 
Ce  triangle  est  donc  équivalent  au  pentagone  primitif. 

461.  Lorsque  le  polygone  considéré  n'est  pas  convex 
(fig.  264),  la  construction  reste  la  même.  Le  pentagone  con 
cave  ABCDE,  augmenté  du  triangle  EDC,  équivaut  au  quadri 
latère  ABCE;  et  ce  quadrilatère,  diminué  du  triangle  EFC,  qu 
est  équivalent  au  triangle  EDC,  donne  le  quadrilatère  ABFJ 
équivalent  au  pentagone  proposé. 

SCOLIE. 

462.  Le  problème  précédent  fournit  un  nouveau  moyei 
pour  évaluer  l'aire  d'un  polygone;  on  peut,  en  effet,  transfor 
mer  le  polygone  considéré  en  un  triangle  équivalent,  pui 
calculer  l'aire  de  ce  triangle. 
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Appliquons  ce  procédé  à  la  recherche  de  Taire  du  trapèze. 

Soit  {Jîg.  265)  un  trapèze  quelconque  ABCD.  Menons  la  dia- 
gonale DB  et  la  parallèle  CE  à  cette  diagonale  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  base  AB  prolongée. 


Le  triangle  ADE  sera  équivalent  au  trapèze  ABCD.  11  a 
d'ailleurs  même  hauteur  DF,  et  sa  base  AE  est  la  somme  des 
deux  bases  du  trapèze.  On  retombe  ainsi  sur  la  mesure  con- 
nue (431). 

PROBLÈME. 

463.  Construire  un  carré  équivalent  à  un  polygone  donné. 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  construire  un  carré  équi- 
valent à  un  triangle  donné.  Soient  X  le  côté  de  ce  carré, 
B  et  H  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  proposé.  On  devra 
avoir  (421,  425) 

2  2 

Le  côté  du  carré  cherché  sera  donc  une  moyenne  propor- 
tionnelle à  la  moitié  de  la  base  du  triangle  et  à  sa  hauteur. 

S'il  s'agit  d'un  parallélogramme,  d'un  trapèze,  d'un  polygone 
régulier  et,  en  général,  d'un  polygone  dont  l'aire  soit  exprimée 
par  le  produit  de  deux  lignes,  il  suffira  de  chercher  la  moyenne 
proportionnelle  à  ces  deux  lignes.  On  obtiendra  ainsi  le  côté 
du  carré  équivalent. 

Dans  tout  autre  cas,  on  transformera  le  polygone  donné  en 
un  triangle  équivalent  (460),  et  on  cherchera  le  carré  équiva- 
lent à  ce  triangle,  comme  on  vient  de  le  dire. 

PROBLÈME. 

464.  Trouver  deux  droites  proportionnelles  à  deux  poly- 
gones donnés. 

On  pourra  toujours  remplacer  les  polygones  considérés  par 
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les  carrés  équivalents  (463).  Soient  «  et  d  les  côtés  de  ces 
carrés,  x  et  j  les  droites  cherchées.  On  devra  avoir 

X a} 

On  peut  choisir  arbitrairement  l'une  des  deux  droites  cher- 
chées, y  par  exemple,  et  poser  j=  a' ,  11  vient  alors 

X         o}  cû 

—  —   -7-        ou       ^  =:;  — ■• 

a        a  '  a 

jpsera  donc,  dans  celle  hypothèse,  une  troisième  proportion- 
nelle (248)  aux  côtés  a'  et  a;  et  le  rapport  de  cette  troisième 
proportionnelle  à  «'  sera  le  même  que  celui  des  polygones 

donnés. 

PROBLÈME. 

465.  Construire  un  polygone  équivalent  à  un  polygone  P 
et  semblable  à  un  polygone  Q. 

Il  s'agit  ici  de  transformer  un  polygone  donné  P  en  un  autre 
polygone  X  équivalent  au  polygone  P,  mais  semblable  à  un 
second  polygone  donné  Q. 

Soient  q  un  côté  quelconque  du  polygone  Q,  et  x  le  côté 
homologue  du  polygone  X.  On  devra  avoir  (435) 

X       X- 
ou,  puisque  le  polygone  X  doit  être  équivalent  au  polygone  P, 

P  ""  x^  ' 

Remplaçons  les  polygones  Q  et  P  par  les  carrés  équivalents  a' 
el62  (463).  Il  viendra 

a^       Q^         ,,    ,      a       q 

-j-  zz^  i-,         d  ou        Y  =  — * 

b'       x'  b       X 

Le  côté  X  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  droites  a,  b,  q  (247),  et  il  restera  à  construire  sur  ce 
côté,  homologue  du  côté  g,  un  polygone  semblable  au  poly- 
gone Q  (253). 
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PROBLÈME. 

460.  Deux  figures  semblables  étant  données,  construire  une 
figure  semblable  égale  à  leur  somme  ou  à  leur  différence. 

S'il  s'agit  de  deux  carrés  dont  les  côtés  soient  a  et  b{a^b), 
le  côté  X  du  carré  égal  à  leur  somme  sera  l'hypoténuse  du 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  a  ei  b;  le 
côté  /du  carré  égal  à  leur  différence  sera  le  second  côté  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse 
et  b  pour  premier  côté  de  l'angle  droit  (438). 

S'il  s'agit  de  deux  polygones  semblables  A  et  B  (A>>B),  dont 
deux  côtés  homologues  quelconques  soient  a  et  b,  le  côté 
homologue  x  du  polygone  semblable  X=:A-+-  B  sera  l'hypo- 
ténuse du  triangle  rectangle  construit  sur  a  et  b  comme  côtés 
de  l'angle  droit;  le  côté  homologue  r  du  polygone  semblable 
Y==A— Bsera  le  second  côté  de  l'angle  droit  du  triangle 
rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse  et  b  pour  premier  côté  de 
l'angle  droit  (440). 

Dans  le  cas  de  deux  cercles  ayant  R  et  K'  pour  rayons,  il 
suffît  de  remplacer  dans  l'alinéa  précédent  a  et  b  par  11  et  R', 
pour  trouver  les  rayons  x  ei  y  des  cercles  égaux  respective- 
ment à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  cercles  donnés. 

SCOLIE. 

467.  Soit  à  construire  une  droite  x  liée  à  plusieurs  lon- 
gueurs données  a,  b,  c,  d,  e,  par  une  expression  de  la  forme 


X  zzz  )/a^-h  b-  —  c'-+-  d'—  e\  . 

On  cherchera  d'abord  a  =  ^«-71-  b^  à  l'aide  d'un  triangle  rec- 
tangle ayant  a  ei  b  pour  côtés  de  l'angle  droit:  a  sera  l'hypo- 
ténuse de  ce  triangle  ;  puis  (3  =  \/x'—  c%  à  l'aide  d'un  triangle 
rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse  et  c  pour  côté  de  l'angle 
droit;  [3  sera  le  second  côté  de  ce  triangle.  De  même,  on  cher- 
chera y  =  v^P^-+-  ^^  et  ^  =  V^y'—  ^%  P^r  deux  autres  triangles 
rectangles  ayant,  le  premier  ^  et  d  pour  côtés  de  l'angle  droit, 
le  second  y  et  e  pour  hypoténuse  et  côté  de  l'angle  droit  . 
X  sera  le  second  côté  de  ce  dernier  triangle. 

»9 
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SCOLIE. 

468.  Il  résulte  du  dernier  alinéa  du  n°"466  que  si,  sur  les 
trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  ABC  [fig-  "266)  comme  dia- 
mètres, on  décrit  des  demi-cercles,  le  demi-cercle  décrit  sur 

Fip.  26G. 


l'hypoténuse  sera  équivalent  à  la  somme  des  demi-cercles 
décrits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit.  En  enlevant  de  part  et 
d'autre  les  parties  communes  A/?B,  A^C,  qui  sont  ombrées 
sur  la  figure,  on  voit  que  la  somme  des  deux  lunules  AmB/?A, 
KnCqky  est  équivalente  à  l'aire  du  triangle  rectangle  ABC. 
Cette  proposition  est  attribuée  à  Hippocrate. 

PROBLÈME. 

469.  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné, 
et  dont  l'aire  soit  à  celle  de  ce  polygone  dans  le  rapport  de 
deux  droites  données  M  et  N  [fig,  267). 

•     Fig.  267. 


/ 


Al 

/y 

y 

.     in 

/ 

G 

\ 

Supposons  d'abord  que  le  polygone  donné  soit  un  carré,  et 
soit  A  son  côté.  Si  X  est  le  côté  du  carré  cherché,  on  devra 

avoir  (435) 

X^_M 

A-^  ~"  N  ' 
La  question  est  donc  de  construire  un  triangle  rectangle  tel, 
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que  le  rapport  des  segments  déterminés  sur  l'hypoténuse  par 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  soit 

M 

égal  à  ^  (439),  et  que  le  côté  adjacent  au  segment  qui  cor- 
respond à  N  soit  égal  à  A. 

Or,  en  portant  sur  une  droite  indéfinie  BC  =  M,  CD  =  N,  en 
décrivant  une  demi-circonférence  sur  BD  comme  diamètre, 
et  en  menant  à  BD  la  perpendiculaire  CE  jusqu'à  la  rencontre 
de  cette  demi-circonférence,  on  obtiendra  un  triangle  rec- 
tangle BED  dans  lequel  les  segments  de  l'hypoténuse  présen- 
teront le  rapport  demandé.  11  en  sera  de  même  (218)  pour 
tous  les  triangles  rectangles  semblables  qu'on  formera  en  me- 
nant entre  les  côtés  de  l'angle  droit  BED,  prolongés  ou  non, 
une  parallèle  à  l'hypoténuse  BD.  Parmi  tous  ces  triangles, 
celui  dont  le  côté,  dirigé  suivant  ED,  est  égal  à  A,  répond  à  la 
question. 

On  portera  donc  sur  ED  la  longueur  EG  =A;  parle  point  G, 
on  mènera  à  BD  la  parallèle  GF  jusqu'à  la  rencontre  de  EB, 
et  FE  représentera  le  côté  du  carré  cherché.  On  a,  en  effet, 

ËF^FH       BC  ^       ^ 

gQ^  ~  HG  ~  CD      ^"       A^    ""  N  ' 

470.  Soit  maintenant  un  polygone  quelconque  P,  soient  p 
l'un  de  ses  côtés  et  x  le  côté  homologue  du  polygone  cher- 
ché X.  On  devra  avoir,  d'après  l'énoncé. 


d'où 


Le  problème  se  trouve  donc  ramené  à  trouver  le  côté  d'un 
carré  qui  soit  à  un  carré  donné  dans  le  rapport  de  deux  droites 
données,  question  que  nous  venons  de  résoudre.  Quand  on 
aura  obtenu  le  côté  x  homologue  de  p,  il  restera  à  construire 
sur  ce  côté  un  polygone  semblable  au  polygone  P. 

'9- 


X 

p  ~ 

M              X        r^ 

=  N      ''     P^? 

x^  _  M 
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471.  Dans  le  cas  de  deux  cercles,  en  désignant  par  x  ei  r 
leurs  rayons,  on  devra  avoir 

TT.r-       M  .r^       M 

C'est  encore  le  même  problème. 

SCOLIE. 

M 

472.  Si  le  rapport -^  était  donné  numériquement  et  égal, 

par  exemple,  a-»  on  choisirait  une  certaine  longueur  pour 

unité,  et  l'on  rentrerait  dans  le  cas  précédent  en  prenant  les 
droites  BG  et  CD  égales  à  cinq  fois  et  à  sept  fois  cette  lon- 
gueur. 

473.  On  peut  aussi,  dans  ce  cas,  opérer  de  la  manière  suivante.  Soit 

M      5 

—  =  -.  Sur  KH,  côté  du  carré  donné,  comme  diamètre  {Jig.  268),  décri- 
vez une  demi-circonférence.   Divisez  KH  au  point  I  dans  le  rapport  de 


Fig.  268. 
1 

Fig.  269. 

l-^l       1       1       1 ...  :       1        ! 

c^h 

5  à2  =  7  —  5,  et  menez  à  KH  la  perpendiculaire  IL.  La  droite  KL  sera 

le  côté  du  carré  cherché  (439). 

M  7 

Si  le  rapport  -  est  plus  grand  que  i  et  égal  à  -,  par  exemple,  divisez 

le  côté  donné  KH  [Jig.  269),  au  point  I,  dans  le  rapport  de  7  à  2  =  7—5. 
Décrivez  sur  Kl  comme  diamètre  une  demi-circonférence,  et  menez  au 
point  H  à  Kl  la  perpendiculaire  HL.  La  droite  KL  sera  le  côté  du  carré 
cherché  (439). 

§  V.  -  APPENDICE. 

AIRE   APPROCHÉE   d'uNE    FIGURE   PLANE   TERMINEE   PAR   UNE   COURBE 
QUELCONQUE. 

474.  Formule  de  Simpson.  —  B  et  B'  désignant  les  bases  d'un  trapèze, 
B"  la  parallèle  équidistante  de  ces  bases  et  h  la  demi-hauteur,  on  peut 
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exprimer  l'aire  du  trapèze  par  la  formule 


293 


(I) 


-  (B-hB'-f-4B" 


qui  se  réduit  en  effet  à  la  formule  connue  //  (B  -4-  B'),  lorsqu'on  y  rem- 
place B"  par  sa  valeur  -  ( B  h-  B'). 

Cela  posé,  soit  à  évaluer  approximativement  l'aire  comprise  entre  un 
arc  de  courbe  quelconque  AB,  une  droite  fixe  XY  et  les  perpendiculaires 
AA',  BB',  abaissées  sur  cette  droite  par  les  extrémités  de  l'arc  AB  {fig.i-jo). 


Supposons  d'abord  que  l'arc  AB  soit,  dans  toute  son  étendue,  concave 
vers  la  droite  XY.  Divisons  la  base  A'B'  en  un  nombre  pair  de  parties 
égales,  en  dix  par  exemple,  et  par  les  points  de  division  C,  D',  E',  F',  G', 
H',  r,  K',  L',  élevons  des  perpendiculaires  à  XY.  Désignons  respective- 
ment par  r,,  y^_,  j-3,. . .,  j,,,  les  perpendiculaires  ou  ordonnées  AA',  CC, 
DD', . . . ,  BB',  et  par  //  la  distance  constante  de  deux  ordonnées  consécu- 
tives. C,  étant  le  point  où  la  corde  AD  coupe  CC,  on  aura,  pour  l'aire  du 
trapèze  rectiligne  ADD'A', 

^(AA'-+-DD'4-4C.C'); 


mais  ce  trapèze  est  moindre  que  le  trapèze  curviligne  ACDD'A',  et  il  con- 
vient de  l'augmenter;  on  est  ainsi  conduit  à  remplacer  C,C'  par  CC,  et  à 
prendre  pour  valeur  approchée  de  l'aire  du  trapèze  curviligne  ACDD'A' 
l'expression 


3(7.-^J.-+-4r,). 


En  prenant  de  même 


•3  (73-^^5-+-*  OO»      î[X.-^)'n-^  ^)\)' 
l  0',-+-  Jo  -^  4;s) ,       \  (  >-,-^/n-^  4  J,») 
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pour  expressions  des  aires  des  trapèzes  curvilignes  DFF'D',  F  H  H' F', 
HKK'H',  KBB'K',  et  faisant  la  somme,  on  obtient  pour  valeur  approchée 
de  l'aire  demandée 


On  retient  aisément  cette  formule,  attribuée  à  Simpson,  en  la  mettant 
sous  la  forme 

(2)  S  =  |(E-f-2lH-4P), 

dans  laquelle  E  désigne  la  somme  des  deux  ordonnées  extrêmes,  T  la 
somme  des  autres  ordonnées  de  rang  impair,  et  P  la  somme  de  toutes  les 
ordonnées  de  rang  pair. 

Formule  de  Poncelet.  —  La  base  A'B'  doit  ici  encore  être  partagée  en 
un  nombre /?«^■^  de  parties  égales,  dix  par  exemple  (^g'.  271). Nous  dési- 
gnerons les  onze  ordonnées  correspondantes  par  j,,  j^,  y^,. .-. ,  j,^,  j-,,. 

Fig.  271. 


Par  les  extrémités  de  toutes  les  ordonnées  de  rang  pair  j^,  J*,- .  • ,  j,e, 
menons  des  tangentes  à  la  courbe  AB,  et  terminons  ces  tangentes  aux 
deux  ordonnées  voisines.  Nous  formerons  ainsi  une  série  de  trapèzes  dont 
la  somme,  évidemment  supérieure  à  l'aire  cherchée  dans  le  cas  de  la 
figure,  sera  une  limite  supérieure  du  résultat  demandé. 

En  appelant  h  l'intervalle  constant  entre  deux  ordonnées  consécutives, 
on  a 

trapèze  AD'~  ih.y^, 

trapèze  DF'=  "i-h.r^^ 


trapèze  KB'=  aA.j,^. 
En  désignant  par  S  la  somme  de  ces  trapèzes,  il  vient 
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la  parenthèse  renferme  toutes  les  ordonnées  de  rang  pair.  En  désignant 
leur  somme  par  P,  on  aura  donc 

S-2//.P. 

Menons  les  cordes  AC  et  BL,  qui  correspondent  aux  divisions  extrêmes; 
puis,  dans  l'intervalle,  les  cordes  CE,  EG,  GI,  IL,  qui  correspondent  cha- 
cune à  deux  divisions.  Nous  formerons  une  nouvelle  série  de  trapèzes 
dont  la  somme  sera  une  limite  inférieure  du  résultat  demandé.  On  a 

trapèze  AC'^  h  U±±2j\ 
trapèze  CE'-  2//  C^'^'^\ 

trapèze  IL'  =  2/»  fel^V 
trapèze  LB'  -^  h  ^^""^•^")  • 
En  désignant  par  s  la  somme  de  ces  trapèzes,  il  vient 


ou  bien,  en  ajoutant  et  en  retranchant  dans  la  parenthèse  — — =^^5 
s  =  h  Ui—I^  _  ZlI^Zl»  -f-.  ^pV 

A  étant  l'aire  cherchée,  on  a 

5<A<S. 

g  _4_  ç 

Mais  la  moyenne ^  tombe  aussi  entre  s  et  S.  On  peut  donc,  sauf  une 

erreur  que  nous  estimerons,  prendre 

S 


A  = 


-•-(.- ^i 


dans  cette  formule,  P  désigne,  comme  nous  l'avons  dit,  la  somme  de 
toutes  les  ordonnées  de  rang  pair,  E  est  la  somme  des  deux  ordonnées 
extrêmes,  E'  est  la  somme  des  deux  ordonnées  voisines  des  deux  extrêmes. 
L'avantage  de  cette  formule,  quand  le  nombre  des  divisions  est  grand, 
c'est  qu'il  n'y  entre  que  les  ordonnées  de  rang  pair  et  les  deux  ordonnées 
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extrêmes,  ce  qui  dispense  de  calculer  les  ordonnées  intermédiaires  de 

rang  impair. 

Il  reste  à  indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  em- 

S  -+-  ^  S    I    .y 

ployant  la  formule.  Comme  A  tombe  entre  S  et ou  entre  — ; —  et  s, 

,,  ,,         ,«   .  ,       •  S  H-  .V  ,     .  .     -  „  S  -4-  .V 

1  erreur  que  1  on  fait  en  substituant  — ; —  a  A  est  moindre  que  S  — • 

ou  que .y,  c  est-a-dire  que 


S 


s       ,  /E  -  E'\       //  /E       E'\ 


Menons  sur  la  figure  les  droites  AB  et  CL;  ces  deux  droites  coupent 
l'ordonnée  du  milieu  GG'  en  deux  points  M  et  N,  et  l'on  a 


c'est-à-dire 


MG',     ^^^^^  =  NG', 
2 


—  ^  MN. 

1        1 


La  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  s'exprime  donc  géométriquement 
par  le  produit 

- .  MN. 
1 

On  peut  donc,  après  avoir  tracé  la  courbe,  mener  provisoirement  les 
deux  premières, et  les  deux  dernières  ordonnées,  ainsi  que  celle  du  milieu, 
en  donnant  à  h  une  certaine  valeur  ;  puis,  avant  tout  calcul ,  vérifier,  en 
mesurant  MN,  si  l'approximation  demandée  est  bien  obtenue,  c'est-à-dire 
si  la  valeur  choisie  pour  h  est  convenable. 

Remarque.  —  Si  l'arc  AB  était  convexe  vers  la  droite  XY  dans  toute 
son  étendue,  une  marche  analogue  conduirait  à  la  même  formule.  Si  cet 
arc  était  en  partie  concave  et  en  partie  convexe,  en  menant  une  perpen- 
diculaire à  XY  par  le  point  d'inflexion,  on  mesurerait,  d'après  les  règles 
précédentes,  les  aires  situées  de  part  et  d'autre  de  cette  perpendiculaire 
et  l'on  en  ferait  la  somme.  . 

application.  —  Pour  le  quart  de  cercle  de  rayon  1,  on  trouve,  en  divi- 
sant le  rayon  en  dix  parties  égales  : 

Ji  =  ï^  73=0^980,        "        J,  =  0,995, 

rn=o,      .     75  =  0,917,  j,  =  0,954, 

j,  =  0,800,  r,.  =  0,866, 

79=  0,600,  r«  =:  0,714, 

j„=:  0,436. 
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La   vraie  valeur  est  -  —  o'"'',7854.  La  formule  de  Simpson  donne 
4 
o"**',78i8^  celle  de  Poncelet  donne  o'"'',7822,  avec  une  erreur  limite  égale 
à  o'"'',oio8.  Cette  erreur  n'est  en  réalité  que  de  o'"'ï,oo32. 


SUR  L\  DIFFERENCE  ENTRE  LA  LONGUEUR  D  UN  ARC  DE  CERCLE 
ET  CELLE  DE  SA  CORDE. 

LEMiME. 

475.  Vaire  dhin  triangle  isocèle  PNQ,  inscrit  dans  un  segment  circu- 
laire moindre  qiCun  demi-cercle,  est  plus  petite  que  le  cube  de  l'arc  a 
qui  limite  ce  segment ,  divisé  par  16  fois  le  rayon  R  [fïg.  272). 

Car  cette  aire,  ayant  pour  expression  (428,  i") 


PO.PN.QN 


est  moindre  que 


a     a 
a  •  -  •  — 

2      2 


4K  i6R 

THÉORÈME. 

476.  La  différence  entre  un  arc  de  cercle  ABA'  moindre  qu'une  demi- 
circonférence  et  sa  corde  AA'  est  plus  petite  que  le  cube  de  Varc  divisé 
par  24  fois  le  carré  du  rayon  [fig.  272). 

Fig.  272. 
E  * 


■\ 


Désignons  par  a  l'arc  ABA',  par  c  sa  corde  AA'  et  par  R  le  rayon  du 
cercle. 

B  étant  le  milieu  de  l'arc  ABA',  l'aire  du  segment  ADB  a  pour  me- 
sure (457) 

2  \2        'ij         "       4 


\a  -  c 
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D'autre  part,  si  l'on  prend  le  milieu  D  de  l'arc  AB,  puis  les  milieux  I 
et  E,  des  arcs  AD  et  DB,  et  ainsi  de  suite ,  et  si  l'on  désigne  respective 
ment  par  ;,,  t^,...,  les  aires  des  triangles  ADB,  AED,. . . ,  l'aire  du  seg 
ment  sera  la  limite  de  la  somme 


Donc,  comme,  d'après  le  lemme  précédent  (475),  on  a 


on  aura  aussi 


ou 


c'est-à-dire 

a'           1 

ou  enfin 

(I) 

'-4 

a" 
"      ^<a4R'- 

Pour  présenter  une  application  de  cette  formule,  cherchons,  par  exemple 
quel  doit  être  le  rayon  R  dhin  cercle  pour  cjiie  la  différence  entre  un  ar 
de  6o  mètres  et  sa  corde  n^atteigne  pas  i  millimètre. 

Il  suffit,  d'après  la  formule  (i),  que  R  satisfasse  à  l'inégalité 

6o^   ^     I 
24  K^  ~  1000' 
d'où  

OU     R  >  3ooo. 


/io\6o^ 


Le  rayon  du  cercle  devra  donc  être  au  moins  égal  à  3  kilomètres. 

Remarque.  —  La  formule  (i)  répond  à  la   formule  trîgonométriqui 
connue 

(2)  X  ~  smx  <  — -• 

En  effet,  si  l'on  suppose  R  1=  i  et  «  =  ix^  on  a 
c  -Q,  sin:c, 
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puisque,  dans  le  cercle  de  rayon  1,  le  sinus  dUin  arc  est  In  moitié  de  la 
corde  de  Varc  double;  et ,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  relation  (i), 
on  obtient  la  relation  (2). 


SUR   LES  MAXIMUMS   ET   LES   MINIMUMS   DES    FIGURES   PLANES. 


177.  On  attribue  à  l'École  de  Pythagore  les  premières  recherches,  par 
voie  synthétique,  sur  les  maximums  et  les  minimums  des  figures.  En  1782, 
Lhuilier  [De  relatione  mutuâ  capacitalis  et  terminorum  ^gurarum)  a 
résumé  toutes  les  découvertes  faites  sur  ce  sujet  depuis  les  Grecs  jusqu'à 
R.  Simpson;  il  a  corrigé  avec  une  admirable  sagacité  les  erreurs  de  ses 
devanciers  et  accru  considérablement  par  ses  propres  découvertes  le  do- 
maine de  cette  théorie.  Enfin,  en  1842,  Steiner,  dans  deux  Mémoires  [Jour- 
nal de  Crelle,  t.  XXIV),  véritables  chefs-d'œuvre  de  Géométrie  synthé- 
licjue,  a  fait  connaître,  pour  la  recherche  des  maximums  des  figures  planes, 
cinq  méthodes,  dont  les  deux  premières  s'appliquent  à  la  sphère.  Nous 
exposerons  ici  la  première  de  ces  méthodes,  qui  surpasse  d'ailleurs  les 
autres  en  élégance  et  en  généralité. 

THÉORÈME. 

178.  Entre  tous  les  triangles  isopérimètres  et  de  même  base  AB ,  le 


triangle  isocèle  ACB  est  un  maximum  [fig.  278 


iJ?/H,  s   ûu* 


En  effet,  soit  ADBun  triangle  non  isocèle  construit  sur  la  base  AB,  au- 
dessus  d'elje  et  tel  que  AD  +  DB  =  AG  -h  CB.  Les  triangles  ACB,  ADB,  ayant 
une  partie  commune  AEB,  il  s'agit  de  prouver  que  le  triangle  BED  est 
moindre  que  le  triangle  AEG.  Or  si  l'on  prend  sur  EA  et  sur  EG,  EF  =  EB 
it  EG  =  ED,  les  triangles  FEG,  BED,  seront  égaux,  et  il  suffira  de  faire 
^oir  que  le  triangle  FEG  est  compris  dans  AEG,  c'est-à-dire  que  le  point  F 
)mbe  entre  E  et  A,  et  le  point  G  entre  E  et  G. 

D'abord  F  tombe  entre  E  et  A;  car  Tangle  ^,  égal  à  a,  est  supérieur. 
à  7  ;  donc  EA  est  plus  grand  que  EB  ou  EF. 
En  second  lieu,  G  tombe  entre  E  et  G;  il  suffit  pour  le  prouver  d'éta- 
ilir  l'inégalité 

FG  -  GE  <  FG  -^  GE 


3oO  GÉ031ÉTUIE    PLANE. 

OU,  en  ajoutant  AF  4-  FE  de  part  et  d'autre, 

AF  -+-  FG  4-GE  -+-  FE  <  AF  4-  FC  ^  CE  +  EF; 

mais  on  a 

EG  =:  ED,  FG  -r  BD,  EF  -  EB  ; 

l'inégalité  précédente  ne  diffère  donc  pas  de 

AD-^DB    ou    AG-f-CB<AF  +  FC   hCB, 

c'est-à-dire  de  l'inégalité 

AC<AF-i-FC, 
qui  est  évidente. 

479.  Réciproquement,  entre  tous  les  triangles  de  même  base  et  de 
même  aire,  le  triangle  isocèle  O  a  le  périmètre  minimum. 

En  effet ,  soit  U  un  triangle  non  isocèle  ayant  la  même  base  et  la  même 
aire  que  G,  et  G,  un  triangle  isocèle  ayant  la  même  base  et  le  même  pé- 
rimètre que  U;  d'après  le  théorème  précédent.  G,  sera  plus  grand  que  U, 
c'est-à-dire  que  G;  or,  de  deux  triangles  isocèles  construits  sur  la  même 
base,  celui  qui  a  l'aire  la  plus  grande  a  le  périmètre  le  plus  grand;  donc 
le  périmètre  de  G,,  c'est-à-dire  le  périmètre  de  U,  est  plus  grand  que 
celui  de  G. 

Nous  supprimerons  dans  ce  qui  suit  les  démonstrations  des  réciproques; 
ces  démonstrations  seraient  toutes  analogues  à  la  précédente. 

Corollaire. 

480.  Entre  tous  les  triangles  de  même  périmètre,  le  triangle  écjuilatéral 
est  un  maximum;  car  le  triangle  maximum  correspondant  au  périmètre 
donné  doit  être  isocèle ,  quel  que  soit  celui  de  ses  côtés  que  l'on  prenne 
pour  base. 

Réciproquement,  entre  tous  les  triangles  équivalents ,  le  triangle  équi- 
latéral  a  le  plus  petit  périmètre. 

THÉORÈME. 

481.  Entre  tous  les  triangles  construits  avec  deux  côtés,. celui  dans 
lequel  ces  deux  côtés  sont  à  angle  droit  est  un  maximum. 

En  effet,  si  l'on  prend  l'un  des  côtés  donnés  pour  base,  la  hauteur  est 
moindre  que  l'autre  côté  donné,  à  moins  que  ce  second  côté  ne  soit  per- 
pendiculaire au  premier;  dans  cette  position,  la  hauteur  est  maximum, 
et  par  suite  l'aire  l'est  aussi. 

Corollaire. 

482.  Entre  tous  les  triangles  dont  la  somme  de  deux  côtés  est  donnée, 
celui  dans  lequel  ces  deux  côtés  sont  à  la  fois  égaux  et  à  angle  droit  est 
un  maximum. 
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En  effet,  que  l'on  répartisse  comme  on  voudra  la  somme  donnée  sur  les 
deux  côtés,  le  triangle  maxirjium  sera  toujours  celui  dans  le((uel  ces  deux 
côtés  seront  perpendiculaires  entre  eux;  il  ne  reste  donc  plus  qu'à  com- 
parer les  triangles  rectangles  dont  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit 
est  constante.  Considérons  donc  un  de  ces  triangles  rectangles  P  et  sur 
son  hypoténuse  construisons  un  triangle  isocèle  Q  dont  les  côtés  égaux 
aient  la  môme  somme  que  les  côtés  de  l'angle  droit  de  P;  enfin,  désignons 
par  II  le  triangle  isocèle  dont  les  càtés  égaux  auraient  la  môme  longueur 
que  ceux  de  0  «t  seraient  de  plus  à  angle  droit;  on  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède, P  <  0  ^t  0  <  R  ;  il  en  résulte  donc  R  >  P. 

THÉORÈME. 

483.  Entre  toutes  les  figures  planes  isopérimètres ,  le  cercle  est  un 
vaxinuun  [fg.  274). 

L'aire  d'une  figure  de  périmètre  donné  peut  évidemment  devenir  aussi 
')etite  qu'on  veut;  mais  elle  ne  peut  grandir  indéfiniment,  puisque  cette 
igure  reste  forcément  comprise  dans  l'intérieur  du  cercle  décrit  d'un 
loint  de  son  contour  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  du 
lérimètre  donné.  Entre  toutes  les  figures  planes  isopérimètres,  il  y  a 
onc  une  figure  maximum,  ou  plusieurs  figures  maximums  de  différentes 
3rmes  et  de  même  aire. 


Fifî.  2 


D'ailleurs,  toute  figure  maximum  de  périmètre  donné  est  convexe,  sans 
UOi  on  pourrait  agrandir  son  aire  sans  changer  la  longueur  de  son  con- 
ur. 

Cela  posé,  soit  EFGH  une  figure  maximum  ayant  le  périmètre  donné. 
■lout  point  A  pris  à  volonté  sur  son  contour  répond  un  autre  point  B 
YCQ  contour,  tel  que  la  droite  AB  divise  le  périmètre  en  deux  parties 
{aies.  Les  aires  AEFB,  AHGB,  devront  être  égales,  sans  quoi,  en  rempla- 
at  la  plus  petite  d'entre  elles  par  la  figure  symétrique  par  rapport  à 
li  on  obtiendrait  une  figure  totale  de  même  périmètre  que  la  première 
d'aire  plus  grande,  de  sorte  que  la  première  figure  ne  serait  pas  un 

mum  comme  on  l'a  supposé. 
n  résulte  de  là  que,  si  dans  une  figure  maximum  EFGH  de  périmètre 

é  on  remplace  la  partie  au-dessous  de  AB  par  une  partie  symétrique 
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de  celle  qui  est  au-dessus  de  cette  droite,  la  nouvelle  figure  totale  sera 
encore  une  des  figures  maximums.  ^ 

Raisonnons  actuellement  sur  cette  nouvelle  figure  ;  en  d'autres  termes 
admettons  que  la  partie  AHGB  soit  symétrique  de  AEFB  par  rapport  à 
AB.  Soit  G  un  point  quelconque  du  contour  AEFB;  prenons  son  symé- 
trique D  par  rapport  à  AB  et  menons  CA,  AD,  DB,  BC.  L'angle  ACB  sera 
droit;  car  si  les  angles  ACB,  ADB,  n'étaient  pas  droits,  on  pourrait  con- 
struire avec  les  mêmes  côtés  CA,  AD,  DB,  BC,  un  quadrilatère  (xyprj  dans 
lequel  les  angles  7  et  §  seraient  droits  ;  ce  nouveau  quadrilatère  serait  plus 
grand  que  l'ancien  (481),  et  en  plaçant  respectivement  sur  les  côtés  uy, 
7^,  (îp,  a^,  les  segments  AEC,  CFB,  BGD,  DHA,  qui  sont  actuellement 
sur  CA,  BC,  DB,  AD,  on  aurait  une  figure  totale  ayant  le  même  péri- 
mètre que  AECFBGDHA  et  une  aire  plus  grande,  de  sorte  que  cette  figure 
AECFBGDHA  ne  serait  pas  un  maximum  comme  on  l'a  supposé.  Donc,  de 
tout  point  C  du  contour  AECFB,  on  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  droit; 
par  suite,  ce  contour  est  le  demi-cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre. 

Ainsi,  si  une  figure  de  périmètre  donné  est  maximum,  sa  moitié  ACB, 
prise  à  partir  d'un  point  quelconque  A  de  son  contour ,  est  un  demi-cercle. 
La  figure  totale  est  donc  un  cercle. 

Donc,  enfin,  il  n'y  a  qu'une  seule  figure  maximum  de  périmètre  donné, 
et  cette  figure  est  un  cercle. 

Steiner  donne  à  ce  théorème  le  nom  de  théorème  principal,  parce  que 
sa  démonstration  renferme  les  principes  les  plus  esîientiels  relatifs  à  la 
plupart  des  questions  de  maximums  dans  les  figures  planes  (ou  sphé- 
riques). 

THÉORÈME. 

484.  i**  Si  le  périmètre  d'une  Jîgure  se  compose  d'une  droite  de  lon- 
gueur arbitraire  l  et  d'une  ligne  de  forme  arbitraire  L,  et  si  en  même 
temps  la  longueur  de  la  ligne  L  ou  l'aire  de  la  Jîgure  est  donnée,  celle-ci 
est  un  maximum  ou  la  ligne  L  est  un  minimum,  cpiand  cette  Jîgure  est 
un  demi-cercle. 

Toute  figure  comprise  dans  ce  théorème  peut  être  considérée  comme 
la  moitié  d'une  figure  symétrique,  dont  la  droite  /  est  l'axe  de  symétrie, 
et  dont  le  périmètre,  égal  à  2L,  est  donné;  mais  l'aire  de  la  moitié  est 
nécessairement  un  maximum,  dès  que  la  figure  entière  en  est  un.  L'é- 
noncé est  donc  une  conséquence  du  théorème  principal.  Il  s'ensuit  en 
particulier  :  (\\i  entre  tous  les  segments  de  cercle  à  arcs  égaux  ou  à  aires 
égales,  c'est  le  demi-cercle  cjui  a  l'aire  la  plus  grande  ou  l'arc  le  plus  petite 

2**  Entre  toutes  les  figures  dont  le  périmètre  est  composé  d'une  droite 
donnée  a  et  d'une  ligne  prise  à  volonté  L,  le  segment  de  cercle  a  la  plus 
grande  aire  pour  des  longueurs  égales  de  la  ligne  L,  et  la  plus  petite 
ligne  L  quand  les  aires  sont  égales. 
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Supposons  la  ligne  L  de  forme  quelconque,  et  qu'elle  compose  avec  la 
droite  a  le  périmètre  de  la  figure  «L;  on  peut  toujours  construire  sur  a 
un  segment  de  cercle  dont  Tare  a  soit  égal  à  L,  a  et  L  étant  situés  du 
même  côté  de  a.  Complétons  le  cercle,  et  désignons  l'autre  arc  par  ^  ; 
alors  le  cercle  de  périmètre  a  -f-  p  est  plus  grand  que  la  figure  limitée 
par  L  H-  [3  ;  ainsi  «a  -+-  «S  >  «L  -f-  a^^  ;  donc  «a.>  «L. 

On  déduit  de  ce  théorème  cette  règle  générale  : 

Dans  toute  fissure  dont  l'aire  doit  être  un  maximum  sous  des  conditions 
<luelconqueSy  chaque  partie  du  périmètre  y  qui  est  libre  d'avoir  une  jorme 
(juelconque  entre  deux  points  donnés  y  doit  être  un  arc  de  cercle. 

THÉORÈME. 

485.  1°  Un  polygone  de  côtés  donnés  est  maximum  lorsqu'il  est  inscrip- 
tible  au  cercle. 

Observons  d'abord  qu'on  peut  toujours,  avec  des  côtés  donnés  <?,  b, 
r, .  .  . ,  /,  dont  le  plus  grand  a  est  moindre  que  la  somme  de  tous  les 
autres,  former  un  polygone  convexe  inscriptible,  et  un  seul.  En  effet, 
décrivons  un  premier  cercle  0  assez  grand  pour  que,  en  portant  les  unes 
à  la  suite  des  autres,  à  partir  de  l'un  des  points  A  de  la  circonférence,  des 
cordes  AB  =  «,  BC  =  ^, . . .,  LM  =  /,  l'extrémité  M  de  la  dernière  corde 
n'atteigne  pas  le  point  A.  Le  centre  0  étant  d'abord  situé  dans  le  seg- 
ment BCMA  au-dessus  de  AB,  supposons  que  ce  centre  s'abaisse  d'une 
manière  continue  en  décrivant  la  droite  OZ  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  AB.  L'arc  BCMA  de  la  circonférence  variable  qui  a  pour  centre  0  et 
qui  passe  par  A  et  B  décroîtra,  et  comme  ^i  a  pour  limite  la  droite  AB, 
c'est-à-dire  une  longueur  moindre  que  6  +  c-h. .  .-i-  /,  on  voit  que  l'ex- 
trémité M  de  la  ligne  brisée  inscrite  BC. .  .M  s'approchera  du  point  A,  et 
l'atteindra  pour  le  dépasser  ensuite.  Il  y  aura  donc  une  position  du  centre  0 
et  une  seule,  pour  laquelle  la  ligne  brisée  ABC. . .  M  formera  un  polygone 
inscrit,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Cela  posé,  soient  S  un  cercle  et  P  un  polygone  inscrit  de  côtés  donnés 
<'/,  6,  c,. ..,  /;  P'  étant  un  polygone  quelconque  formé  avec  les  mômes 
côtés,  ajoutons  à  ce  polygone  P',  sur  chacun  des  côtés,  les  segments  cir- 
culaires qui  surmontent  les  côtés  correspondants  du  polygone  inscrit  P. 
On  obtient  ainsi  une  figure  S'  terminée  par  des  arcs  circulaires,  et  dont 
le  périmètre  est  égal  à  la  circonférence  du  cercle  S.  On  aura  donc  (483) 
S  >  S',  d'où,  en  retranchant  de  part  et  d'autre  les  segments  circulaires 
qui  surmontent  les  côtés,  P  >  P'. 

2°  Entre  tous  les  polygones  isopérimètres  d'un  même  nombre  de  côtés, 
'le  polygone  régulier  est  un  maximum;  et  réciproquement,  entre  les  péri- 
imètres  de  tous  les  polygones  étpàvalents  d'un  même  nombre  de  côtés,  celui 
\du  polygone  régulier  est  un  minimum. 
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En  effet,  le  maximum  parmi  les  polygones  isopérimètres  de  //  côtés 
doit  d'abord  avoir  tous  ses  côtés  égaux  entre  eux;  car  si  deux  côtés  con- 
sécutifs AB  et  BC  étaient  inégaux,  en  remplaçant  le  triangle  ABC  par  un 
triangle  isocèle  AB'C  construit  sur  la  même  base  et  de  môme  périmètre, 
on  aurait  (478)  une  figure  isopérimètre  de  n  côtés  et  d'aire  plus  grande. 
Par  suite,  les  côtés  du  .polygone  sont  donnés  et  égaux  chacun  à  la  ré""" 
partie  du  périmètre;  de  plus,  en  vertu  de  la  première  partie  du  théorème 
qui  nous  occupe,  le  polygone  maximum  doit  être  inscriptible  au  cercle. 
Donc,  enfin,  le  polygone  maximum,  devant  être  à  la  fois  équilatéral  et 
inscriptible,  est  régulier. 

Corollaire. 

486.  D'après  cela,  quand  on  cherchera  quel  polygone  a  l'aire  maximum 
pour  un  périmètre  constant,  ou  le  périmètre  minimum  pour  une  aire  con- 
stante, le  nombre  des  côtés  étant  variable,  on  n'aura  qu'à  s'occuper  des 
polygones  réguliers,  et  l'on  trouvera  la  loi  suivante  : 

Les  aires  des  polygones  réguliers  isopérimètres  forment  une  série  crois- 
sante, qui  commence  par  le  triangle  et  se  termine  par  le  cercle  ;  et  les 
périmètres  des  polygones  équivalents  forment  une  série  décroissante ,  à 
partir  du  triangle  jusc^u' au  cercle. 

En  effet,  deux  polygones  réguliers  isopérimètres  d'un  nombre  de  côtés 
différents  étant  donnés,  par  exemple  un  pentagone  ABCDE  et  un  quadri- 
latère abcd.,  on  peut  considérer  ce  dernier  comme  un  pentagone  dont  l'un 
des  côtés  serait  nul,  ou  bien,  en  prenant  arbitrairement  un  point  e  sur  un 
des  côtés  de  ce  quadrilatère „par  exemple  sur  «<-/,  le  considérer  comme 
un  pentagone  abcde^  dont  l'un  des  angles  e  serait  égal  à  deux  angles 
droits;  le  quadrilatère  régulier  peut  donc  être  regardé  comme  un  pen- 
tagone irrégulier  :  donc  son  aire  est  plus  petite  que  celle  du  pentagone 
régulier  ABCDE. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

SLR    LA    GÉOMÉTRIE    PLANE. 


LIVRE  PREMIER. 

LA   LIGNE    DROITE. 


^  I,  II,  m.  —  Des  angles.—  Des  triangles.  —  Des  perpendiculaires 
et  des  obliques. 

i.  Étant  données  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  issues  d'an  même 
point  0,  si  les  angles  DCA,  BOC,  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  qoe  les  an- 
gles  AOB,  œo,  les  côtés  OA  et  OC  sont  en  ligne  droite,  ainsi  qoe  les 

côtés  OB  et  CD. 

2.  Le  périmètre  d'an  triangle  est  plus  grand  qae  la  somme  des  droites 
qui  joignent  un  point  intérieur  quelconque  aux  trois  sommets,  et  moindre 
que  le  double  de  cette  somme. 

3.  Une  médSane  quelconque  d'un  triaifgle  est  moindre  qae  la  demi- 
somme  des  deux  côtés  issus  du  même  sommet,  et  plus  grande  que  la 
moitié  de  l'excès  de  cette  somme  sur  le  troisième  côté. 

4.  Le  périmètre  d'un  triangle  est  plus  grand  que  la  somme  de  ses  trou 
raédianes  et  moindre  que  le  double  de  cette  somme. 

5.  ABC  étant  un  triangle  quelconque,  on  prend  sur  AB,  prolongé  s'il  le 
faut,  une  longueur  AC  égale  à  AC;  on  prend  de  même  sur  AC  une  lon- 
gueur AB'  égale  à  AB;  on  tire  B'C  qui  coupe  BC  en  I  :  démontrer  que  la 
droite  AI  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAC. 

6.  Démontrer  le  troisième  cas  d'égalité  des triangiles  (34)  en  s'appuyant 
f^ur  les  propnétés  du  triangle  isocèle  (37). 

7.  On  dit  que  deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  ooe 
droite  indéfînie  XY,  lorsque  cette  droite  XY  est  perpendiculaîre  sur  le 
milieu  de  AA'.  Démontrer  d'après  cette  déBnition  :  i*  que,  si  A'  et  B'  sont 
les  symétriques  par  rapport  à  XY  de  deux  points  quelconques  A  et  B,  les 
deux  droites  s>'métriques  AB  et  AB'  sont  égales  entre  elles;  2^  qoe  Tangte 
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CAB  de  deux  droites  AB  et  AC  est  égal  à  l'angle  C  A'B'  de  leurs  symétri- 
ques A'B'ei  A'C. 

8.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  on  mène  la  droite  indéfinie  XY 
perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Démontrer  que,  si  M  est 
un  point  quelconque  de  XY,  le  périmètre  du  triangle  BMC  est  plus  grand 
que  celui  du  triangle  donné  ABC. 

9.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
concourent  en  un  même  point. 

10.  Les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  concourent  en  un 
même  point.  —  La  bissectrice  de  l'un  des  angles  et  les  bissectrices  des 
suppléments  des  deux  autres  angles  concourent  aussi  en  un  même  point. 

§  IV.—  Des  parallèles. 

11.  Si  deux  droites  égales  AB  et  CD,  comprises  entre  deux  parallèles 
AC  et  BD  se  coupent  en  un  point  0,  on  a  AO  =  OC  et  OB  =  OD. 

12.  Si  par  le  milieu  D  du  côté  AB  d'un  triangle  ABC  on  mène  une  pa- 
rallèle DE  au  côté  BC,  la  droite  DE  passera  par  le  milieu  E  de  AC  et  sera 
égale  à  la  moitié  de  BC. —  Réciproquement,  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux de  deux  côtés  d'un  triangle  est  parallèle  au  troisième  côté  et  égale 
à  sa  moitié. 

13.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  portions  de  droites  qui  vont  d'un 
point  donné  à  une  droite  donnée. 

14.  Étant  donné  un  pointa  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  d'un  angle,  mener 
entre  les  côtés  de  l'angle  une  droite  qui  soit  divisée  par  ce  point  ou  par 
l'un  des  côtés  de  l'angle  en  deux  parties  égales. 

1d.  Un  triangle  quelconque  est  le  quart  de  celui  qu'on  obtient  en  me- 
nant par  chacun  de  ses  sommets  une  parallèle  au  côté  opposé.  Chaque 
côté  du  nouveau  triangle  est  le  double  du  côté  correspondant  du  triangle 
donné. 

16.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  concourent  en  un  même  point. 

17.  Déduire  du  résultat  précédent  un  procédé  pour  mener  par  un  point 
donné  une  droite  qui  aille  passer  parle  point  de  concours,  supposé  inac-  - 
cessible,  de  deux  droites  données. 

18.  Les  trois  médianes  d'un  triangle  concourent  en  un  même  point, 
situé  au  tiers  de  chacune  d'elles  à  partir  du  côté  correspondant. 

19.  Dans  un  triangle,  la  plus  petite  médiane  correspond  au  plus  grand 
côté.  —  Conséquence. 


QUESTIONS    PROPOSÉES.  So; 

20.  Dans  un  triangle,  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés,  le  point  de  concours  des  trois  médianes  et  celui 
des  trois  hauteurs,  sont  en  ligne  droite,  et  la  distance  du  premier  point 
au  second  est  moitié  de  la  distance  du  second  point  au  troisième. 

21.  Si,  par  le  point  d'intersection  I  des  bissectrices  des  angles  B  et  C 
d'un  triangle  ABC,  on  mène  entre  les  côtés  de  l'angle  A  la  parallèle  DIE 
à  BC,  la  droite  DE  sera  égale  à  la  somme  de  BD  et  de  CE.  Si,  par  le  point 
d'intersection  1'  de  la  bissectrice  de  l'angle  B  et  de  celle  du  supplément 
de  l'angle  C,  on  mène  entre  les  côtés  de  l'angle  A  ou  de  son  opposé  par 
le  sommet  la  parallèle  D'I'E'  à  BC,  la  droite  D'E'  sera  égale  à  la  ditté- 
rence  de  BD'  et  de  CE'.  —  Conséquences. 

22.  Des  extrémités  A  et  B  et  du  milieu  C  d'une  droite  AB,  on  mène 
dans  une  direction  quelconque  des  droites  parallèles  AA',  BB',  CC,  jusqu'à 
leur  rencontre  avec  une  droite  indéfinie  XY.  Démontrer  que  le  point  C 
est  le  milieu  de  A'B',  et  que  la  parallèle  CC  est  égale  à  la  demi-somme 
ou  à  la  demi-différence  des  parallèles  AA'  et  BB',  suivant  que  les  points 
A  et  B  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  de  XY. 

23.  La  somme  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  base  d'un 
triangle  isocèle  aux  deux  autres  côtés  est  constante.  —  Qu'arrive-t-il 
lorsque  le  point  considéré  est  pris  sur  le  prolongement  de  la  base? 

24.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  à  deux  droites  fixes  est  constamment  égale  à  une 
longueur  donnée. 

25.  La  somme  des  distances  d'un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  triangle 
équilatéral  à  ses  trois  côtés  est  constante.  —  Qu'arrive-t-il  lorsque  le  point  • 
considéré  est  extérieur  au  triangle  ? 

26.  AX  étant  une  droite  quelconque  menée  par  le  sommet  A  d'un 
triangle  ABC,  et  BE,  CF,  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  B 
et  C  sur  cette  droite  AX,  démontrer  que  le  milieu  D  de  BC  est  à  égale 
distance  des  points  E  et  F. 

27.  Démontrer  :  i'' que  si  deux  angles  ont  leurs  côtés  respectivement 
parallèles,  leurs  bissectrices  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  entre 
elles;  a"  que. si  deux  angles  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendi- 
culaires, leurs  bissectrices  sont  perpendiculaires  ou  parallèles  entre  elles. 

28.  Déterminer  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle  un  point  tel,  que  les 
longueurs  interceptées  par  les  deux  autres  côtés  sur  les  parallèles  menées 
de  ce  point  à  ces  mômes  côtés  soient  égales  entre  elles. 

29.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  XY,  trouver  sur 
cette  droite  un  point  M  tel  que  la  somme  AM  -+-  BM  soit  un  minimum. 

20. 
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30.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  XY.  trouver  sur 
cette  droite  un  point  M  tel  que  la  différence  BM  —  AM  soit  un  maximum. 

31.  Trouver  sur  un  côté  d'un  triangle  un  point  tel  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  deux  autres  côtés  soit  un  minimum. 

32.  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point  tel  que  la  somme  de 
ses  distances  aux  trois  côtés  soit  un  minimum. 


§  V.  —  Somme  des  angles  d'un  polygone. 

33.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  0  pris  dans  son  inté- 
rieur, démontrer  que  l'angle  BOG  est  toujours  plus  grand  que  l'angle  BAC 
du  triangle. 

34.  Un  angle  d'un  triangle  est  droit,  aigu  ou  obtus,  suivant  que  la 
médiane  issue  du  sommet  de  cet  angle  est  égale,  supérieure  ou  inférieure 
à  la  moitié  du  côté  opposé.  —  Réciproques. 

35.  AD  et  BC  étant  deux  parallèles  coupées  obliquement  par  AB  et  per- 
pendiculairement par  AC,  on  mène  entre  ces  deux  parallèles  la  droite  BED 
qui  coupe  AC  en  E,  de  manière  que  ED  —  2AB  :  démontrer  que  l'angle 
DBC  est  le  tiers  de  l'angle  ABC. 

36.  Si,  d'un  point  A  pris  hors  d'une  droite  XY,  on  mène  sur  cette 
droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AC,  AD,  AE,  de  manière  que 
ces  obliques  soient  situées  d'un  même  côté  de  AB  et  que  les  angles  BAC, 
CAD,  DAE,  soient  égaux,  on  a  BC  <  CD  <  DE. 

37.  Soient  un  triangle  ABC,  et  AO,  BO,  CO,  les  bissectrices  de  ses  angles  ; 
AO  prolongée  coupant  le  côté  BC  en  D,  et  01  étant  la  perpendiculaire 
menée  du  point  0  sur  BC,  démontrer  que  l'angle  BOD  est  égal  à 
l'angle  COL 

38.  L'angle  formé  par  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  et 
par  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  A  sur  le  côté  BC  est  égal  à  la 
demi-différence  des  angles  B  et  C. 

39.  La  différence  entre  les  deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle 
est  égale  à  l'angle  formé  par  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet  de 
l'angle  droit.  —  Si  l'on  rapproche  ce  résultat  du  précédent,  quelle  con- 
clusion peut-on  en  déduire? 

40.  Si  l'on  mène  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d'un  triangle  ABC, 
les  trois  triangles  partiels  et  le  triangle  total  qu'elles  déterminent  autour 
du  triangle  donné  sont  équiangles.  Chaque  angle  du  triangle  ABC  a  pour 
supplément  le  double  de  l'angle  qui  lui  est  opposé  dans  le  triangle  total. 
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44.  Dans  un  triangle  ABC,  on  prend  sur  le  côté  AB  et  sur  son  prolon- 
gement AD  =  AE  =  AC.  puis  on  joint  le  sommet  C  aux  points  D  et  E. 
Démontrer  que  l'angle  E  est  la  moitié  de  l'angle  A  du  triangle  ABC,  et  que 
l'angle  DCE  est  droit. 

42.  Dans  un  triangle  ABC  on  mène,  jusqu'au  côté  BC,  une  droite  AD 
faisant  avec  le  côté  AB  un  angle  égal  à  l'angle  C  et  une  droite  AE  faisant 
avec  le  côté  AC  un  angle  égal  à  l'angle  B.  Démontrer  que  le  triangle  DAE 
est  isocèle. 

43.  Dans  un  triangle  rectangle,  si  l'un  des  angles  aigus  est  double  de 
l'autre,  l'hypoténuse  est  double  du  plus  petit  côté.  —  Réciproque. 

44.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC  où  l'angle  B  est  double  de  l'angle  C, 
on  mène  AD  perpendiculaire  sur  le  côté  BC;  sur  AB,  prolongé  ou  non  sui- 
vant que  l'angle  B  est  aigu  ou  obtus,  on  prend  BE  égal  à  BD,  puis  on  tire 
la  droite  EDF  qui  coupe  AC  au  point  F.  Démontrer  :  i**  que  les  longueurs 
FD,  FC,  FA,  sont  égales  et  que  les  triangles  ABC,  AFE,  sont  équiangles; 
2°  que  le  côté  AB  est  égal  à  la  différence  des  segments  DC  et  DB  de  la 
base  BC  si  l'angle  B  est  aigu,  à  leur  somme  si  l'angle  B  est  obtus. 

45.  L'angle  des  bissectrices  de  deux  angles  consécutifs  d'un  quadrila- 
tère convexe  est  égal  à  la  demi-somme  des  deux  autres  angles  du  quadri- 
latère. L'angle  des  bissectrices  de  deux  angles  opposés  est  égal  à  la  demi- 
différence  des  deux  autres  angles. 

46.  Les  bissectrices  des  angles  formés  en  prolongeant  jusqu'à  leur  ren- 
contre les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  convexe  se  coupent  sous  un 
angle  égal  à  la  demi-somme  de  deux  angles  opposés  du  quadrilatère. 

§  VI.  —  Du  parallélogramme. 

47.  Deux  quadrilatères  convexes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal, 
et  leurs  quatre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  disposés  de  la  même  ma- 
nière. Énoncer  le  théorème  correspond^ant  pour  le  cas  de  deux  parallélo- 
grammes, de  deux  rectangles,  de  deux  losanges,  de  deux  carrés. 

48.  Deux  trapèzes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  quatre  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  et  disposés  de  la  môme  manière. 

49.  Toute  droite  comprise  entre  deux  côtés  opposés  d'un  parallélo- 
gramme et  passant  par  le  point  d'intersection  de  ses  diagonales  (ou  par 
le  centre  de  ce  parallélogramme)  :  1°  est  divisée  par  ce  point  en  deux  par- 
ties égales  ;  2**  divise  le  parallélogramme  en  deux  quadrilatères  égaux. 

50.  Tout  quadrilatère  est  la  moitié  du  parallélogramme  que  Ton  obtien 
en  menant  par  les  extrémités  de  chaque  diagonale  des  parallèles  à  l'autre 
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diagonale.  —  Déduire  de  ce  théorème  que  deux  quadrilatères  ont  même 
surface  lorsque  leurs  diagonales  sont  respectivement  égales  et  se  coupent 
sous  le  même  angle. 

51.  Si  l'on  mène  la  droite  DE  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AB  et  AC 
du  triangle  ABC  et  par  les  points  D  et  E  deux  parallèles  quelconques  DF, 
EG,  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  BC,  le  triangle  ADE  est  le  quart  du 
triangle  ABC  et  le  parallélogramme  DEGF  en  est  la  moitié. 

52.  Les  droites  qui  joignent  successivement  les  milieux  des  côtés  d'un 
quadrilatère  forment  un  parallélogramme,  moitié  de  la  figure  primitive. 
—  Conséquence  relative  aux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du 
quadrilatère. 

53.  En  divisant  arbitrairement,  mais  de  la  même  manière,  les  côtés 
d'un  carré,  et  en  joignant  successivement  les  points  de  division,  on  forme 
un  nouveau  carré  inscrit  dans  le  premier. 

54.  Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  on  prend  en  sens  inverse, 
sur  les  côtés  opposés  AB,  CD,  deux  longueurs  AE  et  CF,  arbitraires,  mais 
égales;  de  même,  sur  les  côtés  opposés  AD,  BC,  on  prend  en  sens  inverse 
les  longueurs  arbitraires  AH  =  CG.  Démontrer  :  i°  que  la  figure  EGFH 
est  un  parallélogramme  inscrit  dans  le  parallélogramme  proposé;  2°  que 
le  centre  du  parallélogramme  proposé  est  en  même  temps  celui  de  tous 
les  parallélogrammes  qu'on  peut  y  inscrire. 

55.  Le  point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  quelconque  est  le  milieu  de  la  droite  qui  unit 
les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère. 

56.  Les  bissectrices  des  angles  d'un  quadrilatère  convexe  forment  un 
second  quadrilatère  dont  les  angles  opposés  sont  supplémentaires.  Lorsque 
le  premier  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  le  second  est  un  rectangle 
dont  les  diagonales  sont  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme  et  égales 
à  la  différence  de  ses  côtés  adjacents.  Lorsque  le  premier  quadrilatère  est 
un  rectangle,  le  second  est  un  carré. 

57.  Si,  par  un  point  quelconque  de  la  base  d'un  triangle  isocèle,  on  mène 
des  parallèles  aux  deux  autres  côtés,  on  forme  un  parallélogramme  dont 
le  périmètre  est  constant. 

58.  ABC  étant  un  triangle  rectangle  et  ABDM,  ACEN,  étant  les  carrés 
construits  sur  les  côtés  AB  et  AC  de  l'angle  droit,  des  sommets  D  et  E, 
opposés  au  sommet  A,  on  abaisse  des  perpendiculaires  DF,  EG,  sur  l'hypo- 
ténuse BC  prolongée.  Démontrer  :  1°  que  l'hypoténuse  BC  est  égale  à  la 
somme  des  perpendiculaires  DF  et  EG  ;  2°  que  le  triangle  proposé  ABC 
est  la  somme  des  triangles  DFB,  CEG. 
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59.  Démontrer  que  dans  tout  trapèze  isocèle  les  angles  opposés  sont 
supplémentaires. 

60.  Dans  tout  trapèze,  les  quatre  points,  milieux  des  deux  côtés  non 
parallèles  et  des  deux  diagonales,  sont  sur  une  même  droite  parallèle  aux 
deux  bases  du  trapèze  ;  la  distance  des  points  extrêmes  est  égale  à  la  demi- 
somme  de  ces  bases;  la  distance  des  points  intermédiaires  est  égale  à  leur 
demi- différence. 

61.  ABCD  étant  un  parallélogramme,  E.et  F  étant  les  milieux  des  côtés 
opposés  AB  et  CD,  les  droites  BF  et  DE  divisent  la  diagonale  AC  en  trois 
parties  égales. 

62.  Par  le  sommet  A  d'un  parallélogramme  ABCD,  on  mène  une  droite 
quelconque  AX.  Prouver  que  la  distance  du  sommet  C  à  la  droite  AX  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  distances  des  sommets  B  et  D  à 
la  même  droite,  suivant  que  AX  est  extérieure  au  parallélogramme  ou  le 
traverse. 

63.  D,  E,  F,  étant  respectivement  les  milieux  des  côtés  AB,  BC,  CA,  d'un 
triangle  ABC,  on  mène  DG  patallèle  à  la  médiane  BF  jusqu'à  la  rencontre 
de  EF  prolongée.  Démontrer  que  les  trois  côtés  du  triangle  DGC  sont  res- 
pectivement égaux  aux  trois  médianes  du  triangle  ABC. 

64.  Démontrer  qu'un  polygone  convexe,  d'un  nombre  impair  de  côtés, 
est  déterminé  quand  on  donne  les  milieux  de  ses  côtés. 

63.  Parmi  tous  les  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  variables  dont  la  somme  est  constante,  quel  est  celui  dont  le  péri- 
mètre est  minimum? 

66.  Étant  données  deux  parallèles  XY,  X'Y',  et  deux  points  A  et  B  si- 
tués hors  de  ces  parallèles  et  de  côtés  différents,  trouver  le  plus  court 
chemin  de  A  en  B  par  une  ligne  brisée  AMNB  telle,  que  la  portion  MN 
comprise  entre  les  parallèles  ait  une  direction  donnée. 

67.  Sur  un  billard  rectangulaire,  dans  quelle  direction  faut-il  lancer  la 
bille  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ  après  avoir  frappé  succes- 
sivement les  quatre  côtés?  —  Quelle  est  la  longueur  du  chemin  parcouru 
alors  par  la  bille?  —  Comment  généraliserait-on  la  question?  (On  admet 
que,  lorsque  la  bille  frappe  une  bande,  les  deux  droites  qu'elle  suit,  avant 
et  après  le  choc,  sont  également  inclinées  sur  la  bande). 
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LIVRE  II. 

LA  CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 


§  I.  —  Des  arcs  et  des  cordes. 

68.  Étant  données  la  base  d'un  triangle  et  la  différence  des  deux  autres 
côtés,  trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  extré- 
mités de  la  base  sur  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet.  —  Même  ques- 
tion en  remplaçant  la  différence  des  deux  côtés  par  leur  somme,  et  la 
bissectrice  de  l'angle  au  sommet  par  celle  de  son  supplément. 

69.  Si  l'on  divise  la  corde  d'un  arc  de  'cercle  en  trois  parties  égales, 
les  rayons  qui  passent  par  les  points  de  division  partagent  l'arc  en  trois 
parties,  dont  les  deux  extrêmes  sont  égales  entre  elles  et  moindres  que 
la  partie  intermédiaire. 

70.  Par  un  point  A  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  mène  une  sé- 
cante ACD  dont  la  partie  extérieure  AC  est  égale  au  rayon  ;  on  mène 
en  outre  le  diamètre  AOB  :  démontrer  que  l'angle  COA  est  le  tiers  de 
l'angle  DOS. 

71.  Étant  donnés  une  circonférence  et  un  point  dans  son  plan,  quelle 
est  la  plus  petite  corde  qu'on  puisse  mener  par  ce  point  dans  la  circonfé- 
rence ? 

72.  Si  deux  cordes  égales  se  coupent  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  d'une 
circonférence,  les  segments  déterminés  sur  ces  deux  cordes  par  leur  point 
de  rencontre  sont  respectivement  égaux. 

§  II.  —  Tangente  au  cercle.  —  Positions  mutuelles  de  deux 
circonférences. 

73.  La  plus  petite  et  la  plus  grande  des  droites  qu'on  peut  mener  entre 
deux  circonférences  passent  par  les  centres  de  ces  circonférences. 

74.  Étant  donnés  trois  points  non  en  ligne  droite,  faire  passer  par  un 
point  donné  ou  décrire  avec  un  rayon  donné  une  circonférence  dont  les 
trois  premiers  points  soient  également  distants. 
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75.  Si  deux  cordes  AB  et  CD  se  coupent  dans  un  cercle,  la  somme 
AG  -h  BD  des  arcs  qu'elles  interceptent  est  égale  à  la  somme  des  arcs 
interceptés  par  les  deux  diamètres  parallèles  à  ces  cordes. 

76.  Un  cercle  étant  donné,  combien  faut-il  de  cercles  de  même  rayon 
pour  l'entourer? 

77.  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,  et  un  point  exté- 
rieur A.  Du  point  A  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  on  décrit  un 
arc  BOC,  et  du  point  0  comme  centre  avec  aR  pour  rayon,  on  décrit  un 
nouvel  arc  qui  coupe  le  précédent  en  B  et  en  C.  On  mène  OB  et  OC  qui 
rencontrent  respectivement  en  E  et  en  D  la  circonférence  primitive.  Dé- 
montrer que  AE  et  AD  sont  tangentes  à  cette  circonférence. 

78.  AB  étant  un  diamètre  fixe  d'un  cercle,  et  CD  une  corde  parallèle  à 
ce  diamètre,  on  mène  CB  et  DA  qui  se  coupent  en  M,  puis  CA  et  DB  qui 
se  coupent  en  N.  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  N  quand  la  corde  CD  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même. 

79.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  de  même  rayon  qui 
partagent  une  circonférence  donnée  en  deux  parties  égales? 

80.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  de  même  rayon  qui 
coupent  sous  un  angle  donné  une  circonférence  donnée? 

•§  III.  —  Mesure  des  angles. 

81.  A,  B,  C,  étant  trois  points  quelconques  d'une  circonférence,  D  le 
milieu  de  l'are  AB,  et  E  le  milieu  de  l'arc  AC,  la  droite  DE  coupe  respec- 
tivement en  F  et  en  G  les  cordes  AB  et  AC.  Démontrer  que  AF  =  AG. 

82.  A  étant  un  point  quelconque  d'un  diamètre,  B  l'extrémité  du  rayon 
perpendiculaire  à  ce  diamètre,  on  mène  BA  qui  coupe  le  cercle  en  P, 
puis  la  tangente  au  point  P  qui  coupe  en  C  le  diamètre  prolongé.  Dé- 
montrer que  CA  =  CP. 

83.  A,  B,  C,  A',  B',  C,  étant  six  points  pris  sur  une  circonférence,  de 
telle  manière  que  AB  soit  parallèle  à  A'B'  et  AC  à  A'C,  démontrer  que 
BC  et  CB'  sont  parallèles. 

84.  Les  hauteurs  AA',  BB',  CC,  d'un  triangle  quelconque  ABC,  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  A'B'C. 

83.  ABC  étant  un  triangle  inscrit  dans  un  cercle,  on  joint  le  centre  0 
au  milieu  D  de  l'arc  BC,  et  l'on  mène  AD.  Démontrer  que  l'angle  ABO  est 
la  moitié  de  la  différence  des  angles  B  et  C. 

86.  Si  par  le  point  A,  commun  à  deux  circonférences  qui  se  coupent, 
on  mène  à  volonté  deux  sécantes  ABC,  ADE,  les  cordes  BD  et  CE  qui 
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joignent  leurs  extrémités  se  rencontrent  sous  un  angle  constant.  —  Dam 
le  cas  où  les  deux  sécantes  se  confondent,  comment  faut-il  énoncer  h 
théorème? 

87.  On  donne  deux  circonférences  0  et  0'  et  un  angle  XAY  situé  dam 
leur  plan.  Le  côté  AX  coupe  la  circonférence  0  aux  points  B  et  C  et  1j 
circonférence  0'  aux  points  B'  et  C;  le  côté  AY  coupe  la  circonférence  ( 
en  D  et  E,  la  circonférence  0'  en  D'  et  E'.  Démontrer  que  les  cordes  BD 
CE,  B'D',  CE',  indéfiniment  prolongées,  forment  un  quadrilatère  inscrip 
tible. 

88.  Si  par  le  point  d'intersection  0  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscrit  ABCD,  on  mène  la  corde  EOF  qui  a  son  milieu  en  0,  la  partie  d( 
cette  corde  interceptée  entre  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  sera  auss 
divisée  par  le  point  0  en  deux  parties  égales. 

89.  0  étant  le  point  de  concours  'des  hauteurs  d'un  triangle  ABC  et  C 
le  point  où  la  hauteur  AD  rencontre  le  cercle  circonscrit  au  triangle,  oi 
a  OD  =  DG. 

90.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit,  si  du  mihei 
de  l'un  quelconque  des  deux  arcs  sous- tendus  par  le  côté  BC  on  abaissi 
des  perpendiculaires  sur  AB  et  sur  AC,  la  somme  des  distances  des  pied 
de  ces  perpendiculaires  aux  sommets  du  triangle  est  égale  à  la  demi 
somme  ou  à  la  demi -différence  des  côtés  AB  et  AC.  • 

91.  Si  par  le  point  A,  milieu  d'un  arc  BAC  d'une  circonférence,  oi 
mène  deux  cordes  quelconques  AD  et  AE  qui  coupent  en  F  et  en  G  1; 
corde  BC,  le  quadrilatère  DFGE  est  inscriptible. 

92.  ABCD  étant  un  quadrilatère  inscriptible,  on  mène  une  circonférenci 
passant  par  A  et  B,  une  seconde  par  B  et  C,  une  troisième  par  C  et  D,  e 
une  quatrième  par  D  et  A.  Ces  quatre  circonférences  se  coupent  succès 
sivement  en  quatre  points  L,  M,  N,  P,  autres  quêtes  points  A,  B,  C,  D 
Démontrer  que  le  quadrilatère  LMNP  est  inscriptible. 

93.  Si  dans  un  quadrilatère  ABCD  on  prolonge  les  côtés  opposés  AI 
et  CD  jusqu'à  leur  rencontre  E,  puis  les  côtés  opposés  AD  et  BC  jusqu'i 
leur  rencontre  F,  on  forme  une  figure  qu'on  nomme  quadrilatère  com- 
plet, et  qui  renferme  quatre  triangles  ABF,  ADE,  BCE,  DGF.  Démontrer 
i^  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  quatre  triangles  passent  par  unmêmi 
point;  2**  que  ce  point  et  les  centres  des  quatre  cercles  sont  sur  un( 
mêm»  circonférence. 

94.  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  extérieuremen 
à  ce  triangle  les  triangles  équilatéraux  ABC,  ACB',  BCA'.  Démontrer 
1**  que  les  trois  droites  AA',  BB',  CC,  sont  égales;  2"  qu'elles  concourem 
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en  un  même  point  0;  3"  que,  du  point  0,  on  voit  sous  le  même  angle 
les  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

95.  Par  un  point  fixe  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  diverses 
cordes  :  trouver  le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes. 

96.  Par  l'une  des  extrémités  d\m  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  mène 
une  corde  quelconque  AC  que  l'on  prolonge  d'une  quantité  CM  égale  à  CB  : 
quel  est  le  lieu  des  points  M? 

97.  On  donne  un  cercle  et  un  point  fixe  A  situé  dans  son  plan.  ABC 
étant  une  corde  quelconque  issue  du  point  A,  on  élève  sur  le  milieu  de 
cette  corde  une  perpendiculaire  IM  égale  à  lA.  Quel  est  le  lieu  des 
points  M? 

98.  ABC  étant  un  triangle  équilatéral,  quel  est  le  lieu  des  points  M, 
tels  que  MA=MB-hMC? 

99.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  des  triangles  qui 
ont  même  base  et  même  angle  au  sommet. 

iOO.  Une  circonférence  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
double  :  quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  de  celte  circonférence? 

iO\.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  si  l'on  abaisse  de  l'un  d'eux 
des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  fixe,  les  trois  pieds 
de  ces  perpendiculaires  soient  en  ligne  droite. 

102.  Dans  un  triangle,  on  donne  :  la  somme  ou  la  difTérence  de  deux 
côtés  et  l'angle  formé  par  ces  côtés  en  grandeur  et  en  position.  Trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit. 

103.  Deux  circonférences  0  et  0'  étant  tangentes  intérieurement  au 
point  A,  et  BC  étant  une  corde  de  la  grande  circonférence  tangente  en  D  à 
la  petite  circonférence,  la  droite  AD  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAC. 

104.  La  circonférence  0  touchant  les  deux  circonférences  0'  et  0"  aux 
points  A  et  B,  on  prolonge  la  corde  AB  jusqu'à  son  second  point  de  ren- 
contre C  avec  la  circonférence  0".  Démontrer  que  les  deux  rayons  0' A 
et  0"C  sont  parallèles.  La  droite  O'O"  rencontrant  les  circonférences  0' 
et  0"  aux  points  D  et  E,  démontrer  en  second  lieu  que  le  quadrilatère 
ABDE  est  inscriptible. 

403.  Le  point  C  étant  le  milieu  d'un  arc  AB,  et  le  point  D  un  point 
quelconque  de  cet  arc,  on  a  AC  -i-  BC  >  AD  ■^-  BD. 

§  IV.  —  Construction  des  angles  et  des  triangles. 

106.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 
i"  Deux  côtés  et  une  médiane  (deux  cas); 
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0.°  Un  côté  et  deux  médianes  (deux  cas)  ; 

S""  Les  trois  médianes; 

4"  La  base,  la  différence  des  deux  autres  côtés  et  la  différence  des  angle 
à  la  base; 

5°  La  base,  un  angle  à  la  base,  et  la  somme  ou  la  différence  deâ  deu 
autres  côtés  ; 

6"  La  base,  l'angle  au  sommet,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deu 
autres  côtés. 

107.  Diviser  un  angle  droit  en  trois  parties  égales. 

108.  Par  un  point  donné  0,  mener  trois  droites  OA,  OB,  OC,  de  lor 
gueurs  données  et  telles,  que  leurs  extrémités  A,  B,  C,  soient  en  ligr 
droite,  et  que  les  intervalles  AB  et  BG  soient  égaux  entre  eux. 

109.  Soient  ABC  un  triangle,' et  ABDE,  ACFG,  BCHK,  les  carrés  cor 
struits  sur  les  trois  côtés;  connaissant  les  longueurs  des  trois  droites  EG 
FH,  KD,  construire  le  triangle  ABC. 

§  V.  —  Tracé  des  parallèles  et  des  perpendiculaires. 

110.  Décrire  un  cercle  : 

1°  Touchant  deux  droites  données,  et  l'une  d'elles  en  un  point  donne 
i"  Touchant  une  droite  et  une  circonférence  données,  et  cette  circor 
férence  en  un  point  donné. 

111.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 
i''  Les  pieds  des  trois  hauteurs  ; 

1°  Un  angle,  une  hauteur  et  le  périmètre  (deux  cas); 

3°  Un  côté,  l'un  des  angles  adjacents  et  la  longueur  de  la  bissectric 
de  cet  angle  ; 

4**  La  somme  de  deux  côtés  et  les  angles  ; 

6""  Le  périmètre  et  les  angles  ; 

6°  Un  angle,  la  longueur  de  sa  bissectrice  et  l'une  des  hauteurs  (deu 
cas);  « 

7"  Les  angles  et  une  hauteur; 

8°  La  base,  la  somme  des  deux  autres  côtés  et  la  différence  des  angle 
à  la  base. 

H2.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  quatre  côtés  et  la  droit 
qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  opposés. 

113.  Construire  un  pentagone,  connaissant  les  milieux  des  cinq  côtés 

114.  Par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  cercles,  mener  une  se 
cante  commune  qui  ait  son  milieu  en  ce  point. 
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1  la.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  fasse  des  angles  égaux 
ivec  deux  droites  données. 

MO.  Tracer  une  droite  de  longueur  donnée,  dont  les  extrémités  s'ap- 

)uient  sur  deux  droites  données,  et  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Môme  problème  en  remplaçant  les  deux  droites  par  deux  circonférences. 

117.  On  donne  trois  droites  issues  d'un  même  point,  et  un  point  pris 
lUr  l'une  d'elles;  mener  par  ce  point  une  sécante  qui  soit  divisée  par  les 
rois  droites  en  deux  parties  égales. 

118.  Par  un  point  extérieur  à  un  cercle,  mener  une  sécante  dont  la  lon- 
gueur totale  soit  double  de  sa  partie  extérieure. 

119.  Inscrire  dans  un  triangle  un  losange  dont  l'un  des  angles  coïncide 
ivec  un  angle  du  triangle. 

120.  Tracer  une  circonférence  qui  passe  à  égale  distance  de  quatre  points 
lonnés,  dont  trois  quelconques  ne  soient  pas  en  ligne  droite. 

121.  Décrire  une  circonférence  de  rayon  donné,  dont  le  centre  soit  sur 
me  droite  donnée  et  telle,  que  la  somme  des  distances,  maximum  et  mi- 
limum,  d'un  point  donné  à  cette  circonférence,  soit  égale  à  une  longueur 
lonnée. 

122.  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  parallélogramme,  mener  une 
écante  telle,  que  la  partie  comprise  entre  deux  côtés  opposés  (  prolongés 
'il  le  faut)  soit  égale  à  la  partie  comprise  entre  les  deux  autres  côtés. 

§  VI.  —  Problèmes  sur  les  tangentes. 

123.  Mener  à  un  cercle  une  tangente  qui  fasse  un  angle  donné  avec  une 
Iroite  donnée. 

124.  Deux  cercles  étant  donnés,  mener  une  sécante  telle,  que  les  cordes 
nterceptées  sur  elle  par  les  deux  cercles  aient  des  longueurs  données. 

123.  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois  cercles 
[ui  se  touchent  deux  à  deux. 

126.  Décrire  un  cercle  qui  touche  deux  circonférences,  et  l'une  d'elles 
m  un  point  donné. 

127.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  : 

1°  L'un  des  côtés  de  l'angle  droit  et  l'excès  de  l'hypoténuse  sur  le  troi- 
ième  côté  ; 

a"*  Les  angles  et  l'excès  de  l'hypoténuse  sur  un  des  côtés  de  l'angle 
roit. 

128.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  angle  circonscrit,  toute  tangente  à 
iarc  qui  tourne  sa  convexité  vers  le  sommet  détermine  avec  les  côtés  de 
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l'angle  un  triangle  dont  le  périmètre  est  constant  et  dont  le  troisième  côté 
est  vu  du  centre  du  cercle  sous  un  angle  constant.  —  Qu'arrive-t-il  lors- 
que la  tangente  est  menée  par  un  point  de  l'arc  concave? 

129.  Construire  un  triangle,  connaissant  son  périmètre,  un  angle  en 
grandeur  et  en  position,  et  un  point  du  troisième  côté. 

130.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 

i"  Un  angle,  ainsi  que  la  hauteur  et  la  médiane  issues  de  son  sommet; 
a*"  Un  côté,  un  angle  et  une  hauteur  (cinq  cas). 

131.  Construire  un  triangle  ayant  des  angles  donnés  et  tel,  que  ses 
sommets  appartiennent  à  deux  circonférences  concentriques  données. 

132.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  différence  des 
angles  à  la  base,  et  sachant  que  le  sommet  doit  être  situé  sur  une  droite 
donnée. 

133.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  diamètre  du  cercle  inscrit  est  égal 
à  l'excès  de  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

134.  Étant  donnés  un  triangle,  le  cercle  inscrit  et  les  trois  cercles  ex- 
inscrits, démontrer  :  i°  que  les  quatre  points  de  contact  qui  se  trouvent 
sur  un  même  côté  (deux  intérieurs  et  deux  extérieurs)  sont  deux  à  deux 
équidistants  du  milieu  de  ce  côté  ;  2."  que  la  distance  d'un  point  de  con- 
tact extérieur  au  plus  éloigné  des  deux  sommets  situés  sur  le  même  côté 
est  égale  au  demi-périmètre  du  triangle  ;  S**  que  la  distance  du  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  à  l'un  des  sommets  situés  sur  le  même  côté  est 
égale  au  demi-périmètre  diminué  du  côté  opposé  à  ce  sommet  ;  4°  que  la 
distance  des  deux  points  de  contact  intérieurs  situés  sur  le  côté  consi- 
déré est  égale  à  la  différence  des  deux  autres  côtés  du  triangle  ;  5°  que  la 
distance  des  deux  points  de  contact  extérieurs  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres  côtés  du  triangle;  6*^  que  la  distance  du  point  de  contact  du 
cercle  inscrit  à  l'un  des  points  de  contact  extérieurs  est  égale  à  celui  des 
deux  autres  côtés  du  triangle  qui  aboutit  au  sommet  situé  entre  ces  deux 
points  de  contact. 

133.  Soient  ABC  un  triangle,  D  le  centre  du  cercle  circonscrit,  0  celui 
du  cercle  inscrit,  et  0',  0",  0'",  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  respec- 
tivement situés  dans  les  angles  A,  B,  C;  démontrer  :  i**  que  le  cercle  cir- 
conscrit passe  par  les  milieux  des  droites  00',  00",  00'";  i°  que  les 
quatre  points  0,  B,  C,  0',  sont  sur  un  même  cercle  dont  le  centre  est  sur 
la  circonférence  D;  3"  que  les  points  0",  B,  C,  0'",  sont  sur  un  même 
cercle  dont  le  centre  est  sur  la  circonférence  D. 

136.  Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  ; 
par  r  celui  du  cercle  inscrit,  par  r\  /■",  r'\  ceux  des  cercles  ex-inscrits; 
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par  S,  o\  S'\  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit sur  les  côtés;  par  ix,  a',  p",  les  portions  de  ces  perpendiculaires 
coaiprises  entre  les  côtés  du  triangle  et  la  circonférence  circonscrite,  on  a 
les  relations 

/•'h-  /•"-+-  r'"  —  4R  H-  '■, 

fi  -H  a'  -i-  p,"  =  2  R  —  /', 

S-^S'  ^d"  =     R  -h  r. 

La  dernière  relation  suppose  que  le  centre  D  du  cercle  circonscrit  est 
situé  à  l'intérieur  du  triangle.  Dans  le  cas  où  le  point  D  est  extérieur, 
comment  faut-il  modifier  cette  relation? 

137.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 

i"  Le  rayon  du  cercle  inscrit,  un  angle  et  la  hauteur  issue  de  son 
sommet; 

2"  Un  côté,  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres,  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit  ou  de  l'un  des  cercles  ex-inscrits  ; 

3°  Les  centres  des  trois  cercles  ex-inscrits. 

138.  Construire  trois  cercles  égaux  qui  se  touchent  deux  à  deux  et  qui 
touchent  intérieurement  un  cercle  donné. 

139.  Étant  donnés  la  base  et  l'angle  au  sommet  d'un  triangle,  trouver 
les  lieux  des  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits. 

140.  Le  trapèze  isocèle  est  le  seul  trapèze  inscriptible. 

§  VII.  —  Appendice. 

14i.  ABC  étant  un  triangle  quelconque,  on  construit  sur  les  côtés  les 
carrés  ABDE,  ACFG,  BCHK  ;  on  mène  EG,  DK,  IIP,  DC,  BF,  et  l'on  abaisse 
la  hauteur  AI;  démontrer  :  i*'  que  les  trois  droites  DC,  BF,  AI,  concou- 
rent en  un  même  point;  2**  que  les  perpendiculaires  abaissées  respecti- 
vement de  A  sur  EG,  de  B  sur  DK,  et  dejC  sur  FH,  concourent  en  un 
même  point. 

142.  Partager  un  arc  de  cercle  en  deux  parties  telles,  que  la  somme  ou 
la  différence  de  leurs  cordes  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

143.  Deux  cercles  0  et  0'  et  une  droite  XY  étant  donnés,  trouver 
sur  XY  un  point  tel,  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux 
cercles  soient  également  inclinées  sur  la  droite  XY. 

144.  Étant  donnés  une  droite  XY  et  deux  points  A  et  B  situés  d'un 
même  côté  de  cette  droite,  trouver  sur  XY  un  point  M  tel,  que  l'angle  AMX 
soit  double  de  l'angle  BMY. 

145.  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  diamètre  fixe  AOB.  Du 
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point  B,  on  mène  une  corde  BC,  que  l'on  prolonge  d'une  quantité  CD  égale 
à  BC.  On  tire  les  droites  CA  et  DO,  qui  se  coupent  en  M.  Quel  est  le  lieu 
du  point  M,  lorsque  la  corde  BC  tourne  autour  du  point  B? 

146.  On  donne  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rectangulaires  AA',  BB'. 
Du  point  A,  on  mène  une  sécante  ACI  qui  coupe  le  cercle  en  C  etle*dia- 
mètre  BB'  prolongé  en  I.  La  tangente  en  C  au  cercle  0  et  la  perpendicu- 
laire en  I  au  diamètre  BB'se  rencontrent  en  un  point  M  dont  on  demande 
le  lieu. 

147.  Construire  un  triangle  équilatéral,  sachant  qu'il  doit  s'appuyer  par 
ses  trois  sommets  sur  trois  circonférences  concentriques  données. 

148.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  angles,  et  qui  ait  ses 
trois  sommets  sur  trois  droites  parallèles  données. 

149.  Trouver,  dans  le  plan  d'un  triangle,  le  point  dont  la  somme  des 
distances  aux  trois  sommets  est  un  minimum. 

150.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  deux  angles  opposés,  les 
longueur  des  deux  diagonales  et  l'angle  qu'elles  forment. 

151 .  Dans  le  plan  d'un  angle  donné  BAC,  mener  par  un  point  donné  D 
une  droite  DBC  telle,  que  le  périmètre  du  triangle  ABC  ainsi  formé  ait  une 
longueur  donnée. 

152.  D'un  point  donné  comme  centre,  décrire  une  circonférence  qui 
coupe  une  droite  donnée,  de  manière  que  l'un  des  segments  déterminés  par 
la  droite  soit  capable  d'un  angle  donné. 

153.  Couper  un  triangle  donné  par  une  droite  telle,  que  les  deux  seg- 
ments interceptés  sur  cette  droite  par  les  trois  côtés  du  triangle  (pro- 
longés s'il  est  nécessaire)  aient  des  longueurs  données. 

154.  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  en  un  point  donné, 
et  qui  coupe  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné. 

155.  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A;  une  perpendiculaire 
quelconque  DE  à  l'hypoténuse  coupe  le  côté  BA  en  D,  le  côté  CA  en  F; 
on  mène  les  droites  DC  et  BF  qui  se  rencontrent  en  M  ;  trouver  le  lieu  du 
point  M. 
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LIVRE  III. 

LES   FIGURES   SEMBLABLES. 


§  I.  —  Lignes  proportionnelles. 

150.  Démontrer  que,  si  l'on  mène  entre  les  deux  côtés  d'un  triangle 
une  suite  de  parallèles  à  la  base,  la  médiane  qui  correspond  à  cette  base 
est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  diagonales  des  trapèzes  ainsi 
obtenus. 

137.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'un  plan  également 
éclairés  par  deux  foyers  lumineux  placés  dans  ce  plan,  et  dont  les  inten- 
sités à  l'unité  de  distance  sont  représentées  par  les  nombres  a  et  b. 

lo8.  Trouver  dans  le  plan  déterminé  par  trois  foyers  lumineux  le  point 
également  éclairé  par  chacun  d'eux. 

159.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  partagent  dans  un  rapport  donné  — 

toutes  les  droites  comprises  entre  un  point  donné  A  et  un  cercle  donné  0. 

100.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  sous  un  môme  angle  donné 
deux  cercles  donnés. 

101.  Trouver  le  point  d'où  l'on  voit  sous  un  même  angle  donné  trois 
cercles  donnés. 

102.  Soient  deux  droites  quelconques  AB  et  XY.  Si  AB  est  divisée  au 
point  C  dans  le  rapport  —  •,  et  si  des  points  A,  B,  C,  on  mène  jusqu'à  XY 
les  parallèles  AA',  BB',  CC,  à  une  direction  quelconque,  on  a  toujours 

CC'(w4-/0=  «.AA'-h  ///.BB'. 

§  II.  —  Lignes  proportionnelles  dans  le  cercle. 

163.  Étant  donnés  un  point  A  et  un  cercle  0,  on  mène  à  ce  cercle  par 
le  point  A  une  sécante  ABC  sur  laquelle  on  prend  un  point  M  tel,  qu'on 
ait  AM.AC=  X-=;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  sécante 
ABC  tourne  autour  du  point  A. 

21 
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164.  D'un  point  donné  hors  d'un  cercle,  lui  mener  une  sécante  telle, 
que  la  corde  interceptée  soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante 
entière  et  sa  partie  extérieure. 

163.  D'un  point  donné  hors  d'un  cercle,  lui  mener  une  sécante  telle, 
que  le  produit  de  la  sécante  entière  par  sa  partie  intérieure  soit  égal  à 
un  carré  donné  P. 

166.  Étant  donné  un  triangle  obtusangle,  mener  du  sommet  de  l'angle 
obtus  au  côté  opposé  une  droite  dont  le  carré  soit  égal  au  produit  des 
segments  qu'elle  détermine  sur  ce  côté. 

167.  AB  est  un  diamètre  d'un  cercle,  CD  une  corde  perpendiculaire 
à  AB;  par  un  point  P  pris  sur  CD,  on  mène  une  corde  APQ  :  démontrer 
que  le  produit  AP.AQ  est  constant. 

168.  Si  l'on  joint  le  centre  d'un  cercle  à  un  point  d'une  corde,  le  carré 
de  la  droite  obtenue,  plus  le  produit  des  segments  que  le  point  choisi 
détermine  sur  la  corde,  est  égal  au  carré  du  rayon; 

169.  Les  cordes  communes  à  un  cercle  fixe  et  à  tous  les  cercles  que 
l'on  peut  mener  par  deux  points  donnés,  passent  par  un  point  fixe. 

170.  Dans  tout  triangle,  la  demi-différence  de  deux  côtés  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  distances  du  milieu  du  troisième  côté  aux  points  où 
ce  côté  est  coupé  par  la  bissectrice  et  la  hauteur  issues  du  sommet  de 
l'angle  opposé;  de  même,  la  demi-somme  de  deux  côtés  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  distances  du  milieu  du  troisième  côté  aux  points  où 
ce  côté  est  coupé  par  la  bissectrice  du  supplément  de  l'angle  opposé  et 
par  la  hauteur  issue  du  sommet  de  cet  angle. 

171.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle, 
on  mène  la  bissectrice  AD  de  l'angle  A  qui  coupe  BC  en  D  et  le  cercle 
circonscrit  en  E,  et  la  bissectrice  AD'  du  supplément  de  l'angle  A  qui 
coupe  BC  prolongé  en  D'  et  le  cercle  circonscrit  en  E'  :  démontrer  que  BE 
est  la  moyenne  proportionnelle  de  EA  et  de  ED,  et  que  BE'  est  la  moyenne 
proportionnelle  de  E'A  et  de  E'D'. 

172.  On  donne  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  en  grandeur  et  en  po- 
sition, et  la  somme  des  inverses  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle  : 
démontrer  que  la  base  du  triangle  passe  par  un  point  fixe. 

173.  Deux  droites  se  coupent  à  angle  droit  dans  un  cercle  ou  hors  d'un 
cercle  :  démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  deux  droites  opposées 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  la  circonférence  est  égale 
au  carré  du  diamètre,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  quatre  segments 
des  deux  droites  données. 
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174.  Si,  dans  le  problème  précédent,  AB  et  CD  sont  les  cordes  inter- 
ceptées par  la  circonférence  0  sur  les  deux  droites  données  qui  se  coupent 
perpendiculairement  en  E,  on  a 

Âb'-+-Cd'-+-4ÔÊ'  =  8ÔÂ\ 

175.  Soit  un  demi-cercle  décrit  sur  AB;  deux  cordes  quelconques  AD 
et  BC  se  coupent  en  P  :  démontrer  que  AB  =  AD.  AP  -h  BC.BP. 

176.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  soient  M  le  milieu  de  la  base  BC, 
I  son  point  de  contact  avec  le  cercle  inscrit  au  triangle,  H  et  K  les  points 
de  rencontre  de  la  hauteur  et  de  la  bissectrice  issues  du  sommet  A  avec 
BC:  démontrer  la  relation 

MI.Hl=:MH.KI. 

177.  R,  V-,  p,,Pj,  Pj,  étant  les  rayons  du  cercle  circonscrit,  du  cercle 
inscrit  et  des  cercles  ex-inscrils  à  un  triangle  quelconque,  et  d^  §^^  (î^,  ^3, 
étant  les  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  centres  des  cercles 
inscrit  et  ex-inscrits:  démontrer  les  relations 

R^=r/^^aKr  =  Q?-2Rp.  =  Q^'-2Ro.=dl-2Rp,  ^'^'"^'^'"^'^'^'^'■. 

178.  Si  ABCD  est  un  parallélogramme,  et  si  l'on  décrit  un  cercle  pas- 
sant par  A  et  coupant  respectivement  en  F,  H,  G,  les  côtés  AB  et  AD  et 
la  diagonale  AC,  démontrer  la  relation 

AB.AF-f-AD.AU-r  AC.AG. 

179.  Un  cercle  et  un  quadrilatère  inscrit  étant  donnés,  démontrer  que 
si  l'on  complète  le  quadrilatère  : 

1°  Le  carré  de  la  troisième  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  tangentes  issues  de  ses  extrémités; 

2"  Cette  diagonale  est  égale  à  la  somme  des  deux  tangentes  issues  de 
son  milieu; 

3°  Le  cercle  décrit  sur  cette  diagonale  comme  diamètre  coupe  ortho- 
gonalement  le  cercle  donné. 

180.  Deux  cercles  A  et  B  se  touchent  en  C;  d'un  point  D  quelconque 
extérieur  à  ces  cercles,  on  voit  sous  le  même  angle  les  rayons  AC  et  BC. 
Si  du  point  D  on  mène  aux  deux  cercles  les  tangentes  DE  et  DF,  on  a 

DE.DF=DC\ 

181.  Si,  du  sommet  d'un  angle  A  d'un  triangle  quelconque  AB(^,  on 
mène  une  droite  AB'  anti-parallèle  à  AC  par  rapport  à  l'angle  C,  puis  une 

21, 
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droite  AC  anti-parallèle  à  AC  par  rapport  à  l'angle  B,  on  obtient  sur  le 
troisième  côté  BC  trois  segments  B'C,  BC,  CB',  dont  les  deux  extrêmes  BC 
et  CB'  sont,  l'un  BC  adjacent  au  côté  AB,  l'autre  CB' adjacent  au  côtéAC; 
démontrer  : 

i''  Que  chaque  côté  de  l'angle  A  est  moyen  proportionnel  entre  le  troi- 
sième côté  et  le  segment  qui  lui  est  adjacent; 

2°  Que  les  deux  droites  AC'et  AB'  sont  égales  entre  elles,  et  que  cha- 
cune d'elles  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  ex- 
trêmes BC  et  CB'. 

Déduire  de  là  une  démonstration  directe  des  théorèmes  des  n°'  222 
et  224. 

182.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  du  cercle  circonscrit  sur  les  trois  côtés  est  égale  à  la  somme  des 
rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

183.  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cercle  qui  coupe  en  deux 
parties  égales  une  circonférence  donnée. 

184.  Si  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  d'un  triangle  sont  égales, 
ce  triangle  est  isocèle. 

185.  ABC  étant  un  triangle  quelconque,  D  le  milieu  de  la  base,  E  le 
pied  de  la  hauteur  abaissée  sur  cette  base,  L  le  pied  de  la  bissectrice  de 
l'angle  opposé  A,  enlin  H  et  K  les  points  de  contact  de  BC  avec  le  cercle 
inscrit  au  triangle  et  le  cercle  ex-inscrit  dont  le  point  de  contact  est  entre  B 
et  C,  démontrer  les  relations 

LH.LK=:LD.LE,     HD.HE  =  DE.HL. 

186.  Quatre  points  étant  sur  une  môme  circonférence,  dans  chacun  des 
triangles  formés  par  ces  quatre  points  pris  trois  à  trois,  existe  un  point 
de  rencontre  des  hauteurs  :  démontrer  que  ces  quatre  points  de  rencontre 
sont  sur  une  même  circonférence  égale  à  la  première. 

187.  La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  d'un  triangle  est  égale  : 

i"  A  deux  fois  la  somme  des  produits  de  chaque  hauteur  par  la  portion 
comprise  sur  elle  entre  le  sommet  correspondant  et  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  ; 

2°  A  douze  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  moins  la  somme 
des  carrés  des  trois  droites  qui  unissent  les  sommets  au  point  de  concours 
des  trois  hauteurs. 

§  III.  —  Similitude  des  polygones. 

188.  Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  font  respectivement  avec  les  trois  côtés 
d'un  autre  triangle  des  angles  égaux,  ces  deux  triangles  sont  semblables. 
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J89.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  y  inscrire  un  triangle  semblable  à 
un  triangle  donné,  et  qui  ait  l'un  de  ses  sommets  en  un  point  donné  sur 
l'un  des  côtés  du  triangle  ABC. 

190.  Un  billard  circulaire  étant  donné,  dans  quelle  direction  faut-il 
lancer  la  bille  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ,  après  avoir  frappé 
deux  fois  la  bande'? 

491.  Si  un  triangle  circonscrit  à  un  triangle  fixe  se  meut  en  restant 
semblable  à  lui-même,  un  point  quelconque  de  son  plan  décrit  une  cir- 
conférence. 

19:2.  On  donne  une  droite  XY  et  un  angle  BAC  dont  le  sommet  est  en 
un  point  fixe  A  hors  de  cette  droite.  Le  point  B  étant  le  point  commun  à 
la  droite  XY  et  au  côté  BA,  on  prend  sur  l'autre  côté  de  l'angle  BAC  un 
point  C  tel,  qu'on  ait 

AB.AC=/^ 

Déterminer  le  lieu  décrit  par  le  point  C  lorsque  l'angle  BAC  tourne  autour 
de  son  sommet. 

193.  Mener  à  un  cercle  donné,  par  deux  points  donnés  extérieurement, 
deux  sécantes  qui  se  coupent  sur  le  cercle,  et  dont  les  deux  autres  points 
d'intersection  avec  la  circonférence  déterminent  une  corde  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

19  i.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  triangle  semblable  à  un  triangle 
donné,  et  qui  soit  minimum. 

195.  Circonscrire  au  système  de  trois  cercles  donnés  un  triangle  sem- 
blable à  un  triangle  donné,  et  qui  soit  maximum. 

196.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  trois  cercles  dont  les  rayons  et 
les  distances  des  centres  soient  dans  un  rapport  donné,  et  qui  forment  un 
système  minimum. 

197.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  d'un  triangle  semblable  à 
un  triangle  donné,  et  dont  un  sommet  reste  fixe,  tandis  que  l'autre  décrit 
une  droite  ou  une  circonférence  donnée. 

198.  On  donne  un  point  A  et  une  droite  BC  ;  trouver  le  lieu  des  points  M 
qui  divisent  les  sécantes  AN  menées  du  point  à  la  droite,  de  manière 
qu'on  ait 

AM.AN  =  /^ 

199.  Les  diagonales  AC,  BD  d'un  quadrilatère  inscrit  ABCD  se  coupent 
en  E  :  démontrer  qu'on  a 

AB.BC       BE 

AD.DC~EO* 
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200.  Si  un  carré  DEFG  est  inscrit  dans  un  triangle  rectangle  ABC,  de 
manière  qu'un  côté  DE  du  carré  coïncide  avec  l'hypoténuse  BC,  ce  côté 
est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  segments  BD  et  EC  de  l'hypo- 
ténuse. 

201.  La  droite  AB  étant  divisée  aux  points  C  et  D  de  manière  qu'on  ait 

AB  _  AC 

ag~~ad' 

si  Ton  mène  par  le  point  A  une  autre  droite  AE  égale  à  AC,  démontrer 
que  l'angle  BED  a  EC  pour  bissectrice. 

202.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle,  de  manière  que  les  seg- 
ments de  l'une  présentent  le  même  rapport  que  les  segments  de  l'autre, 
la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  deux  segments  homologues  passe  par 
le  centre  du  cercle. 

203.  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A;  une  perpendiculaire  DE 
à  l'hypoténuse  coupe  le  côté  BA  en  D,  le  côté  CA  en  F;  on  mène  les 
droites  CD,  BF,  qui  se  coupent  :  lieu  des  points  M  d'intersection. 

204.  Un  triangle  BAC  étant  inscrit  dans  une  demi-circonférence,  une 
perpendiculaire  menée  en  D  à  l'hypoténuse  BC  coupe  les  côtés  BA  et  AC 
du  triangle  et  la  demi-circonférence  aux  points  E,  G,  F  :  démontrer  la 
relation 

df'  =  de.dg. 

205.  Si,  d'un  point  A  d'une  circonférence,  on  mène  les  cordes  AB, 
AC,  etc.,  qu'on  les  coupe  par  une  corde  DE  parallèle  à  la  tangente  en  A, 
le  produit  de  chaque  corde  issue  du  point  A  par  le  segment  compris  sur 
elle  entre  le  point  A  et  la  corde  DE,  est  constant. 

206.  Étant  donnés  un  parallélogramme  ABCD  et  deux  points  P  et  Q 
sur  les  côtés  AD  et  CD,  si  l'on  mène  par  ces  points,  dans  une  direction 
quelconque,  deux  parallèles  qui  rencontrent  respectivement  en  M  et 
en  M' les  deux  côtés  AB  et  CB,  le  produit  AM.CM'  est  constant. 

207.  On  donne  trois  droites  parallèles  et  deux  points  P  et  Q  ;  si,  autour 
de  ces  points,  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  sur  l'une  des 
trois  parallèles  et  qui  rencontrent  respectivement  les  deux  autres  en  M 
et  en  M',  la  droite  MM'  passe  par  un  point  fixe. 

208.  Si,  par  le  sommet  d'un  angle  donné  et  par  un  point  extérieur  à 
cet  angle,  on  fait  passer  une  série  de  cercles,  ces  cercles  divisent  les  deux 
côtés  de  l'angle  en  parties  proportionnelles.  —  Quel  est  le  lieu  du  milieu 
des  cordes  interceptées  entre  les  côtés  de  l'angle  donné? 


QUESTIONS   PROPOSÉES.  827 

209.  Ou«nid  un  losange  ABCD  est  circonscrit  à  un  cercle,  toute  tan- 
gente MM'  à  ce  cercle  détermine  sur  les  côtés  AB  et  AD  deux  segments 
BM  et  DM'  dont  le  produit  est  constant. 

210.  Deux  cercles  tangents  extérieurement  étant  donnés,  la  portion 
de  tangente  commune  extérieure  comprise  entre  ces  deux  points  de  con- 
tact est  la  moyenne  proportionnelle  des  diamètres  des  deux  cercles. 

211.  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  0  tel,  que  les 
circonférences  passant  par  ce  point  et  deux  des  sommets  du  triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  droites  données. 

212.  Si,  sur  les  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC,  on  décrit  des 
cercles  de  manière  que  leur  second  point  d'intersection  se  trouve  sur  la 
base  BC  ou  sur  son  prolongement,  les  diamètres  de  ces  cercles  sont  pro- 
portionnels aux  côtés  sur  lesquels  on  les  a  respectivement  décrits. 

213.  CDE  étant  la  tangente  commune  à  deux  circonférences  et  rencon- 
trant la  ligne  des  centres  AB  au  point  E,  si  l'on  mène  aux  deux  circon- 
férences une  sécante  FGHKE,  démontrer  la  relation 

EC.ED  =  EF.EK  =  EG.EH. 

21  i.  Si  un  cercle  quelconque  touche  deux  autres  cercles  donnés,  la 
droite  qui  unit  les  deux  points  de  contact  passe  par  un  point  fixe. 

215.  Lorsque  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  et  deux  angles  sup- 
plémentaires chacun  à  chacun,  les  côtés  de  ces  triangles  respectivement 
opposés  à  ces  angles  sont  proportionnels. 

216.  Soient  dans  un  cercle  le  diamètre  AB  et  la  perpendiculaire  AC  à 
ce  diamètre;  si,  par  un  point  C  quelconque  de  cette  perpendiculaire,  on 
mène  au  cercle  une  seconde  tangente  CD,  la  perpendiculaire  DE,  menée 
par  le  point  de  contact  D  au  diamètre  AB,  est  divisée  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  CB. 

217.  On  donne  deux  cercles  dont  l'un  a  pour  centre  un  point  0  de  la 
circonférence  de  l'autre;  si  l'on  mène  au  cercle  0  une  tangente  quel- 
conque qui  rencontre  l'autre  cercle  en  M  et  en  M',  le  produit  OM.OM' 
est  constant. 

218.  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle.  —  Discussion. 

219.  Inscrire  dans  un  rectangle  donné  un  rectangle  semblable  à  un 
autre  rectangle  donné.  —  Discussion. 

220.  Un  angle  AOB,  tournant  autour  de  son  sommet  0,  intercepte  sur 
les  côtés  d'un  angle  fixe,  supplémentaire  du  premier,  une  corde  AB  : 
trouver  le  lieu  des  points  qui  divisent  cette  corde  dans  un  rapport  donné. 
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221.  rt,  ^,  r,  désignant  les  longueurs  des  , trois  côtés  d'un  triangle; 
/?,  <7,  /%  celles  des  trois  hauteurs;  ^,  /,  z,  les  côtés  des  trois  carrés  in- 
scrits; x\  y,  z',  les  côtés  des  trois  carrés  çx-inscrits  :  démontrer  les  re- 
lations 

Il       I         ï_^^        ^_^^ 
X       p       a         y       q       h         z       r       c 

I  I        1  I  1         1  I         1         I 

x'      p       a       y'       (j       b^      z'       r       c 

222.  Sur  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  décrit  extérieurement  au 
triangle  un  carré  BCDE;  on  mène  les  droites  AD  et  AE  qui  coupent  BC 
en  P  et  Q  :  démontrer  que  PQ  est  égal  au  côté  du  carré  inscrit  dans  le 
triangle  ABC  et  reposant  sur  BC. 

223.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  produit  des  distances  des  points  B  etC 
à  la  bissectrice  de  Tangle  intérieur  A,  est  égal  au  produit  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  extérieur  supplémentaire  par  la  distance  du  milieu  de  BC 
à  la  première  bissectrice;  de  même,  le  produit  des  distances  des  points  B 
et  C  à  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  A  est  égal  au  produit  de  la  bis- 
sectrice de  l'angle  intérieur  supplémentaire  par  la  distance  du  milieu 
de  BC  à  la  première  bissectrice. 

224.  La  distance  d'un  point  M  d'une  circonférence  à  une  corde  quel- 
conque est  la  moyenne  proportionnelle  des  distances  du  même  point  aux 
tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  corde  considérée. 

225.  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  circonfé- 
rence à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  cette  circonfé- 
rence, est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres 
côtés. 

226.  Si  des  trois  sommets  d'un  triangle  et  du  point  de  rencontre  de 
ses  médianes,  on  mène  des  parallèles  dans  une  direction  donnée  jusqu'à 
un  axe  quelconque,  la  dernière  parallèle  est  la  moyenne  arithmétique  des 
trois  premières. 

227.  Étant  donnés  deux  triangles  et  un  point,  mener  par  ce  point  une 
droite  telle,  que  les  sommes  respectives  des  distances  des  sommets  des 

deux  triangles  à  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné  —  • 

§  IV.  —  Relations  métriques  entre  les  différentes  parties 
d'un  triangle. 

228.  Si,  du  milieu  d'un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  la  différence  des  carrés  des  seg- 
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menls  déterminés  sur  l'hypoténuse  est  égale  au  carré  de  l'autre  côté  du 
triangle. 

229.  Soit  l'angle  droit  AOB  placé  au  centre  de  la  circonférence  OA. 
D'un  point  quelconque  C  pris  sur  l'arc  AB,  on  abaisse  sur  OA  ou  sur  OB 
la  perpendiculaire  CD,  qui  rencontre  en  E  le  rayon,  bissectrice  de  l'angle 
AOB  :  démontrer  la  relation 

230.  Si,  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un  polygone,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  tous  ses  côtés,  les  deux  sommes  des  carrés  des  segments 
ainsi  déterminés,  pris  alternativement,  sont  égales. 

231.  Étant  donné  un  cercle  0,  on  décrit  un  demi-cercle  sur  l'un  de 
ses  rayons  OA,  et  l'on  mène  à  ce  rayon  une  perpendiculaire  CDE  qui 
coupe  le  cercle  0  en  D  et  le  demi-cercle  OA  en  E  :  démontrer  la  relation 

232.  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est 
le  double  de  la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés. 

233.  Soit  G  le  point  de  rencontre  des  médianes  d'un  triangle  ABC;  dé- 
montrer la  relation 

Âb'  +  ÂcVbc'=  3(Âg'  +  Bg'  +  Cg'). 

—  En  déduire  le  rapport  de  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle 
à  la  somme  des  carrés  de  ses  médianes. 

234.  Soient  G  le  point  de  rencontre  des  médianes  d'un  triangle  ABC, 
et  M  un  point  quelconque  pris  dans  son  plan  :  démontrer  la  relation 

MÂVmb'-^Mc'  =  Âg'-^Bg'4-Cg'h-3MG\ 

233.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  le  lieu  des  points  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  aux  trois  sommets  du  triangle  est  con- 
stante et  égale  à  un  carré  donné  X■^ 

236.  La  somme  des  carrés  de  deux  côtés  d'un  quadrilatère,  plus  la 
somme  des  carrés  des  diagonales,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  côtés,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  ligne  qui  joint  les  mi- 
lieux de  ces  côtés. 

237.  La  somme  des  carrés  des  diagonales  d'un  trapèze  est  égale  à  la 


33o  GÉOMÉTRIE    PLANE. 

somme  des  carrés  des  côtés  non  parallèles,  plus  deux  fois  le  produit  des 
bases. 

238.  Si  l'on  prend  deux  points  à  égale  distance  du  centre  sur  le  dia- 
mètre d'un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  de  la  cir- 
conférence à  ces  deux  points  est  constante. 

239.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  produit  des  distances  des  points  B  etC 
à  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur  A  est  égal  au  carré  de  la  moitié  de  BC, 
diminué  du  carré  de  la  demi-différence  des  côtés  AB  et  AC;  de  même,  le 
produit  des  distances  des  points  B  et  C  à  la  bissectrice  de  l'angle  exté- 
rieur A  est  égal  au  carré  de  la  demi-somme  des  côtés  AB  et  AC,  diminué 
du  carré  de  la  moitié  de  BC. 

240.  Le  sommet  A  d'un  rectangle  ABCD  est  fixe,  les  sommets  B  et  D 
se  meuvent  sur  un  même  cercle  ;  quel  est  le  lieu  du  sommet  G  opposé  au 
sommet  A? 

241.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  partagent  les  diverses  cordes  d'un 
cercle  donné  en  deux  segments  (additifs  ou  soustractifs)  dont  le  produit 
soit  constant. 

242.  Étant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  P,  trouver  le  lieu  des 
points  M  tels,  que  la  distance  MP  soit  égale  à  la  tangente  menée  du 
point  M  au  cercle  0. 

243.  b  et  c  étant  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  et  h 
la  hauteur  qui  correspond  à  l'hypoténuse,  démontrer  la  relation 

II        j 

244.  «,  b,  c,  étant  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  en  A,  et  h  la  hau- 
teur qui  correspond  à  l'hypoténuse  a,  le  triangle  qui  a  pour  côtés  b  -h  c, 
h  et  a  -h  h,  est  aussi  rectangle. 

245.  Si  un  triangle  équilatéral  a  ses  sommets  respectivement  situés  sur 
trois  droites  parallèles,  et  si  ô  et  c  sont  les  distances  de  la  parallèle  inter- 
médiaire aux  deux  autres,  le  côté  du  triangle  a  pour  expression 


W" 


bc 


246.  Dans  tout  trapèze,  la  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  la 
différence  des  carrés  des  côtés  non  parallèles  comme  la  somme  des  côtés 
parallèles  est  à  leur  différence. 

247.  Calculer  les  diagonales  d'un  trapèze,  connaissant  ses  quatre  côtés. 
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2i8.  ABCD  est  un  (jiiadrilatère,  E  le  milieu  de  la  droite  qui  unit  les 
milieux  des  diagonales;  si  du  point  E  comme  centre  on  décrit  un  cercle, 
montrer  que  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  P  de  ce  cercle 
aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D,  est  constante  et  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  distances  du  centre  E  aux  mêmes  sommets,  plus  quatre 

foisËp'. 

249.  Une  corde  PAQ  coupe  en  A  le  diamètre  d'un  cercle  sous  un  angle 

de  45  degrés,  démontrer  que  AP  -h  AQ  est  égale  à  deux  fois  le  carré  du 
rayon. 

200.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle,  la  différence  de  leurs 
carrés  est  égale  à  la  différence  des  carrés  des  différences  de  leurs  seg- 
ments. 

201.  Si  l'on  prend  un  point  dans  l'intérieur  d'un  rectangle,  les  sommes 
(les  carrés  des  distances  de  ce  point  à  deux  sommets  opposés  sont  égales. 

202.  Si  l'on  mène  une  tangente  à  un  cercle,  la  partie  de  cette  tangente 
interceptée  par  les  tangentes  menées  aux  extrémités  d'un  même  diamètre 
est  divisée  au  point  de  contact  en  deux  segments  dont  le  produit  est  égal 
au  carré  du  rayon. 

233.  Si,  autour  de  deux  points  A  et  B  d'une  circonférence,  on  fait  tour- 
ner les  côtés  d'un  angle  droit  M,  et  que  du  point  N  où  le  côté  BM  coupe 
la  circonférence  on  abaisse  la  perpendiculaire  NP  sur  le  diamètre  AA',  le 

AM' 

rapport  -^  est  constant. 

Ar 

234.  Si  l'on  prend  respectivement  sur  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB,  d'un 
triangle  ABC,  trois  points  a,  ^,  7,  tels,  qu'on  ait 

(b7/  -  C^')  -+-  (c^'  -J~p)-h  {l'y  —  ¥/)  =  G, 

les  perpendiculaires  élevées  par  ces  points  sur  les  côtés  du  triangle  con- 
courent en  un  même  point. 

233.  Déduire  de  la  proposition  précédente  : 

I  °  Que  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
se  coupent  en  un  même  point,  qu'il  en  est  de  même  des  trois  hauteurs 
et  des  perpendiculaires  menées  aux  côtés  d'un  triangle  par  les  points  de 
contact  des  trois  cercles  ex-inscrits; 

2"  Que  si  les  perpendiculaires  menées  des  sommets  d'un  triangle  ABC 
sur  les  côtés  d'un  triangle  A'B'C  se  coupent  en  un  même  point,  récipro- 
quement les  perpendiculaires  menées  des  sommets  du  triangle  A'B'C  sur 
les  côtés  du  triangle  ABC  sont  aussi  concourantes. 
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2S6.  Soit  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  partagé  en  deux  autres 
triangles  rectangles  par  la  perpendiculaire  AD  abaissée  du  sommet  A  sur 
l'hypoténuse;  si  l'on  désigne  par  R,  r,  r',  les  rayons  des  cercles  inscrits 
dans  les  triangles  ABC,  ABD,  ACD,  on  a 

237.  Dans  un  triangle  quelconque,  une  perpendiculaire  étant  menée  du 
sommet  sur  la  base,  cette  base  est  à  la  somme  des  deux  autres  côtés 
comme  leur  différence  est  à  la  différence  ou  à  la  somme  des  segments  de 
la  base,  suivant  que  la  hauteur  considérée  tombe  en  dedans  ou  en  dehors 
du  triangle. 

258.  Si  un  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est  double  de 
l'autre,  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypo- 
ténuse la  divise  en  deux  segments  qui  sont  dans  le  rapport  de  i  à  4- 

259.  Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  de  2  à  3  se 
touchent  intérieurement,  et  par  le  centre  du  plus  petit  cercle  on  mène  une 
droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres;  démontrer  que  les  tangentes 
menées  au  plus  petit  cercle  par  les  points  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre le  plus  grand  sont  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre. 

2G0.  Deux  cercles  sont  tangents  enO;  par  le  point  0,  on  mène  à  angle 
droit  l'une  sur  l'autre  les  sécantes  communes  POP',  QOQ'  ;  A  et  A'  étant 
les  points  où  la  ligne  des  centres  coupe  les  deux  cercles,  démontrer  la 
relation 

PP''-^QQ''  =  ÂÂ''. 

261.  AOB  est  un  quadrant;  si  l'on  tire  la  corde  Qrj  parallèle  à  la 
corde  AB,  en  la  prolongeant  jusqu'à  ses  points  de  rencontre  R  et  r  avec 
les  rayons  AO  et  OB,  on  a 

Qr'  -h'o'r  =  Âb\ 

§  V.  —  Problèmes  relatifs  aux  lignes  proportionnelles. 

262.  Mener  par  un  point  donné  entre  deux  droites  données  une  droite 
telle,  que  le  point  donné  la  partage  dans  un  rapport  donné  —  • 

263.  Étant  donnés  deux  points  sur  une  circonférence,  déterminer  sur 
cette  circonférence  un  troisième  point  tel,  que  le  rapport  de  ses  distances 

aux  deux  premiers  soit  égal  à  un  rapport  donné  —  • 
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2G-i.  Déterminer  hors  dun  cercle  un  point  tel,  que  la  somme  des  deux 
fani^entes  menées  au  cercle  par  ce  point  soit  égale  à  la  sécante  entière 
qui  passe  par  ce  point  et  le  centre  du  cercle. 

265.  Inscrire  dans  un  triangle  un  rectangle  dont  le  rapport  des  côtés 
soit  donné. 

266.  On  donne  sur  deux  parallèles  deux  points  A  et  B,  et  un  point  C 
extérieur  à  ces  parallèles.  Mener  par  le  point  C,  à  ces  parallèles,  une  sé- 
cante dont  les  distances  des  points  d'intersection  aux  points  A  et  B  soient 
dans  un  rapport  donné. 

267.  Déterminer  le  point  dont  les  dislances  à  trois  points  donnés  sont 
dans  des  rapports  donnés. 

268.  Étant  donnés  une  circonférence  et  un  point,  mener  par  le  point 
une  sécante  qui   soit  divisée  par  cette  cinîonférence  dans  un  rapport 

^donné. 

269.  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent  :  mener  par  un  de  leurs 
points  d'intersection  une  sécante  telle,  que  le  produit  des  deux  cordes  in- 
terceptées soit  égal  à  un  carré  donné. 

270.  Déterminer  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  le 
ipoint  M  pour  lequel  la  différence  des  angles  MBC  et  MCB  est  maximum. 

271.  Inscrire  dans  un  triangle  un  parallélogramme  semblable  à  un  pa- 
allélogramme  donné. 

272.  Décrire  un  cercle  qui  coupe  en  deux  parties  égales  trois  circon- 
erences  données. 

273.  Construire  un  triangle,  connaissant  sa  base,  la  somme  ou  la  dif- 
jrenc^des  deux  autres  côtés,  et  sachant  que  son  troisième  sommet  est 
itué  sur  une  droite  donnée. 

27i.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  un  angle  et  le  rapport 
les  deux  autres  côtés. 

275.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  la  longueur  de 
i  bissectrice  de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

276.  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  triangle  : 
1°  Tel  que  sa  base  soit  parallèle  à  une  droite  donnée,  ses  deux  autres 

|ôtés  passant  respectivement  par  deux  j)oinls  donnés  sur  cette  droite; 
i  7."  Tel  que  sa  base  soit  parallèle  à  une  droite  donnée,  ses  deux  autres 
ôtés  passant  respectivement  par  deux  points  donnés  d'une  manière  quel- 
ionque  ; 

3"  Tel  que  ses  trois  côtés  passent  respectivement  par  trois  points  don- 
nés d'une  manière  quelconque. 
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277.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  produit  de  deux  côtés,  li 
médiane  relative  au  troisièrïie  côté  et  la  différence  des  angles  adjacents  i 
ce  côté. 

278.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  la  hauteur  relativ< 
au  côté  opposé  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

279.  Par  deux  points  donnés,  mener  à  une  circonférence  donnée  deuj 
sécantes  qui  se  coupent  sur  la  circonférence,  et  dont  les  deux  autrei 
points  d'intersection  déterminent  une  corde  parallèle  à  la  droite  qui  join 
les  deux  points  donnés. 

280.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  construire  ui 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  qui  ait  ses  sommets  respective 
ment  situés  sur  les  trois  circonférences  données. 

281 .  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  ou  la  différence  de  si 
diagonale  et  de  son  côté. 

282.  Étant  données  deux  droites  qu'on  ne  peut  prolonger,  mener  pai 
un  point  donné  une  droite  qui  aille  passer  par  le  point  de  concours  in 
connu  des  deux  premières. 

283.  Mener  par  le  point  d'intersection  de  deux  circonférences  une  se 
cante  telle,  que  les  cordes  interceptées  sur  elle  par  les  deux  circonférencei 
soient  dans  un  rapport  donné. 

284.  On  donne  deux  droites  et  un  point  dans  leur  angle;  déterminai 
sur  Tune  d'elles  un  point  qui  soit  à  la  même  distance  du  point  donné  e 
de  la  seconde  droite. 

28.^.  Partager,  lorsque  cela  est  possible,  une  droite  donnée  ^  deu3 
parties  telles,  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  un  carré  donné 

286.  Diviser  une  droite  donnée  en  deux  parties  telles,  que  la  somme  d( 
leurs  carrés  soit  minimum. 

287.  Partager  une  droite  donnée  en  trois  parties  telles,  que  la  pre- 
mière et  la  seconde  soient  dans  le  rapport  de  deux  droites  données  U 
et  N,  et  la  seconde  et  la  troisième  dans  le  rapport  de  deux  autres  droileî 
données  P  et  Q. 

288.  Déterminer  le  point  dont  les  distances  aux  trois  côtés  d'un  triangle 
sont  proportionnelles  à  trois  droites  données. 

289.  Construire  un  quadrilatère  mscriptible,  connaissant  ses  quatre 
côtés.  —  Déduire  de  cette  construction  la  réciproque  du  théorème  du 
n'*  241 . 
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290.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  deux  dragonales  et  les  deux 
côtés  non  parallèles. 

291 .  Par  un  point  donné,  faire  passer  une  circonférence  qui  touche 
deux  droites  données. 

292.  Par  un  point  donné,  faire  passer  une  circonférence  tangente  à 
deux  circonférences  données. 

293.  Par  un  point  donné,  faire  passer  une  circonférence  tangente  à  une 
droite  et  à  une  circonférence  données.  • 

294.  Construire  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  données  et 
à  une  circonférence  donnée. 

295.  Construire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  donnée  et  à 
deux  circonférences  données. 

§  VI.  —  Polygones  réguliers. 

296.  En  joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  d'un  pentagone  régulier 
ou  en  prolongeant  ses  côtés  de  deux  en  deux,  les  points  d'intersection 
obtenus  forment  intérieurement  ou  extérieurement  un  autre  pentagone 
régulier. 

297.  Si  l'on  prolonge  deux  côtés  AB  et  CD  d'un  polygone  régulier  de 
centre  0,  séparés  par  un  seul  côté  BC,  jusqu'à  leur  rencontre  en  E,  le 
quadrilatère  AECO  est  inscriptible. 

298.  Prouver  qu'on  peut  exécuter  un  pavage,  soit  avec  des  triangles 
équilatéraux,  soit  avec  des  carrés,  soit  avec  des  hexagones  réguliers.  —  On 
ne  peut  le  faire  en  employant  des  pentagones  réguliers  ou  des  polygones 
réguliers  de  plus  de  six  côtés. 

299.  On  peut  exécuter  un  pavage,  soit  en  assemblant  à  la  fois  des  carrés 
et  des  octogones  réguliers  de  même  côté,  soit  en  assemblant  des  triangles 
équilatéraux  et  des  dodécagones  réguliers  de  même  côté,  soit  en  assemblant 
des  décagones  et  des  pentagones  réguliers  de  même  côté. 

300.  Un  polygone  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  est  régulier.  —  Un 
polygone  équilatéral  circonscrit  à  un  cercle  est  régulier,  si  le  nombre  de 

es  côtés  est  impair. 

301.  Un  polygone  équiangle  inscrit  dans  un  cercle  est  régulier,  si  le 
ombre  de  ses  côtés  est  impair.  —  Un  polygone  équiangle  circonscrit  à  un 

cercle  est  régulier. 

302.  Si  l'on  rapporte  un  polygone  régulier  à  deux  axes  coordonnés,  les 
coordonnées  de  son  centre  sont  respectivement  les  moyennes  arithmétiques 
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des  coordonnées  de-ses  différents  sommets  par  rapport  aux  axes  considérés. 

—  Application  au  triangle  équilatéral. 

303.  Si  des  sommets  d'un  triangle  équilatéral  inscrit,  on  mène  des  per- 
pendiculaires sur  un  diamètre  du  cercle  circonscrit,  l'ordonnée  qui  tombe 
d'un  côté  de  ce  diamètre  est  égale  à  la  somme  des  deux  ordonnées  qui 
tombent  de  l'autre  côté  ;  de  même,  l'abscisse  qui  tombe  d'un  côté  du  centre 
est  égale  à  la  somme  des  deux  abscisses  qui  tombent  de  l'autre  côté. 

304.  La  somme  des  distances  d'un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  poly- 
gone régulier  aux  ni  côtés  de  ce  polygone  est  égale  à  m  fois  l'apothème. 

—  Considérer  le  cas  où  le  point  choisi  est  extérieur. 

305.  Si  d'un  point  P  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral  ABC, 

on  mène  des  droites  à  ses  sommets,  la  somme  PA  h-  PB  -h  PC  est  con- 
stante. —  Si  ABCP,  A'B'C'P',  sont  deux  cercles  concentriques  dans  lesquels 
soient  inscrits  les  triangles  équilatéraux  ABC,  A'B'C,  on  a 

Âï^'-f- BP'-f- CP''=  Âl^'-h  BT  V  CT'. 

306.  AB  et  AG  étant  les  côtés  du  pentagone  et  du  décagone  régulier 
inscrits  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  on  mène  la  bissectrice  de 
l'angle  AOC  qui  coupe  en  D  le  côté  AB  :  démontrer  la  similitude  des  trian- 
gles ACB  et  ACD,  ainsi  que  celle  des  triangles  AOB  et  DOB,  et  en  déduire 
la  relation  connue 

ab'=  IcVôÂ'. 

307.  Deux  diagonales  d'un  pentagone  régulier  qui  n'aboutissent  pas  au 
même  sommet  se  coupent  en  moyenne  et  extrême  raison. 

308.  Dans  un  polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côté  pair,  la  somme 
des  angles  de  rang  impair  est  toujours  égale  à  la  somme  des  angles  de 
rang  pair. 

§  VII.  —  Problèmes  sur  les  polygones  réguliers. 

309.  Sur  une  droite  donnée  comme  côté,  décrire  un  octogone  régulier. 

310.  Inscrire  un  carré  dans  l'espace  compris  entre  deux  cercles  sécants 
égaux. 

311.  Inscrire  un  triangle  équilatéral  dans  un  carré  donné,  en  plaçant 
l'un  de  ses  sommets  soit  en  l'un  des  sommets  du  carré  donné,  soit  au 
milieu  d'un  de  ses  côtés. 

312.  Sur  une  droite  donnée  comme  diagonale,  décrire  un  parallélo- 
gramme dont  les  angles  soient  doubles  l'un  de  l'autre.  —  Déduire  de  la 
solution  de  ce  problème  un  moyen  d'opérer  la  trisection  de  l'angle  droit. 
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313.  Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle, 
calculer  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  deux 
fois  moindre.  —  Appliquer  cette  formule  à  la  recherche  du  côté  du  pen- 
tagone régulier,  connaissant  le  côté  du  décagone  régulier. 

314.  Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  0,  on  construit  un  triangle  équi- 
latéral  ABC;  on  divise  AB  en  n  parties  égales,  et  l'on  joint  le  sommet  C 
à  l'extrémité  D  de  la  seconde  division  ;  CD  prolongée  coupe  le  cercle  en  F, 
et  Ton  demande  de  calculer  la  corde  AF.  —  Examiner  les  cas  particuliers 
de  //  =  3,  4,  6. 

315.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
aux  sommets  d'un  polygone  régulier  est  constante  et  égale  à  un  carré 
donné. 

316.  Connaissant  l'apothème  du  décagone  régulier,  calculer  son  côté  et 
le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

317.  Dans  une  circonférence  0,  on  trace  les  deux  diamètres  perpen- 
diculaires AB  et  CF;  du  point  D  milieu  de  OC  comme  centre,  avec  DA 
pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  jusqu'à  sa  rencontre  au  point  E 
avec  le  diamètre  CF  :  démontrer  que  OE  représente  le  côté  du  décagone 
régulier  et  AE  celui  du  pentagone  régulier  inscrit. 

318.  Calculer  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle 
équilatéral,  au  carré,  au  pentagone,  à  l'hexagone,  au  décagone  et  au  do- 
décagone, en  prenant  pour  unité  le  côté  du  polygone  régulier  considéré. 

319.  Calculer  l'apothème  du  pentagone,  de  l'hexagone,  du  décagone  et 
du  dodécagone  régulier,  en  prenant  pour  unité  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

320.  Connaissant  le  rapport  du  périmètre  d'un  polygone  régulier  inscrit 
au  périmètre  du  polygone  régulier  circonscrit  semblable,  calculer  les  pé- 
rimètres de  ces  deux  polygones  en  prenant  pour  unité  le  diamètre  du 
cercle  donné. 

321.  m  étant  le  rapport  des  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrit 
et  circonscrit  d'un  même  nombre  de  côtés,  et  m' le  rapport  des  périmètres 
des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés  double, 
démontrer  la  relation      *  • 


H 


2 


322.  Inscrire  dans  un  triangle  équilatéral  donné  trois  cercles  égaux 
tangents  entre  eux,  et  déterminer  leur  rayon  en  fonction  du  côté  du 
triangle. 

22 
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323.  Inscrire  dans  un  carré  donné  quatre  cercles  égaux  tangents  entre 
eux,  et  déterminer  leur  rayon  en  fonction  du  côté  du  carré. 

324.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  m  cercles  égaux  tangents  entre  eux, 
et  déterminer  leur  rayon  en  fonction  du  rayon  du  cercle  donné  et  de  la 
corde  qui  sous-tend  la  m''-'""'  partie  de  sa  circonférence. 


§  VIII.  —  Mesure  de  la  circonférence. 

325.  Dans  deux  circonférences  de  rayons  différents,  le  rapport  des 
angles  au  centre  qui  interceptent  des  arcs  de  même  longueur  est  égal 
au  rapport  inverse  des  rayons. 

326.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  à  une  troi- 
sième circonférence,  et  si  la  somme  de  leurs  rayons  est  égale  à  celui  de 
cette  troisième  circonférence,  l'arc  compris  entre  leurs  points  de  contact 
sur  la  grande  circonférence  est  égal  à  la  somme  des  arcs  respectivement 
compris  sur  les  circonférences  intérieures  entre  leur  point  de  rencontre 
le  plus  rapproché  de  la  grande  circonférence  et  les  mêmes  points  de 
contact. 

327.  Démontrer  que  tt  est  compris  entre  3  et  4,  par  la  considération 
des  périmètres  de  l'hexagone  régulier  inscrit  et  du  carré  circonscrit. 

328.  Quelle  erreur  commet-on  en  remplaçant  la  demi-circonférence 
d'un  cercle  par  la  somme  des  côtés  du  triangle  équilatéral  et  du  carré 
inscrit  dans  ce  cercle? 

329.  Soient  dans  un  cercle  0  le  diamètre  AB  et  la  corde  AC  égale  au 
rayon;  menons  le  rayon  OD  perpendiculaire  sur  AC,  et  prolongeons-le 
jusqu'à  son  point  de  rencontre  en  E  avec  la  tangente  en  A;  portons  à 
partir  du  point  E  sur  cette  tangente,  et  dans  le  sons  EA,  une  longueur  EF 
égale  à  trois  fois  le  rayon  OA  ;  puis  menons  la  droite  FB.  Quelle  erreur 
commet-on  en  remplaçant  par  cette  droite  la  demi-circonférence  OA? 

330.  Si  l'on  décrit  deux  demi-cercles  égaux  sur  le  diamètre  d'un  demi- 
cercle  donné,  si  l'on  inscrit  un  cercle  dans  l'espace  compris  entre  les  trois 
demi-circonfécenccs,  le  diamètre  de  ce  cercle  est  à^  celui  des  cercles  égaux 
dans  le  rapport  de  2  à  3. 

331 .  Connaissant  les  longueurs  «,  b^  c,  des  cordes  de  trois  arcs  formant 
ensemble  la  demi-circonférence,  chercher  de  quelle  équation  dépend  le 
diamètre  x  du  cercle  considéré. 

332.  Évaluer  le  périmètre  du  polygone  régulier  de  vingt  côtés  formé 
par  les  intersections  successives  des  côtés  du  décagone  régulier  étoile. 

4 
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333.  Démontrer  les  formules 

t:         1  1  1 


\l'^    yji-h\/-i    sJ-x-^sIi^/t. 


(indéfiniment) 


lim 


.2"'  \J  1-\J  1 


Dans  la  dernière  formule,  le  nombre  ni^  qu'il  faut  faire  croître  indéfini- 
ment, est  égal  au  nombre  des  radicaux  placés  sous  le  premier  radical. 

334.  Soient  p  et  p'  les  dcmi-périnictrcs  de  deux  polygones  réguliers 
inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  i,  le  second  polygone  ayant  deux  fois  plus 
de  côtés  que  le  premier.  —  Démontrer  que  l'expression 

p'-^\[p'-p) 

est  une  valeur  de  tt  approchée  par  défaut,  et  que  l'erreur  correspondante 
est  moindre  que 

3{y^-r-p') 


§  IX.  —  Appendice. 

335.  A,  B,  C,  D,  étant  quatre  points  en  ligne  droite,  on  a,  en  grandeur 
et  en  signe,  la  relation 

AB.CD  -r-  AC.DB  -+-  AD.BC  =  o. 

336.  Si  l'on  désigne  par  p  le  premier  des  six  rapports  anharmoniques 
distincts 

(ABCD),     (ACBD),     (ADBC),     (ABDC),     (ACDB),     (ADCB), 

auxquels  donnent  lieu  quatre  points,  A,  B,  C,  D,  en  ligne  droite,  les  cinq 
autres  ont  respectivement  pour  valeurs 

p  —  I        1  I  p 


i 


p        1  -  p       p  -  1 

337.  Si  les  points  P  et  P'  divisent  harmoniquement  la  droite  AB,  0  étant 
le  milieu  de  AB,  I  le  milieu  de  PP',  et  M  un  point  pris  arbitrairement 
sur  AB,  on  a 

MP.MP'h-  ma. MB  =  2MI.MO. 

338.  La  moyenne  proportionnelle  de  deux  droites  est  aussi  la  moyenne 
proportionnelle  de  leur  moyenne  arithmétique  et  de  leur  moyenne  har- 
monique. 

22. 
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339.  Si  A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D',  sont  deux  systèmes  de  quatre  points 
correspondants,  situés  sur  deux  droites  distinctes  L  et  L'  et  ayant  même 
rapport  anharmonique,  les  trois  droites  PB,  PC,  PD,  issues  d'un  point 
quelconque  P  de  AA',  coupent  respectivement  les  trois  droites  P'B',  P'C, 
P'D',  issues  d'un  autre  point  quelconque  P'  de  AA',  en  trois  points  f,  7,  <î, 
situés  en  ligne  droite. 

340.  A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D',  étant  deux  systèmes  de  quatre  points 
correspondants,  situés  sur  deux  droites  L  et  L'  qui  se  coupent  en  A,  si 
l'on  prend  dans  leur  plan  deux  points  quelconques  0  et  0',  les  droites  OB, 
OC,  OD,  coupent  respectivement  les  droites  correspondantes  O'B',  O'C, 
O'D',  en  trois  points  p,  7,  §,  situés  en  ligne  droite. 

31'! .  A,  B,  C,  étant  trois  points  d'une  droite  L,  et  A',  B',  C,  trois  points 
correspondants  d'une  autre  droite  L',  prouver  que  les  trois  couples  de 
droites  AB'  et  A'B,  AC  et  A'C,  BC  et  B'C,  se  coupent  en  trois  points  \ 
fz,  V,  situés  en  ligne  droite. 

342.  Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  trois  points  fixes 
situés  en  ligne  droite,  et  si  deux  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes, 
le  troisième  sommet  décrit  une  ligne  droite. 

3i3.  Si  les  côtés  d'un  polygone  tournent  autour  d'autant  de  points  fixes 
situés  en  ligne  droite,  et  si  tous  les  sommets  moins  un  glissent  sur  des 
droites  fixes,  le  dernier  sommet  décrit  une  ligne  droite;  et  il  en  est  de 
même  du  point  de  rencontre  de  deux  côtés  quelconques  non  contigus. 

344.  Si  les  trois  sommets  d'un  triangle  glissent  sur  trois  droites  fixes 
qui  se  coupent  en  un  même  point,  et  si  deux  de  ses  côtés  tournent  autour 
de  deux  points  fixes,  le  troisième  côté  passe  par  un  point  fixe  en  ligne  droite 
avec  les  deux  premiers. 

345.  Si  les  sommets  d'un  polygone  glissent  sur  autant  de  droites  fixes 
qui  concourent  en  un  même  point,  et  si  tous  les  côtés  moins  un  tournent 
autour  d'autant  de  points  fixes  arbitraires,  le  dernier  côté  passe  par  un 
point  fixe;  et  il  en  est  de  même  d'une  diagonale  quelconque. 

346.  Lorsque  trois  triangles  homologiques  deux  à  deux  ont  le  même  axe 
d'homologie,  les  trois  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite  ;  et  lorsque 
trois  triangles  homologiques  deux  à  deux  ont  le  même  centre  d'homologie, 
les  trois  axes  d'homologie  cencourent  en  un  même  point. 

347.  Lorsqu'une  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d'un  point  fixe  0,  la 
somme  des  deux  quotients  qu'on  obtient  en  divisant  la  distance  de  chaque 
extrémité  de  la  corde  à  une  droite  donnée  L,  par  la  distance  de  cette  corde 
à  la  polaire  du  point  0,  est  constante. 
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348.  Lorsque  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  un  cercle  décrit  une 
droite  L,  la  somme  des  deux  quotients  qu'on  obtient  en  divisant  les  dis- 
tances de  chaque  côté  de  l'angle  à  un  point  flxe  et  au  pôle  de  L  est 
constante. 

349.  Les  polaires  des  différents  points  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
se  coupent  sur  cet  axe  ;  et  réciproquement,  si  les  polaires  de  chaque  point 
d'une  droite  par  rapport  à  deux  cercles  se  coupent  sur  cette  droite,  elle 
est  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

330.  Les  pôles  de  l'axe  radical  de  deux  cercles,  pris  par  rapport  à  ces 
cercles,  divisent  harmoniquement  la  droite  qui  joint  leurs  centres  de  si- 
militude. 

351.  Si  du  centre  de  similitude  de  deux  circonférences  on  leur  mène 
deux  sécantes,  les  cordes  qui  joignent  dans  les  deux  circonférences  les 
points  d'intersection  correspondants  sont  parallèles  ;  et  des  huit  points 
d'intersection  obtenus,  quatre  quelconques  (non  situés  sur  la  même  sé- 
cante) se  trouvent  sur  une  même  circonférence,  pourvu  que  parmi  les 
quatre  points  choisis  il  n'y  en  ait  pas  deux  homologues. 

352.  Un  cercle  0  inscrit  dans  un  quadrilatère  ABCD,  touchant  ses  côtés 
aux  points  E,  F,  G,  H,  si  l'on  joint  le  point  d'intersection  K  des  droites 
EH  et  FG  au  centre  0,  la  droite  KO  est  perpendiculaire  sur  la  diago- 
nale AC. 

353.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  deux  cercles,  chaque  dia- 
gonale coupe  la  ligne  des  centres  en  un  point  qui  a  la  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  cercles. 

354.  Si  Ton  divise  un  quadrilatère  en  deux  autres  par  une  sécante  quel- 
conque, les  points  de  rencontre  des  diagonales  des  trois  quadrilatères  sont 
trois  points  en  ligne  droite. 

355.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'un  cercle  est  égal  au 
rapport  des  produits  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  déterminé 
par  ces  quatre  points. 

356.  Trois  cercles  0,  0',  0",  étant  donnés,  en  décrivant  un  quatrième 
cercle  quelconque  w  et  en  prenant  les  axes  radicaux  du  cercle  w  et  de  cha- 
cun des  cercles  donnés,  on  forme  un  triangle  ABC  ;  en  décrivant  un  autre 
cercle  w',  on  obtient  d'une  manière  analogue  un  second  triangle  A'B'C: 
démontrer  que  les  triangles  ABC,  A'B'C,  sont  homologiques. 

357.  Lorsqu'une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur  une  droite 
donnée  coupent  orthogonalement  un  cercle  donné,  leur  axe  radical  com- 
mun est  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle  donné  sur  la 
droite  donnée. 
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338.  Les  trois  cercles  décrits  sur  'es  trois  diagonales  d'un  quadrilatère 
complet,  comme  diamètres,  ont  deux  à  deux  le  même  axe  radical  et 
coupent  orthogonalement  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les 
trois  diagonales. 

359.  Lorsque  deux  triangles  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  un 
cercle  situé  dans  leur  plan,  ils  sont  homologiques. 

360.  Si  la  base  d'un  triangle  est  fixe,  la  somme  ou  la  différence  des 
deux  autres  côtés  restant  constante,  la  polaire  du  sommet  par  rapport  à 
un  cercle  quelconque,  ayant  pour  centre  l'une  des  extrémités  de  la  base 
donnée,  touche  constamment  un  cercle  fixe. 

361.  ABC  étant  un  triangle  donné,  et  <?,  ^,  c,  les  projections  des  som- 
mets A,  B,  C,  sur  les  côtés  opposés,  les  trois  couples  de  droite  nb  et  AB, 
bc  et  BC,  c(i  et  CA,  se  coupent  en  trois  points  7,  a,  [3,  situés  sur  l'axe  ra- 
dical des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC  et  nbc. 

362.  Toute  tangente  commune  à  deux  cercles  donnés  est  divisée  har- 
moniquement  par  tout  cercle  dont  les  axes  radicaux  avec  chacun  des  cercles 
donnés  se  confondent. 

363.  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  quadrilatère  dont  on  connaît  les 
trois  diagonales. 

364.  Un  triangle  étant  donné,  construire  un  cercle  tel,  que  chaque  som- 
met du  triangle  soit,  par  rapport  à  ce  cercle,  le  pôle  du  côté  opposé. 

365.  Décrire  un  cercle  passant  par  un  point  donné  et  coupant  orthogo- 
nalement deux  cercles  donnés. 

366.  Étant  donnés  trois  cercles,  en  décrire  un  quatrième  tel,  que  les 
trois  axes  radicaux  de  ce  cercle,  comparé  successivement  à  chacun  des 
trois  premiers,  passent  par  trois  points  donnés. 

367.  Étant  donnés  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  sur  une  circonférence, 
marquer  sur  cette  ligne  un  septième  point  X  tel,  que  les  rapports  anhar- 
moniques  (XAEC),  (XDBF),  soient  égaux.  —  Même  question  en  suppo- 
sant les  six  points  sur  une  droite  donnée. 

368.  Étant  donnés  un  polygone  de  n  côtés  et  n  points  placés  arbitrai- 
rement, inscrire  dans  ce  polygone  un  autre  polygone  dont  les  n  côtés 
passent  respectivement  par  les  n  points  donnés. 

369.  Étant  donné  un  triangle  coupé  par  une  transversale,  si  sur  chacjue 
côté  on  prend  le  conjugué  harmonique  du  point  de  rencontre  de  la  trans- 
versale par  rapport  aux  extrémités  de  ce  côté,  les  droites  qui  joignent  les 
trois  points  ainsi  obtenus  aux  sommets  opposés  passent  par  un  mémo 
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point.  —  En  déduire  le  théorème  du  n'  313,  relatif  aux  médianes  d'un 
triangle. 

370.  Étant  donné  un  triangle  coupé  par  une  transversale,  si  sur  deux 
côtés  on  prend  le  conjugué  harmonique  du  point  de  renconlre  de  la  trans- 
versale par  rapport  aux  extrémités  du  côté  considéré,  les  doux  points 
ainsi  obtenus  et  le  point  où  la  transversale  coupe  le  troisième  côté  sont 
en  ligne  droite. 

371.  Un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle  0,  étant  coupé  aux  points 
rt,  b,  c,  par  une  transversale,  si  x,  [^,  7,  représentent  les  longueurs  des  tan- 
gentes menées  des  points  <?,  />,  r,  au  cercle  0,  démontrer  la  relation 

a.p.7  =  A^.Bc.Crt  =  Ac.Br7.C^. 

372.  Quatre  droites  dans  un  même  plan,  prises  trois  à  trois,  forment 
quatre  triangles,  dans  chacun  desquels  existe  un  point  de  rencontre  des 
hauteurs;  démontrer  que  ces  quatre  points  sont  en  ligne  droite. 
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LIVRE  lY. 

LES  AIRES. 


*  §  I   —  Mesure  des  aires  des  polygones. 

373.  Chercher  l'expression  de  l'aire  d'un  trapèze,  en  le  considérant 
comme  la  différence  des  deux  triangles  obtenus  en  prolongeant  jusqu'à 
leur  point  de  rencontre  ses  deux  côtés  non  parallèles. 

374.  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze,  calculer  les 
aires  des  deux  triangles  dont  il  est  la  différence. 

375.  L'aire  d'un  trapèze  est  égale  au  produit  d'un  de  ses  côtés  non  pa- 
rallèles par  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  l'autre  côté  sur  le 
premier. 

376.  Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle,  mener  une  droite 
telle,  que  la  partie  interceptée  par  les  côtés  de  l'angle  soit  minimum  ou 
qu'il  en  soit  de  même  de  l'aire  du  triangle  déterminé. 

377.  Dans  un  angle  donné,  mener  une  droite  minimum  qui  intercepte 
un  triangle  dont  l'aire  soit  équivalente  à  un  carré  donné. 

378.  Si,  dans  un  triangle  rectangle,  l'un  des  angles  aigus  est  égal  à  ^ 

d'angle  droit,  l'aire  du  triangle  équilatéral  construit  sur  l'hypoténuse  est 
égale  à  la  somme  des  aires  des  triangles  équilatéraux  respectivement  con- 
struits sur  les  côtés. 

379.  On  donne  un  triangle  ABC  ;  aux  points  B  et  C,  et  d'un  même  côté 
de  BC,  on  mène  à  cette  droite  des  perpendiculaires  BD  et  CE  qu'on  prend 
égales  à  deux  fois  la  hauteur  du  triangle  ABC.  Les  points  F  et  G  étant  les 
milieux  des  côtés  AB  et  AC,  démontrer  que  le  triangle  ABC  est  équiva- 
lent à  la  somme  ou  à  la  différence  des  triangles  BDF,  CEG,  suivant  que 
ses  angles  en  B  et  en  C  sont  ou  non  tous  les  deux  aigus. 

380.  Les  deux  triangles  opposés,  qu'on  forme  enjoignant  un  point  quel- 
conque pris  dans  l'intérieur  d'un  parallélogramme  à  ses  quatre  sommets, 
équivalent  ensemble  à  la  moitié  du  parallélogramme. 
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381 .  On  donne  un  rectangle  ABCD  ;  on  prend  un  point  quelconque  E 
sur  BC,  un  point  quelconque  F  sur  CD.  Démontrer  que  le  rectangle  ABCD 
équivaut  au  double  du  triangle  AEF,  augmenté  du  rectangle  ayant  pour 
dimensions  les  segments  BE  et  DP. 

382.  Tout  rectangle  est  moitié  du  rectangle  qui  a  pour  dimensions  les 
diagonales  des  carrés  construits  sur  ses  côtés  adjacents. 

383.  Si,  par  le  milieu  E  de  la  diagonale  BD  d'un  quadrilatère  ABCD,  on 
mène  la  parallèle  FEG  à  la  seconde  diagonale  AC,  démontrer  que  la 
droite  AG  divise  le  quadrilatère  en  deux  parties  équivalentes. 

38i.  ABCD  étant  un  rectangle,  on  inscrit  dans  le  triangle  ABC  un  cercle 
qui  touche  AB  en  E  et  BC  en  F;  on  mène  ensuite  EU  parallèle  à  AD  et 
FK  parallèle  à  CD.  Démontrer  que  le  rectangle  KH  est  la  moitié  du  rec- 
tangle ABCD. 

385.  Dans  un  quadrilatère,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  une  diago- 
inale  des  sommets  opposés  sont  égales  :  on  demande  de  le  diviser  en  quatre 
triangles  équivalents  par  des  droites  menées  d'un  point  intérieur  aux  quatre 
Bommets. 

38t).  Si,  des  sommets  d'un  triangle  jusqu'aux  côtés  opposés  ou  à  leurs 
prolongements,  on  mène  trois  droites  égales  à  une  longueur  donnée  et  si, 
l'un  point  intérieur,  des  parallèles  sont  menées  à  ces  droites  jusqu'aux 
[némes  côtés,  la  somme  de  ces  parallèles  est  égale  à  la  longueur  donnée. 

387.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  se  coupent  à  angle  droit, 
somme  des  produits  des  côtés  opposés  représente  une  aire  double  de 

elle  du  quadrilatère  donné. 

388.  P  étant  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  d'un  parallélo- 
ramme  ABCD,  démontrer  que  le  triangle  PBD  est  équivalente  la  somme 
9S  triangles  PAB,  PBC. 

389.  ABCD  étant  un  quadrilatère  inscrit,  démontrer  par  les  propriétés 
îs  aires  la  relation  connue 

AC_BA.AD-i-BC.CD 
BD~  AB.BCh-AD.DC* 

'390.  D'un  point  0  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
jqu'aux  côtés  BC,  AC,  AB,  les  droites  0^,  0^,  Oc;  puis,  par  les  sommets 
B,  C,  jusqu'aux  mômes  côtés,  les  parallèles  Art',  B^',  Ce',  aux  premières 
)ites;  démontrer  la  relation 

Ort       0^       Oc  _ 


>^     OFTHE 
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391 .  Démontrer  par  les  propriétés  des  aires  que,  si  l'on  mène  la  paral- 
lèle cb  à  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  les  droites  B^,  Ce.  se  croisent  sui 
la  médiane  qui  correspond  au  sommet  A. 

392.  Si  l'on  inscrit  un  cercle  dans  un  triangle  rectangle,  ce  triangle  esl 
équivalent  au  rectangle  qui  a  pour  dimensions  les  segments  déterminés 
sur  l'hypoténuse  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

393.  Démontrer  que  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  de  ses  médianes  a 
S,  7,  est  exprimée  par  la  formule 


S  =  --  y^2  x'  p^  H-  2  p'^Y  -+-  2 7^  a'  ~  a*  —  p'  —  -/' . 

394.  La  droite  qui  contient  les  trois  projections  d'un  point  A  d'une  cir- 
conférence 0  sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral  inscrit  passe  par  1( 
milieu  du  rayon  OA. 

39o.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la  droite  qui  joini 
les  milieux  des  diagonales  passe  par  le  centre  du  cercle. 

396.  Étant  données  les  trois  hauteurs  //,  h',  A",  d'un  triangle,  trouve] 
ses  trois  côtés  et  sa  surface. 

397.  L'aire  d'un  triangle  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  mul- 
tiplié par  le  demi-périmètre  du  triangle  formé  en  joignant  les  pieds  des 
hauteurs. 

398.  Deux  triangles  ont  un  sommet  commun  :  quel  est  le  lieu  décrit  par 
ce  sommet  lorsque,  les  deux  bases  restant  fixes,  la  somme  ou  la  différence 
des  aires  des  deux  triangles  demeure  constante?  —  Discussion.  —  Déduire 
du  résultat  obtenu  que  les  milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère 
complet  sont  en  ligne  droite. 

399.  Les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère  quelconque  étant  représen- 
tés par  a,  b,  c,  d,  et  ses  diagonales  par  m  et  «,  l'aire  de  ce  quadrilatèn 
est  exprimée  par  la  formule  ' 

S  =  -  \/(•2////^  -h  a-  —  ù'  -f-  c'^  —  (i^)  ['ini/i  —  ir  -\- b'^  ~  c'  -^  d'^ ) . 

Si  le  quadrilatère  est  inscriptible  et  si  p  désigne  son  demi-périmètre 
cette  formule  devient 


S=s-.^^p-a)[p-b)[p-c)[p-d). 
Si  le  quadrilatère  est  un  trapèze  ayant  a  Qi  c  pour  bases,  on  a 


I    n-^c 


S-- \J{b-\-d-^a-c){b-^d-^c-a](a-c^b-d)Ui-c-\-d-b] 
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400.  Trouver  l'aire  d'un  quadrilatère  quelconque  en  fonction  des 
ieux  diagonales  et  des  deux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
pposés. 

401.  Démontrer  que  l'aire  d'un  quadrilatère,  à  la  fois  inscriptiblo  et 
irconscriptible,  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  de  ses  quatre 
ôlés. 

§  II.  —  Comparaison  des  aires. 

402.  On  donne  un  triangle  rectangle  sur  les  côtés  duquel  on  construit 
ois  carrés;  on  joint  les  sommets  consécutifs  de  ces  carrés,  et  l'on  de- 
mande l'expression  de  l'aVe  de  la  figure  totale  ainsi  formée. 

403.  Un  triangle  étant  donné,  partager  sa  surface  en  moyenne  et  extrême 
ison  par  une  parallèle  à  sa  base. 

404.  Sur  les  côtés  AB,  xVC,  d'un  triangle  ABC,  on  construit  dos  parallé- 
grammes  quelconques  ABDE,  ACFG,  dont  on  prolonge  les  côtés  DE  et  FG 
squ'à  leur  rencontre  au  point  II;  démontrer  que  la  somme  des  aires  de 
s  deux  parallélogrammes  équivaut  à  l'aire  du  parallélogramme  qui  a 
lur  côtés  adjacents  BC  et  une  droite  égale  et  parallèle  à  AH.  —  Déduire 

ce  théorème  celui  du  carré  de  l'hypotînuse. 

405.  On  donne  un  quadrant  AOB  et  un  point  P  quelconque  sur  l'arc  AB  ; 
r  ce  point  P,  on  mène  à  cet  arc  la  tangente  STP  :  S  est  son  point  d'in- 
section  avec  le  rayon  OA,  T  avec  le  rayon  OB.  On  mène  PM  perpen- 
îulaire  sur  OA,  et  l'on  demande  de  prouver  que  le  triangle  AOB  est  la 
)yenne  proportionnelle  des  triangles  SOT  et  OMP. 

400.  Sur  les  côtés  AB,  AC,  d'un  triangle  ABC,  on  marque  deux  points  M 
N,  et  sur  la  droite  MN  un  point  P,  tels  qu'on  ait 

BM  _  AN_  PM 
AM  ~  CN  ~  PN  ' 

montrer  que  le  triangle  BPC  équivaut  au  double  du  triangle  AMN. 

107.  Soit  un  triangle  quelconque  ABC;  on  mène  BD  perpendiculaire  et 
le  à  AB,  CE  perpendiculaire  et  égale  à  AC,  et  l'on  tire  DE.  Démontrer 
3  la  somme  des  carrés  construits  sur  BC  et  sur  DE  équivaut  à  deux 
i  la  somme  des  carrés  construits  sur  les  côtés  AB  et  AC. 

Î08.  Par  le  milieu  de  chacune  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère, 
mène  une  parallèle  à  l'autre,  et  l'on  joint  le  point  d'intersection  de  ces 
X  parallèles  aux  milieux  des  quatre  côtés;  démontrer  que  le  quadrila- 
3  est  ainsi  partagé  en  quatre  parties  équivalentes. 

09.  Deux  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés  sont  équivalents,  lorsque 
côtés  ont  les  mêmes  points  milieux. 
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410.  L'aire  d'un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  ne  varie  pa 
lorsque  tous  les  sommets  de  rangs  pairs  ou  tous  les  sommets  de  rangs  in 
pairs  décrivent  des  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens. 

411.  Si  deux  polygones  semblables  et  intérieurs  l'un  à  l'autre  ont  leu: 
côtés  homologues  parallèles,  tout  polygone  à  la  fois  inscrit  dans  l'un 
circonscrit  à  l'autre  a  une  aire  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  ( 
ces  deux  polygones. 

412.  Démontrer  que  la  surface  du  triangle  formé  avec  les  médianes  d'i 
triangle  donné  est  les  trois  quarts  de  la  surface  de  ce  triangle.  —  En  d 
duire  :  i°  qu'entre  tous  les  triangles  qui  ont  la^omme  de  leurs  médian 
constante,  le  triangle  équilatéral  est  maximum;  2°  que  de  tous  les  triai 
gles  équivalents,  le  triangle  équilatéral  est  celui  dans  lequel  la  somme  d 
médianes  est  minimum. 

§  III.  —  Aires  du  polygone  régulier  et  du  cercle. 

413.  Trouver  en  fonction  du  rayon  du  cercle  circonscrit  l'aire  du  d( 
décagone  régulier. 

414.  L'aire  de  l'octogone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  équivaut 
celle  du  rectangle  qui  a  pour  côtés  adjacents  les  côtés  des  carrés  insci 
et  circonscrit. 

41  o.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  est  les  tro 
quarts  de  celle  de  l'hexagone  régulier  circonscrit. 

416.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit  est  la  moyenne  proportioi 
nelle  de  celles  des  triangles  équilatéraux  inscrit  et  circonscrit. 

417.  Étant  donné  un  polygone  régulier,  on  mène  les  diagonales  qi 
sous-tendent  successivement  deux  côtés  ;  ces  diagonales  déterminent  pi 
leurs  intersections  un  autre  polygone  dont  on  demande  la  nature,  et  l'ail 
en  fonction  de  celle  du  premier  polygone. 

418.  On  prend  les  points  B  et  D  à  égale  distance  des  extrémités  ( 
l'arc  d'un  quadrant  AOC,  et  l'on  mène  sur  OC  les  perpendiculaires  BGJ 
DH;  démontrer  que  la  figure  mixtiligne  BGHD  est  équivalente  au  sd 
teur  OBD. 

419.  Si  l'on  prend  un  point  C  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle,  l'ail 
comprise  entre  ce  cercle  et  les  cercles  décrits  sur  les  segments  AC  et  ( 
comme  diamètres  équivaut  au  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  moyeu 
proportionnelle  des  segments  AC  et  CB. 

420.  Dans  des  cercles  différents,  les  secteurs  dont  les  angles  sont  ( 
raison  inverse  des  carrés  des  rayons  sont  équivalents. 


QUESTIONS    PROPOSÉES.  349 

421.  La  différence  de  deux  secteurs  semblables  a  pour  mesure  de  son 
re  le  produit  de  la  différence  des  rayons  par  l'arc  concentrique  mené  à 
;ale  distance  des  arcs  considérés. 

422.  Si  des  demi-cercles  sont  décrits  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
ctangle  comme  diamètres,  et  si  l'on  tourne  vers  l'intérieur  du  triangle 
ux  décrits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit,  la  somme  des  segments  exté- 
îurs  correspondant  aux  côtés  de  l'angle  droit,  moins  la  somme  des 
gments  déterminés  par  l'hypoténuse,  équivaut  à  l'aire  commune  aux 
mi-cercles  décrits  sur  les  côtés. 

423.  Des  demi-cercles  OEDA,  OFDB,  étant  décrits  sur  les  rayons  OA, 
!,  d'un  quadrant  OACB,  démontrer  :  i°  que  les  trois  points  A,  B,  D, 
it  en  ligne  droite;  2"  que  les  aires  ACBD,  OEDF,  sont  équivalentes; 
que  les  aires  OFDA,  OEDB,  équivalent  chacune  au  quart  du  carré  con- 
uit  sur  le  rayon  OA. 

124.  Si  AB  et  CD  sont  deux  diamètres  perpendiculaires  d'un  cercle  0, 
si,  du  point  D  comme  centre  avec  DA  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de 
cle  AEB,  démontrer  que  l'aire  de  la  lune  AEB  équivaut  à  celle  du 
mgle  DAB. 

;2o.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  AD  étant  la  perpendiculaire  abais- 
du  sommet  sur  l'hypoténuse,  démontrer  que  les  cercles  inscrits  dans 
triangles  ABD,  ACD,  sont  proportionnels  à  ces  triangles. 

26.  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  en  A,  et  l'on  décrit  une 
je  de  cercles  tous  tangents  à  ces  deux  droites  et  successivement  tan- 
ts  entre  eux;  OA  étant  la  dislance  du  centre  du  cercle  le  plus  éloigné 
(point  A,  et  OB  son  rayon,  la  somme  des  aires  de  tous  les  cercles  esta 

fOA-4-OB)^ 


lie  du  plus  éloigné  dans  un  rapport  exprimé  par 


4OA.OB 


[27.  Si  le  diamètre  d'un  cercle  est  divisé  en  n  parties  égales  aux 
its  P, ,  Pj, . . . ,  et  si  l'on  décrit  des  demi-cercles  au-dessus  de  AB  sur 
[diamètres  AP,,  AP^,. . .,  et  au-dessous  de  AB  sur  les  diamètres  BP,, 
,  le  contour  de  chaque  figure  telle  que  AP^_,  BP^  est  égal  à  la 
bnférence  du  cercle  donné,  et  l'aire  de  la  même  figure  à  la  n''''"'  par- 
le celle  du  cercle  donné. 

A  étant  l'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  et  B  l'aire  du  poly- 

î  circonscrit  semblable,  démontrer  que  la  différence  B  — A  équivaut 

re  du  polygone  régulier  semblable  inscrit  dans  la  circonférence  qui 

ïur  diamètre  le  côté  du  polygone  B,  ou  encore  à  l'aire  du  polygone 

et  lier  semblable  circonscrit  à  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le 

6  du  polygone  A. 


I 
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42J9.  CBD  étant  un  triangle  rectangle  en  B  dans  lequel  BD  est  le  double 

BC 
de  BC,  on  prolonge  BD  d'une  longueur  Drt  =  — -5  puis  encore  d'une  lon- 
gueur ah  ~  —--\  on  mène  lesdroites  C<7,  C6,  et  l'on  prolonge  BC  de  telle 

sorte  que  BA  =  C^;  enfin,  par  A,  on  mène  à  la  droite  Ce  une  parallèle 
qui  coupe  en  E  le  prolongement  de  BD.  Démontrer  que  la  longueur  BE 
diffère  très-peu  de  la  demi-circonférence  dont  BC  est  le  rayon,  et  que  le 
triangle  BCE  diffère  très-peu  du  cercle  correspondant;  évaluer  les  deu3 
différences. 

430.  A  et  B  désignant  les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  et  A'  et  B'  celles  des  deux  po- 
lygones réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés  double,  dé- 
montrer les  formules 


A'~Va"B     ""^     B'~'2Vb^A' 


B  —  A 

prouver  en  outre  que  B' — A'  est  <  — - —    —  Déduire  des  formules  ob- 
tenues une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Schwab  (300). 

431.  /•  et  a  désignant  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone  régulier, 
;-'  et  a'  le  rayon  et  l'apothème  du  polygone  régulier  de  même  aire  et  d'un 
nombre  de  côtés  double,  démontrer  les  formules 


/        / ,  I     r  -^  a 


—  Déduire  de  ces  formules,  en  partant  du  carré  dont  l'aire  est  égale  à  1, 
un  théorème  analogue  à  celui  de  Schwab,  c'est-à-dire  le  moyen  d'obtenii 


une  série  de  nombres  tendant  vers 


V'^' 


§  IV.  —  Problèmes  sur  les  aires. 

432.  Partager  un  triangle  en  parties  proportionnelles  à  des  droites  don 
nées  par  des  parallèles  à  sa  base. 

433.  Partager  un  trapèze  en  parties  proportionnelles  à  des  droites  don 
nées  par  des  parallèles  aux  bases. 

43i.  Partager  un  polygone  en  parties  proportionnelles  à  des  nombre 
donnés  par  une  série  de  droites  parallèles  à  une  droite  donnée. 
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•io^).  Partager  un  triangle  en  trois  triangles  équivalents  par  trois  droites 
menées  d'un  môme  point  intérieur  à  ses  trois  sommets. 

136.  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  angle  donné,  mener  une 
(li(ule  telle,  que  le  triangle  qu'elle  détermine  par  sa  rencontre  avec  les 
cotôs  de  l'angle  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

Ï31.  Partager  un  quadrilatère  quelconque  en  deux  parties  qui  soient 
d<iiis  le  rapport  de  deux  droites  données,  par  une  parallèle  ou  une  per- 
l)(iidiculaire  à  l'un  de  ses  côtés. 

i38.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C,  en  trouver  un  quatrième  0  tel, 
(juf  les  surfaces  AOC,  AOB,  BOC,  présentent  des  rapports  donnés. 

131).  Par  un  point  pris  sur  Tun  des  côtés  d'un  polygone,  mener  une 
SIM  ie  de  droites  qui  partagent  sa  surface  en  un  nombre  donné  de  parties 
équivalentes. 

liO.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  parallélogramme  ayant  une 
aire  donnée. —  Discussion. 

iil.  Partager  un  polygone  en  n  parties  équivalentes  par  une  série  de 
lioites  issues  d'un  point  intérieur. 

l'rl.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  trapèze,  connaissant  son  aire  et 
a  longueur  commune  des  deux  côtés  non  parallèles. 

î  i3.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  rectangle  de  surface  donnée. 

1 1 4.  Construire  un  triangle,  connaissant  ses  angles  et  sa  surface. 

iio.  Après  avoir  inscrit  un  carré  dans  un  carré  donné,  on  en  inscrit 
m  troisième  dans  le  second  obtenu,  et  ainsi  de  suite  indéfmiment,  en 
i'iop.tant  toujours  la  môme  lui  d'inscription. 

On  demande  :  i°  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  carrés  in- 
crits;  2°  combien  il  faut  construire  de  carrés  inscrits  pour  que  leur 
omme  soit  équivalente  à  une  surface  donnée. 

4  i6.  Étant  donné  un  triangle,  on  en  forme  un  second  en  joignant  les 
milieux  de  ses  trois  côtés,  un  troisième  en  joignant  les  milieux  des  trois 
ll'ôtés  du  second,  et  ainsi  de  suite  indéfmiment.  On  demande  la  limite  de 
a  >omme  de  tous  les  triangles  inscrits  de  cette  manière. 

iiT.  Construire  un  triangle  équivalent  à  un  triangle  donné  et  tel,  que 
es  sommets  soient  respectivement  situés  sur  trois  droites  données. 

4i8.  Partager  un  trapèze  en  parties  proportionnelles  à  des  droites 
•nnées,  par  des  sécantes  coupant  les  deux  bases. 

itO.  Partager  un  cercle  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres 
unnés,  par  des  rayons. 
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450.  Partager  un  cercle  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres 
donnés,  par  des  circonférences  concentriques. 

431.  Partager  un  triangle  en  deux  parties  proportionnelles  à  des  droites 
données,  par  une  perpendiculaire  à  l'un  des  côtés. 

452.  Partager  un  triangle  en  deux  parties  proportionnelles  à  des  droites 
données,  par  une  sécante  minimum.  ^ 

453.  Partager  un  triangle  quelconque  en  quatre  parties  équivalentes, 
par  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles. 

454.  Étant  donné  un  cercle,  trouver  quatre  autres  cercles  dont  les 
rayons  soient  proportionnels  à  des  droites  données  et  dont  la  somme  des 
aires  soit  équivalente  au  cercle  donné. 

455.  On  donne  trois  droites  en  grandeur  et  en  position;  trouver  un 
point  tel,  qu'en  le  prenant  pour  sommet  commun  do  trois  triangles 
ayant  ces  droites  pour  bases  respectives,  ces  trois  triangles  soient  équi- 
valents. 

456.  Inscrire  dans  un  carré  un  rectangle  d'aire  donnée, 

457.  Trouver  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  un  point  tel, 
que  le  carré  construit  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
l'un  des  côtés  de  l'angle  droit,  soit  équivalent  au  rectangle  qui  a  pour 
dimensions  les  deux  segments  correspondants  de  l'hypoténuse. 

458.  Décrire  quatre  circonférences  qui  soient  en  proportion,  dont  la 
plus  grande  soit  égale  à  la  somme  des  trois  autres,  et  telles,  que  leur 
somme  et  la  somme  '  des  cercles  correspondants  soient  respectivement 
égales  à  une  circonférence  et  à  un  cercle  donnés. 

459.  Trouver  sur  la  diagonale  prolongée  d'un  carré  donné  un  point  tel, 
que  si  l'on  mène  de  ce  point  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  carré  jus- 
qu'à la  rencontre  du  côté  adjacent  prolongé,  on  forme  ainsi,  avec  la  dia- 
gonale prolongée  elle-même,  un  triangle  équivalent  au  carré  donné. 

460.  Construire  un  triangle  isocèle  équivalent  à  un  triangle  donné. 

461.  D'un  point  donné  sur  l'un  des  côtés  égaux  d'un  triangle  isocèle, 
mener  une  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  côté  prolongé,  de  ma- 
nière à  déterminer  un  triangle  équivalent  au  triangle  donné. 

462.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  D  sur  AB  ;  construire  un 
triangle  équivalent  au  triangle  ABC,  qui  ait  l'un  de  ses  sommets  en  D  et 
l'angle  A  commun  avec  le  triangle  ABC. 

463.  Construire  un  triangle,  connaissant  son  aire,  un  de  ses  angles  et 
la  médiane  qui  correspond  à  l'un  des  deux  autres  angles. 
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40 i.  Transformer  un  triangle  quelconque  en  un  triangle  isocèle  qui  ait 
même  angle  au  sommet. 

i65.  Construire  un  parallélogramme  équivalent  à  un  carré  donné  et 
qui  ait  un  angle  donné.  —  Cas  du  losange. 


§  V.  —  Appendice. 

4G6.  De  tous  les  triangles  qui  ont  môme  angle  au  sommet  et  même 
somme  des  côtés  de  cet  angle,  le  triangle  isocèle  est  maximum  et  sa  base 
est  minimum. 

467.  De  tous  les  triangles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé 
précédent,  le  triangle  minimum  est  celui  dans  lequel  la  différence  des 
côtés  de  l'angle  donné  est  maximum,  et  sa  base  est  maximum.  —  Réci- 
proque. 

468.  De  tous  les  triangles  équivalents  qui  ont  même  angle  au  sommet, 
c'est  le  triangle  isocèle  qui  a  le  périmètre  minimum. 

469.  De  tous  les  triangles  qui  ont  pour  angle  au  sommet  un  angle  donné 
et  dont  la  base  est  astreinte  à  passer  par  un  point  donné,  le  triangle  mi- 
nimum est  celui  dont  le  point  donné  est  le  milieu  de  la  base. 

470.  De  tous  les  triangles  ayant  même  base  et  même  hauteur,  le  triangle 
isocèle  a  le  plus  grand  angle  au  sommet. 

471.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  angle  au  sommet  et  même  pé- 
rimètre, le  triangle  isocèle  a  l'aire  maximum  et  la  base  minimum.  —  11 
en  est  de  môme  de  tous  les  triangles  qui  ont  même  angle  au  sommet  et 

ème  différence  entre  la  somme  des  côtés  de  cet  angle  et  la  base. 

472.  De  tous  les  triangles  qui  ont  môme  angle  au  sommet  et  des  bases 
égales,  le  triangle  isocèle  a  Taire  maximum  et  le  périmètre  maximum. 

473.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  angle  au  sommet  et  même 
iuteur,  le  triangle  isocèle  est  minimum. 

474.  Étant  donnés  dans  un  quadrilatère  un  angle  et  les  deux  côtés 
pposés  à  cet  angle,  l'aire  du  quadrilatère  est  maximum  lorsque  le  som- 
letde  l'angle  donné  est  à  égale  distance  des  trois  autres  sommets. 

475.  De  tous  les  triangles  dont  deux  côtés  ont  des  grandeurs  données, 
î  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  les  trois  sommets  sont  à  égale 

titance  du  hiilieu  du  troisième  côté. 


476.  L'aire  d'un  quadrilatère,  dans  lequel  on  donne  un  angle  et  la 

23 
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somme  des  deux  côtés  opposés,  est  maximum  lorsque  ces  deux  côtés  son 
égaux. 

477.  Étant  donnés  un  angle  d'un  polygone  et  les  côtés  non  adjacents  ; 
cet  angle,  l'aire  du  polygone  est  maximum  lorsque  le  sommet  de  l'angii 
donné  est  également  distant  de  tous  les  autres  sommets. 

478.  Étant  donnés  tous  les  côtés  d'un  polygone  à  l'exception  d'un  seul 
son  aire  est  maximum  lorsque  tous  ses  sommets  sont  à  égale  distance  di 
milieu  de  ce  dernier  côté. 

479.  De  tous  les  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés,  circonscrit: 
à  un  même  cercle,  le  polygone  régulier  a  l'aire  minimum  et  le  périmètn 
minimum;  et,  de  tous  les  polygones  réguliers  circonscrits  à  un  mêm( 
cercle,  celui  qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  a  l'aire  minimum  et  h 
périmètre  minimum. 

480.  Étant  donnés  n  points  situés  comme  on  voudra  dans  un  plan,  dé 
crire  le  plus  petit  cercle  qui  les  contienne  tous. 

481.  Les  bases  de  deux  triangles  et  la  somme  des  quatre  autres  côtéi 
étant  données,  trouver  les  conditions  du  maximum  de  la  somme  des  airef 
de  ces  deux  triangles. 
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482.  Étant  donnés  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone  convexe  d'un 
nombre  impair  de  côtés,  déterminer  ses  sommets  en  employant  seule- 
ment le  compas. 

483.  Construire  un  triangle  rectangle  tel,  qu'un  de  ses  côtés  soit  la 
moyenne  proportionnelle  de  l'hypoténuse  et  de  l'autre  côté. 

484.  Construire  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné  et  dont  les  trois 
côtés  passent  respectivement  par  trois  points  donnés. 

485.  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB;  soit  C  un  point  quel- 
conque de  ce  diamètre.  On  décrit  deux  autres  demi-cercles  sur  AC  et  CB 
comme  diamètres,  et  l'on  mène  à  AB  une  perpendiculaire  par  le  point  C. 
Démontrer  que  les  deux  cercles  inscrits  de  part  et  d'autre  de  cette  per- 
pendiculaire sont  égaux  entre  eux. 

486.  Si  deux  cercles  de  rayons  égaux  se  coupent  en  A  et  en  B  et  si,  par 
le  point  A,  on  mène  la  droite  AEG  qui  rencontre  respectivement  les  deux 
cercles  en  E  et  en  C,  le  triangle  EBC  est  équivalent  à  l'aire  comprise 
entre  les  deux  arcs  BE  et  BC  et  le  côté  EC. 

487.  Trouver,  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  triangles 
équilatéraux  donnés,  un  point  tel,  que  les  sommes  respectives  des  carrés 
de  ses  distances  aux  côtés  des  deux  triangles  soient  dans  un  rapport 
donné. 

488.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  isocèle  dont  la  somme 
de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

489.  Étant  donnés  une  circonférence  et  un  triangle,  trouver  sur  la  cir- 
conférence un  point  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  trois 
sommets  du  triangle  soit  égale  à  un  carré  donné. 

490.  Étant  donnés  un  cercle  et  une  tangente  à  ce  cercle,  trouver  sur 
sa  circonférence  un  point  dont  la  somme  des  distances  à  la  tangente  et  à 
son  point  de  contact  soit  égale  à  une  droite  donnée. 
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491.  On  partage  une  droite  donnée  en  moyenne  et  extrême  raison; 
puis  le  plus  grand  segment  trouvé  en  moyenne  et  extrême  raison,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  Vers  quelle  limite  tend  la  somme  des  plus 
grands  segments  ainsi  obtenus? 

492.  Étant  données  la  hauteur  d'un  triangle  et  les  différences  de  cha- 
cun des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base  avec  le  côté  adjacent, 
construire  le  triangle. 

493.  Si,  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  on  mène 
des  droites  aux  sommets  opposés  du  carré  construit  sur  l'hypoténuse,  la 
différence  des  carrés  de  ces  droites  est  égale  à  la  différence  des  carrés 
des  côtés  du  triangle. 

494.  Étant  donnés  sur  une  droite  trois  segments  AB  =  «,  BC  =  ^, 
DC  =  c,  déterminer  le  point  P  d'où  ces  trois  segments  sont  vus  sous  le 
même  angle;  discussion.—  Application  aux  valeurs 

a  =  i,    b  =  1^    c  =  3. 

495.  Soient  six  points  pris  dans  un  plan,  les  trois  premiers  A,  C,  E, 
sur  une  même  droite,  les  trois  autres,  B,  D,  F,  sur  une  autre  droite.  Dé- 
montrer que  les  trois  intersections  de  AB  et  de  DE,  de  BC  et  de  EF,  de  CD 
et  de  AF  sont  en  ligne  droite. 

496.  Étant  donnés  deux  cercles  concentriques,  mener  au  plus  petit  une 

tangente  telle,  que  si  l'on  joint  respectivement  les  points  A  et  B  oià  elle 

coupe  le  second  cercle  avec  deux  points  C  et  D  donnés  dans  le  plan  des 

deux  cercles,  les  droites  AC  et  BD  soient  parallèles. 

♦  « 

497.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  la  bissectrice  AK  de  Tangle  au 
sommet  et  la  hauteur  AF  correspondante;  des  extrémités  B  et  C  de  la 
base,  on  abaisse  sur  la  bissectrice  AK  les  perpendiculaires  BD  et  CE; 
démontrer  que  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  F,  D,  E,  passe  par 
le  milieu  G  de  la  base  BC,  et  que  l'aire  du  triangle  équivaut  au  rectangle 
BD.AE  ou  CE. AD. 

498.  La  courbe  plane  dont  toutes  les  normales  concourent  en  un  même 
point,  est  une  circonférence. 

499.  Démontrer  que  D  étant  un  point  quelconque  de  la  base  BC  d'un 
triangle  ABC,  et  AD  la  droite  qui  le  joint  au  sommet  du  triangle,  on  a 

Ib'.CD  --  Âc'  .BD  =  Âd'  .BC  -i-  BC.BD.CD. 

500.  On  donne  un  point  C  quelconque  sur  une  droite  AB  ;  trouver  sur 
CB  et  sur  CB  prolongée  les  points  D  et  D' tels,  que  CD  soit  la  moyenne 
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proportionnelle  de  AD  et  de  BD,  et  CD'  la  moyenne  proportionnelle  de  AD' 
et  de  BD'. 

501.  AB  est  divisée  au  point  C  en  moyenne  et  extrême  raison;  sur  le 
plus  grand  segment  CA  prolongé,  on  prend  AD  =  CA,  et  sur  CA  on  prend 
AE  =  BC  ;  démontrer  (}ue  les  droites  BD  et  BE  sont  aussi  divisées  en 
moyenne  et  extrême  raison  aux  points  A  et  C. 

502.  AB,  AC,  DE,  DF,  élant  quatre  droites  qui,  par  leurs  intersec- 
tions trois  à  trois,  forment  quatre  triangles,  démontrer  que  les  cercles 
circonscrits  à  ces  triangles  passent  par  un  même  point. 

503.  Si  l'on  prolonge  la  base  d'un  triangle  de  part  et  d'autre,  de  ma- 
nière que  chaque  prolongement  soit  égal  au  côté  adjacent,  et  si  l'on  fait 
passer  un  cercle  par  les  extrémités  obtenues  et  le  sommet  du  triangle,  la 
droite  qui  joindra  ce  sommet  au  centre  du  cercle  sera  la  bissectrice  de 
l'angle  au  sommet. 

504.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  deux 
cercles  donnés  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

505.  Si  l'on  partage  un  losange  en  losanges  égaux  par  deux  séries  de 
parallèles  aux  côtés,  la  somme  des  cercles  inscrits  dans  les  losanges  par- 
tiels équivaut  au  cercle  inscrit  dans  le  losange  total. 

506.  Les  côtés  d'un  triangle  étant  en  progression  arithmétique,  a  et  «' 
étant  le  plus  petit  et  le  plus  grand  côté,  R  et  /•  les  rayons  des  cercles 
circonscrit  et  inscrit  au  triangle,  on  a 

6Rr  =  aa' . 

507.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  la  somme  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit  et  la  somme  formée  par  l'un  d'eux  et  l'hypoténuse. 

508.  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ABC,  on 
abaisse  kp  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  BC,  pq  perpendiculaire  sur  AB, 
qr  perpendiculaire  sur  BC,  rs  perpendiculaire  sur  AB,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment  ;  démontrer  que  le  rapport  de  la  somme  de  ces  perpendicu- 
laires à  AB  est  égal  au  rapport  de  AB  h-  BC  à  AC. 

509.  On  a  dans  un  cercle  une  corde  CD  parallèle  à  une  droite  de  lon- 
gueur donnée  AB;  la  droite  AC  coupant  le  cercle  une  seconde  fois  en  E, 
et  la  droite  BE  une  seconde  fois  en  F,  démontrer  que  la  droite  DF  coupe 
AB  en  un  point  fixe,  quand  la  corde  CD  se  déplace  parallèlement' à  elle- 
même. 

rJlO.  Dans  un  triangle  inscrit  ABC,  on  mène  par  le  sommet  A  jusqu'à 


^Km* 
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la  base  BC  des  parallèles  AD  et  AE  aux  tangentes  en  C  et  en  B;  démon- 
trer la  relation 

'   be^âb' 
^^    Te' 

511.  Lo  côté  d'un  polygone  est  divisé  en  n  parties;  sur  chacune  de  ces 
parties,  on  construit  par  rapport  au  polygone  donné  un  polygone  sem- 
blable et  semblablement  placé;  démontrer  que  la  somme  des  périmètres 
de  tous  ces  polygones  est  égale  au  périmètre  du  polygone  donné,  et  que 
la  somme  de  leurs  aires  (si  le  côté  du  polygone  donné  a  été  divisé  en 
n  parties  égales)  est  égale  à  la  n'"""'  partie  de  ce  polygone. 

512.  Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  et  si 
A«',  B^',  Ce',  sont  les  bissectrices  de  ses  angles,  on  a  la  relation 

Ah  .La .Bc 


[a-i-  b)[b  +  (:)[c-ha) 

513.  SiA«,  Bè,  Ce,  sont  les  droites  menées  des  sommets  d'un  triangle 
aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  avec  le  cercle  inscrit,  on  a 

kb.La.Bc=kc.Ba.Cb. 

514.  Si  l'on  prolonge  le  côté  AB  d'un  triangle  ABC  jusqu'en  D,  et  si  l'on 
prend  CF  =  BD  sur  le  côté  CA,  la  base  BC  divise  la  droite  DF  dans  le 
rapport  des  côtés  AC  et  AB  ;  de  même,  la  droite  DF  divise  BC  dans  le 
rapport  des  segments  AF  et  AD. 

515.  Soient  deux  cercles  extérieurs  l'un  à  l'autre  dont  les  deux  tan- 
gentes communes  intérieures,  qui  correspondent  aux  rayons  AC  et  BD, 
se  rencontrent  en  0  et  coupent  aux  points  K  et  H  l'une  des  tangentes^ 
communes  extérieures  ;  démontrer  la  relation 

OC.OD-f-AC.BD-OK.OH. 

516.  ABCD  étant  un  quadrilatère  quelconque  et  T  le  point  de  concours 
des  perpendiculaires  menées  par  les  extrémités  du  côté  AB  aux  côtés  ad- 
jacents AD  et  BC,  démontrer  que  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  T 
sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère,  divise  le 
côté  AB  en  deux  segments  proportionnels  aux  projections  des  côtés  BC  et 
AD  sur  AB. 

517.  La  somme  algébrique  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
d'un  polygone  régulier  sur  une  droite  menée  par  son  centre,  est  nulle 
quelle  que  soit  la  direction  de  cette  droite. 
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518.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  des  droites  Ar/,  B^,  Ce,  qui  allant 
des  sommets  aux  côtés  opposés  se  rencontrent  en  un  môme  point,  on  fait 
passer  un  cercle  par  les  trois  points  «,  b,  c,  lequel  coupe  les  mômes  côtés 
du  triangle  en  trois  autres  points  a\  b\  c';  démontrer  que  les  droites  ka\ 
B//',  Cc\  se  rencontrent  aussi  en  un  môme  point. 

oi9.  D'un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des 
sommets  aux  côtés  opposés  les  droites  AH,  BE,  CF,  puis  on  joint  deux 
à  deux  les  points  H,  E,  F;  démontrer  que  les  droites  AH,  BE,  CF,  sont 
alors  divisées  harmoniquement.  —  Inversement,  si  une  droite  AH  est  divi- 
sée harmoniquement  en  G  et  D,  et  si  F  est  un  point  d'une  autre  droite  AB, 
les  intersections  E  et  C  des  droites  FG  et  BD,  FD  et  BH,  sont  en  ligne 
droite  avec  le  point  A. 

520.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  mener  une  droite  telle,  que 
les  perpendiculaires  BB', CC,  abaissées  sur  elle  des  extrémités  delà  base, 
forment  des  triangles  rectangles  ABB',  ACC,  équivalents. 

52i.  L'aire  d'un  quadrilatère  quelconque  ABCD  est  égale  à  l'aire  du 
triangle  ayant  pour  base  l'un  des  côtés  AB  et  pour  sommet  le  point  de 
concours  des  deux  diagonales,  plus  trois  fois  le  triangle  ayant  pour  base 
le  côté  CD  et  pour,  sommet  le  point  de  concours  des  deux  droites  qui 
joignent  les  centres  de  gravité  des  triangles  ABC  et  CDA  et  des  triangles 
BCD  et  DAB. 

522.  Inscrire  un  carré  dans  un  parallélogramme.  —  Discussion. 

523.  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  si  l'on  prend  à  volonté  un 
point  M  sur  AB  et  un  point  N  sur  CD,  et  que  l'on  mène  les  droites  AN  et 
DM  qui  se  coupent  en  P,  puis  les  droites  CM  et  BN  qui  se  coupent  en  Q, 
la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe. 

524.  Décrire  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés  et  qui  passe  par 
un  point  donné  de  leur  axe  radical. 

525.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  deux  circonférences  passant, 
l'une  par  A,  l'autre  par  B,  trouver  sur  l'axe  radical  de  ces  circonférences 
un  point  C  tel,  que  la  droite  qui  unit  les  secondes  extrémités  des  cordes 
déterminées  par  les  sécantes  CA  et  CB  soit  perpendiculaire  à  cet  axe 
radical. 

526.  Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  un  cercle  0,  on  forme  un 
second  triangle  ABC  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  premier; 
des  points  A,  B,  C,  on  mène  au  cercle  0  des  tangentes  qui  rencontrent 

1  «,  b^  c,  les  côtés  opposés  du  triangle  ABC;  démontrer  que  les  points 
fl,  è,  c,  sont  en  ligne  droite. 
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527.  Deux  triangles  circonscrits  ai  un  cercle  donné  de  rayon  R  et  ayant 
leurs  côtés  parallèles  deux  à  deux,  déterminent  en  s'entrecoupant  six 
triangles  partiels;  démontrer  que  le  produit  des  surfaces  de  ces  six 
triangles  et  des  deux  triangles  donnés  est  égal  à  la  seizième  puissance 
du  rayon  R. 

528.  Les  droites,  qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  de  tous  les 
quadrilatères  formés  en  prenant  quatre  côtés  consécutifs  d'un  pentagone, 
concourent  en  un  même  point. 

529.  Inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  régulier  de  17  côtés;  montrer 
que  le  côté  de  ce  polygone  est  sensiblement  égal  à  la  moitié  de  l'excès  du 
côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  sur  le  côté  de  l'hexagone  régulier 
inscrit,  et  trouver  une  limite  de  l'erreur  que  comporte  cette  valeur 
approchée. 

530.  Étant  donnés  deux  triangles  ARC,  a^Sy,  tels  que  les  côtés  af,  67, 7a, 
du  second  passent  respectivement  par  les  sommets  C,  A,  R,  du  premier-, 
on  demande  d'évaluer  l'aire  du  triangle  a^7  en  fonction  de  l'aire  du 
triangle  ARC  et  des  rapports  des  segments  que  les  côtés  du  triangle  aP7 
déterminent  sur  ceux  du  triangle  ARC.  —  Déduire,  de  la  formule  obtenue, 
le  théorème  de  Ce  va  (313). 
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sargues. —  Génération  et  classification  des  coniques.  —  Pôle  et  polaire. 

—  Diamètres  et  centre.  —  Foyers  et  directrices,  —r  Complément  de  lu 
méthode  des  polaires  réciproques.  —  Théorème  de  Pappus.  —  Inter- 
section de  deux  coniques.  —  Construction  d'une  conique  d'après  cer- 
taines conditions.  —  Transformation  homologique ;  autres  définitions  des 
foyers  des  coniques.  —  Coniques  homothétiques. —  Méthode  fondée  sur 
la  projection  centrale  ;  théorèmes  de  Newton,  de  Carnot,  etc. —  Pôle  et 
plan  polaire  dans  les  surfaces  du  second  ordre.  —  Plans  diamétraux^ 
diamètres,  centre  ;  sections  parallèles  ;  sections  circulaires.  —  Surfaces 
réglées  du  second  ordre  ;.  Cônes  du  second  ordre  et  coniques  sphériques. 

—  Hjperboloide  à  une  nappe.  —  Paraboloïde  hyperbolique.  —  Suif  aces 
dn  second  ordre  non  réglées  :  Ellipsoïde.  —  Paraboloïde  elliptique.  — 
Hyperboloïde  à  deux  nappes 3^7  • 

QuiiSTlOS  PIIOPOSÉES i^39  . 

Questions  dîneuses  de  Géométrie  dans  l'espace.  .  .    /j5t). 


Note  I.  —  Sur  l'incommensurabilité  du  nombre  tt  et  de  son  carré /|63. 

Note  II.  —  Sur  l'application  des  déterminants  à  la  Géométrie 468. 


AVERTISSEMENT. 


La  Géométrie  dans  l'espace  a  reçu,  dans  celle  seconde  édi- 
lion,  des  améliorations  et  des  additions  importantes,  que  nous 
allons  indiquer  brièvement. 

Dans  la  première  édition  de  ce  Traité,  craignant  de  rompre 
complètement  avec  les  habitudes  de  l'enseignement,  nous 
avions  ajourné  une  partie  des  changements  qu'il  nous  semblait 
utile  de  l'aire  subir  à  la  Théorie  du  Plan.  Notre  essai  ayant  été 
bien  accueilli,  nous  l'avons  complété,  en  plaçant  tous  les  pa- 
ragraphes qui  concernent  les  droites  et  les  plans  parallèles 
avant  celui  de  la  perpendiculaire  au  plan.  Nous  croyons,  et 
nos  collègues  ont  bien  voulu  le  penser  avec  nous,  que  cette 
manière  d'exposer  le  cinquième  Livre  est  un  progrès  réel. 
Les  idées  plus  générales  qui  en  résultent  rendront  plus  facile 
l'élude  de  la  Géométrie  descriptive. 

L'Appendice  qui  termine  le  huitième  Livre,  et  qui  donne 
sous  une  forme  condensée  toute  la  Théorie  des  Coniques,  a 
été  revu  avec  un  soin  particulier.  Nous  avons  changé  la  dé- 
monstration relative  à  la  détermination  des  foyers,  dont  un 
point  spécial  laissait  à  désirer;  et  nous  avons  introduit,  après 
les  pages  consacrées  à  l'intersection  de  deux  coniques,  les  no- 
lions  qui  se  rapportent  aux  pôles  et  aux  polaires  doubles. 

L'addition  la  plus  considérable  que  nous  ayons  à  signaler  est 
la  suivante. 

Il  nous  a  semblé  que,  pour  que  noire  Traité  fût  réellement 
complet,  au  point  de  vue  auquel  nous  nous  étions  placés, 
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l'ensemble  des  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre  ne  de- 
vait pas  être  omis.  Nous  avons  donc  ajouté  à  la  fin  de  l'Ouvrage 
un  résumé  consacré  à  ces  surfaces,  et  analogue  à  celui  pré- 
senté pour  les  courbes  du  second  degré.  La  Table  des  Matières 
en  fait  connaître  suffisamment  les  détails.  Nous  nous  sommes 
étendus  spécialement  sur  les  cônes  du  second  ordre  et  sur 
les  coniques  sphériques,  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et 
sur  le  paraboloïde  hyperbolique.  De  nouvelles  figures  om- 
brées, insérées  dans  le  texte,  rendent  parfaitement  compte 
de  la  forme  des  cinq  surfaces  du  second  ordre. 

Tous  nos  efforts  ont  tendu  à  rendre  cette  nouvelle  édition 
digne  des  encouragements  accordés  à  la  première. 
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GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE, 


LIVRE  V. 

LE  PLAN. 


§  L  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LE  PLAN. 

DÉFINITIONS. 

479.  On  sait  qu'un  plan  est  une  surface  telle,  qu'une  ligne 
droite  y  est  contenue  tout  entière  dès  qu'elle  y  a  deux 
points  (5).  Cette  surface  est  illimitée;  toutefois,  pour  la  re- 
présenter, on  est  obligé  de  lui  assigner  des  limites  :  on  repré- 
sente un  plan  par  une  figure  tracée  dans  ce  plan,  le  plus  sou- 
vent par  un  parallélogramme. 

480.  On  dit  qu'une  droite  CC  et  un  plan  P  se  coupent 
{Jig.  267  )  lorsqu'ils  n'ont  qu'un  point  commun  1);  ce  point 
divise  la  droite  CC  en  deux  parties  DC  et  DC  situées  de  part 
et  d'autre  du  plan  P. 


Fig.  2G7. 


Fig.  2G8. 
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THÉORÈME. 

481.  Par  une  ligne  droite  AB  et  par  un  point  C  extérieur  à 
cette  droite,  on  peut  faire  passer  un  plan,  et  on  ne  peut  en 
faire  passer  quun;  en  d'autres  termes,  une  droite  et  un  point 
extérieur  à  cette  droite  déterminent  un  plan  {/ig.  2G8). 
IL  I 
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En  effet,  un  plan  assujetti  à  la  seule  condition  de  contenir 
la  droite  AB  peut  tourner  autour  de  cette  droite,  comme  une 
porte  sur  ses  gonds,  de  manière  à  venir  passer  par  le  point  C; 
puis,  si  la  rotation  continue,  le  plan  ne  contient  plus  le  point  C. 
Donc,  de  tous  les  plans  en  nombre  infini  qui  passent  par  la 
droite  AB,  il  en  est  un,  et  un  seul,  qui  renferme  le  point  C. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  que,  si  les  deux  plans  P  et  Q 
contiennent  chacun  la  droite  AB  et  le  point  C,  ces  deux  plans 
coïncident.  En  effet,  par  un  point  quelconque  M  du  plan  P 
[fig.  269),  menons  dans  ce  plan  une  droite  MN  qui  coupe  la 

Fig.   269. 
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droite  AB,  et  joignons  au  point  C  un  point  0  pris  sur  AB,  de 
telle  sorte  que  0  et  C  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  MN; 
les  droites  OC  et  MN  du  plan  P  se  rencontreront  nécessaire- 
ment en  un  certain  point  I.  Mais  les  points  N  et  I  sont  situés 
dans  le  plan  Q,  car  ce  plan  contient  la  droite  AB  par  hypothèse 
et  la  droite  OC  (479)  dont  il  renferme  deux  points  0  et  C. 
Donc  la  droite  MN  tout  entière  et,  par  suite,  le  point  M  appar- 
tiennent au  plan  Q.  Ainsi,  tout  point  M  du  plan  P  appartient 
au  plan  Q,  et  l'on  verrait  de  même  que  tout  point  du  plan  Q 
est  situé  dans  le  plan  P.  Donc  les  deux  plans  P  et  Q  coïnci- 
dent. ^ 

Corollaires. 

482.  Trois  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne  droite,  déter- 
minent un  plan;  car  le  plan  P,  déterminé  par  la  droite  AB  et 
le  point  C,  renferme  les  trois  points  A,  B,  C;  et,  réciproque- 
ment, tout  plan  qui  contient  ces  trois  points  ne  diffère  pas  du 
plan  P,  puisqu'il  passe  par  la  droite  AB  et  le  point  C. 

483.  Deux  droites  AB  et  AC  qui  se  coupent  déterminent  un 
plan;  car  le  plan  P,  déterminé  par  la  droite  AB  et  le  point  C, 
renferme  les  droites  AB  et  AC;  et,  réciproquement,  tout  plan 
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qui  contient  ces  deux  droites  ne  diffère  pas  du  plan  P,  puis- 
qu'il passe  par  la  droite  AB  et  le  point  C. 

484.  Deux  droites  parallèles  déterminent  un  plan;  car  deux 
parallèles  sont  toujours,  par  définition,  situées  dans  un  même 
plan;  et  ce  plan  est  le  seul  qui  les  contienne,  puisqu'on  ne 
peut  mener  qu'un  plan  par  la  première  droite  et  par  un  point 
de  la  seconde. 

485.  Il  résulte  de  là  que,  par  un  point,  on  ne  peut  mener 
dans  l'espace  quune  parallèle  à  une  droite  donnée  ;  car  toute 
parallèle  menée  à  cette  droite  par  ce  point  doit  être  située  dans 
le  plan  que  cette  droite  et  ce  point  déterminent,  et  l'on  sait 
que,  dans  un  plan,  on  ne  peut  mener  par  un  point  qu'une  pa- 
rallèle à  une  droite. 

SCOLIES. 

486.  Le  lieu  des  positions  successives  d'une  droite  assujettie 
à  passer  par  un  point  fixe  et  à  rencontrer  une  droite  fixe  est 
le  plan  déterminé  par  ce  point  fixe  et  cette  droite  fixe. 

487.  Le  lieu  des  positions  successi(^es  d'une  droite  assujettie 
à  rester  parallèle  à  elle-même  et  à  rencontrer  une  droite 
fixe  est  un  plan  passant  par  cette  droite  fixe  et  une  position 
quelconque  de  la  droite  mobile. 

THÉORÈME. 

488.  L intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

En  effet,  si  sur  la  ligne  commune  aux  deux  plans  on  pou- 
vait trouver  trois  points  non  en  ligne  droite,  les  deux  plans 
ne  seraient  pas  distincts;  ils  coïncidieraieni  (481)  dans  toute 
leur  étendue. 

SCOLIE. 

489.  L  intersection  de  trois  plans  esty  en  général,  un  point. 
C'est  le  point  où  la  droite  commune  aux  deux  premiers  plans 
rencontre  le  troisième. 

§  II.  -  DROITES  PARALLÈLES  ET  ANGLE  DE  DEUX  DROITES. 

DÉFINITIONS. 

490.  Deux  droites  AB  et  CD  étant  données  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  le  plan  P,  mené  par  AB  et  par  un 

I. 
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point  quelconque  D  de  Cl),  peut  couper  cette  droite  CD  ou  la 
contenir  tout  entière. 

Dans  le  premier  cas  [fig-  267),  il  n'existe  aucun  plan  qui 
contienne  à  la  fois  les  deux  droites  AB  et  CD;  car  un  tel  plan 
ayant  la  droite  AB  et  le  point  D  communs  avec  le  plan  P,  de- 
vrait coïncider  avec  lui  (481),  et  par  suite  le  plan  P  contien- 
drait la  droite  CD,  tandis  qu'il  la  coupe  par  hypothèse.  Les 
deux  droites  AB  et  CD,  n  étant  pas  situées  dans  un  même  plan, 
ne  peuvent  ni  se  rencontrer  (483)  ni  être  parallèles  (484). 

491.  On  voit  par  là  que,  pour  prouver  le  parallélisme  de  deux 
droites  de  l 'espace.  Une  suffira  plus,  comme  en  Géométrie  plane, 
d'établir  quelles  ne  se  rencontrent  pas,  si  loin  qu'on  les  pro- 
longe; HfaudrUy  en  outre,  montrer  qu'elles  sont  situées  dans 
un  même  plan. 

492.  Observons  encore  que  quand  deux  droites  AB  et  CD 
sont  parallèles,  tout  plan  P  qui  coupe  l'une  AB  coupe 
l'autre  CD  {fig.  270). 

Fig.  270. 


En  effet,  puisque  la  droite  AB  coupe  le  plan  P,  le  plan  ABDC 
des  deux  parallèles  et  le  plan  P  se  rencontrent  suivant  une 
droite  BX  qui,  coupant  AB,  coupe  sa  parallèle  CD  (60).  Pai 
suite,  CD  coupe  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

493.  Deux  droites  AA'  et  BB',  parallèles  à  une  troisième  CC , 
sont  parallèles  entres  elles  [fig.  271). 

D'abord,  les  deux  droites  AA'  et  BB'  ne  peuvent  pas  se  ren- 
contrer; sans  quoi,  de  leur  point  d'intersection,  on  pourrait 
mener  deux  parallèles  à  CC/  (485).  11  suffit  donc  de  prouver 
qu'elles  sont  dans  un  môme  plan,  c'est-à-dire  que  le  plan  A'AB 
déterminé  par  AA'  et  un  point  B  de  BB'  contient  BB'.  Or,  si 
ce  plan  coupait  la  droite  BB',  il  couperait  sa  parallèle  CC  (492); 
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et  coupant  ce,  il  devrait  couper  sa  parallèle  AA',  tandis  qu'il  la 
contient  par  hypothèse. 

THÉORÈiME. 

49i.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  paral- 
lèles sont  égaux  ou  supplémentaires. 

¥\Q.  371. 
A A'  P 
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1°  Deux  angles  BAC,  B' A'C,  dont  les  côtés  AB  et  A'^B^  AC 

et  A'C,  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de  mêtne  sens,  sont 
égaux  (/g-.  271). 

En  effet,  prenons  A'B'  =  AB,  A'C'  =  AC  et  menons  AA', 
BB',  CC;  BC,  B'C.  Les  deux  droites  AB  et  A'B'  étant  égales 
et  parallèles,  la  figure  ABB'A'  est  un  parallélogramme,  et  par 
suite  BB'  est  égale  et  parallèle  à  AA'.  On  verrait  de  même  que 
ce  est  égale  et  parallèle  à  AA'.  Donc  (493)  BB'  et  CC  sont 
égales  et  parallèles,  la  figure  BB'C'C  est  un  parallélogramme 
et  BC  =  B'C'.  Les  triangles  ABC,  A' B'C,  étant  égaux  comme 
ayant  leurs  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  les  angles  BAC, 
B'A'C,  sont  égaux. 

2°  Deux  angles,  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux  parallèles 
et  de  sens  contraires,  sont  égaux. 

3**  Deux  angles,  qui  ont  deux  côtés  parallèles  et  de  même 
sens  et  deux  côtés  parallèles  et  de  sens  contraire,  sont  sup- 
plémentaires. 

Pour  ces  deux  derniers  cas,  le  raisonnement  est  le  même 
qu'en  Géométrie  plane  (70). 

SCOLIE. 

495.  Sur  une  droite  quelconque  MN  {Jig.  271),  il  y  a  deux 
sens  à  distinguer  :  le  sens  de  MN,  et  le  sens  contraire,  celui 
de  NM. 

On  appelle  angle  de  deux  droites,  dont  la  position  dans 
l'espace  et  le  sens  sont  donnés,  l'angle  que  l'on  forme  en 
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menant  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  à  chacune  des 
droites  données,  une  droite  parallèle  et  de  môme  sens.  Ainsi, 
MN  et  PQ  [fig.  271)  étant  les  deux  droites  données,  par  un 
point  quelconque  A  de  l'espace,  menons  AB  parallèle  à  MN  et 
de  même  sens,  AC  parallèle  à  PQ  et  de  même  sens;  l'angle 
BAC  sera,  par  définition,  l'angle  des  deux  droites  MN  et  PQ. 

Pour  que  cette  définition  n'offre  rien  de  contradictoire,  il 
faut  que  la  grandeur  de  l'angle  ainsi  obtenu  soit  indépendante 
de  la  position  qu'occupe  dans  l'espace  le  point  par  lequel  on 
mène  des  parallèles  aux  droites  données.  Or,  soient  BAC  et 
B'A'C  les  valeurs  obtenues  pour  l'angle  de  MN  et  de  PQ,  en 
menant  à  ces  droites  des  parallèles  par  deux  points  différents 
A  et  A'.  AC  et  A'  C,  étant  chacune  parallèles  à  MN  et  de  même 
sens  que  celle  droite,  sont  parallèles  et  de  même  sens  (4^93)  ;  il 
en  est  de  même  pour  AB  et  A'B';  par  suite,  les  deux  angles 
BAC,  B' A'C,  sont  égaux  (  494,  i''). 

496.  On  dit  que  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  lorsque  leur  angle  (495] 
est  droit. 

On  voit,  par  la  définition  même  de  l'angle  de  deux  droites, 
que  lorsque  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
toute  parallèle  à  l'une  est  perpendiculaire  à  l'autre. 


§  III.  -  DROITE  ET  PLAN  PARALLÈLES. 

DÉFIMTIOIV. 

497.  Une  droite  et  un  plan  sont  parallèles  lorsqu'ils  ne  peu- 
vent avoir  aucun  point  commun. 

THÉORÈME. 

498.  Quand  deux  droites  D  et  D'  sont  parallèles,  tout  plan  P 
qui  contient  la  première  D  ou  qui  lui  est. parallèle,  contient  la 
seconde  1)'  ou  lui  est  parallèle. 

Car  si  le  plan  P  coupait  la  droite  D',  il  couperait  aussi  sa 
parallèle  D  (492);  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
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Corollaire. 

490.  L'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  une  même 
droite  est  parallèle  à  cette  droite  ;Çi\v  si,  par  un  point  commun 
;iux  doux  plans,  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  considérée, 
cette  parallèle  doit  appartenir  à  chacun  des  deux  plans. 

En  particulier,  r intersection  de  deux  plans  conduits  suivant 
deux  droites  parallèles  est  parallèle  à  ces  droites. 

THÉORÈME. 

500.  Si,  par  une  droite  AB  parallèle  à  un  plan  P,  on  mène 
un  plan  Q  qui  coupe  le  plan  P,  r  intersection  CD  est  parallèle 

à  \B{fig.  272). 

Fig.  -272. 
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En  effet,  les  droites  xVB  et  CD  sont  dans  un  même  plan  Q; 
et  AB,  qui  est  parallèle  au  plan  P,  ne  saurait  rencontrer  CD,  qui 
appartient  tout  entière  à  ce  plan  P.  Donc  les  droites  AB  et  CD 
sont  parallèles. 

Corollaire. 

501.  Les  parallèles  AC  et  BD  comprises  entre  une  droite  AB 
et  un  plan  P  parallèles  sont  égales  [fig.  272).       .     -* 

En  effet,  le  plan  Q  des  deux  parallèles  AC  et  BD  coupe  le 
plan  P  suivant  une  droite  CD  parallèle  à  AB.  Donc  AC  et  BD 
sont  égales  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles'(()8). 


§  IV.  -  PLANS  PARALLÈLES. 

DÉFINITION. 

502.  Deux  plans  sont  parallèles  lorsqu'ils  ne  peuvent  avoir 
aucun  point  commun. 
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THÉORÈME. 

503.  Si  deux  plans  V  et  Q^  sont  parallèles,  toute  droite  D 
parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan,  est  parallèle  au 
plan  Q  ou  située  dans  ce  plan  [fig.  ^73  ). 

En  effet  : 

i*'  Si  la  droite  D  est  située  dans  le  pian  P,  elle  est  évidem- 
ment parallèle  au  plan  Q; 

qP  Si  la  droite  D  est  parallèle  au  plan  P,  un  plan  quelconque 
mené  par  D  coupera  le  plan  P  suivant  une  droite  B  qui  sera  à 
la  fois  parallèle  au  plan  Q  (  i")  et  à  la  droite  D  (500).  La  droite  D 
étant  parallèle  à  une  droite  B  qui  est  parallèle  au  plan  Q,  sera 
donc  elle-même  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (498). 

Corollaires. 

504.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  toute  droite  qui  coupe 
l'un  coupe  l'autre. 

505.  Si  deux  plans  V  et  Q  sont  parallèles,  tout  plan  R  qui 
coupe  Pun  P  coupe  l'autre  Q,  et  les  droites  d'intersection  A 
et  B  sont  parallèles  [Jig-  27 3  j. 

Fig.  274. 


\r 


En  effet  : 

i"  Concevons  dans  le  plan  R  une  droite  C  Hon  parallèle  à  B. 
Cette  droite  C  coupant  le  plan  P,  coupera  aussi  le  plan  Q(504). 
Donc  le  plan  R  coupe  le  plan  Q. 

2*»  Les  droites  A  et  B  sont  dans  un  même  plan  R,  et  elles  ne 
se  rencontrent  pas  puisque  les  plans  P  et  Q  ne  peuvent  avoir 
aucun  point  commun;  donc,  ces  droites  sont  parallèles. 

50G.  Deux  plans  parallèles  à  un  troisième  sont  parallèles 
entre  eux;  car,  si  le  premier  coupait  le  second,  il  couperait 
aussi  le  troisième  (505,  i"),  contrairement  à  l'hypothèse. 
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THÉORÈME. 


507.  Par  un  point  extérieur  à  un  plan,  on  peut  toujours 
mener  un  plan  parallèle  à  ce  plan,  et  on  nen  peut  mener 
quun  seul  [Jig.  274)* 

En  effet,  soient  A  le  point  et  B' A'  C  le  plan  donnés.  Menons 
par  A  deux  droites  AB  et  AC  parallèles  au  plan  B'A'C.  Le 
plan  BAC  sera  parallèle  au  plan  B'A'C;  car,  s'il  le  rencontrait, 
leur  intersection  serait  à  la  fois  parallèle  à  AB  et  à  AC  (  500),  ce 
qui  est  impossible  (485).  De  plus,  tout  plan  autre  que  le 
plan  BAC,  mené  par  le  point  A,  coupant  le  plan  BAC,  coupera 
aussi  le  plan  B'A'C  (505)  et  ne  pourra  lui  être  parallèle. 

Corollaire. 

508.  Deux  angles  BAC,  B'A'  C,  qui  ont  les  côtés  parallèlesy 
ont  leurs  plans  parallèles  ;  car  chacune  des  droites  AB  et  AC 
est  parallèle  au  plan  B'A'C  (500)  et,  par  suite  (507),  le  plan 
BAC  est  parallèle  au  plan  B'A'C. 

SCOLIE. 

509.  Si  par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  Q,  on  mène  des 
droites  parallèles  à  ce  plan,  le  lieu  de  ces  parallèles  est  le  plati  P 
mené  par  A  parallèlement  au  plan  Q. 

Car  deux  quelconques  de  ces  parallèles  déterminent  un 
plan  P  parallèle  au  plan  Q,  et  c'est  le  seul  qui  puisse  passer 
par  le  point  A  (507). 
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rHÉORÈME. 

510.  Les  parallèles  AB  et  CD  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles V  et  Q  sont  égales  [Jig.  276). 
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En  effet,  le  plan  des  deux  parallèles  AB,  CD,  coupe  les 
plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  AC  et  BD  parallèles  entre 
elles  (505);  donc  AB  et  CD  sont  égales  comme  parallèles  com- 
prises entre  parallèles. 

Corollaire. 

511.  Deux  droites  quelconques  AC,  A'C  {fi§Ç'  276),  sont 
coupées  par  trois  plans  parallèles  P,  Q,  R,  en  parties  propor- 
tionnelles; en  d'autres  termes,  si  A,  B,  C,  sont  les  points  où  les 
plans  P,  Q,  R,  rencontrent  la  première  droite  AC,  et  A',  B',  C,  les 
points  où  les  mêmes  plans  coupent  la  seconde  droite  A'C,  on  a 

,  ,  AB         BC         AC 

(0 


AB'       B'C       A'C 

En  effet,  menons  par  A  la  parallèle  à  A'C,  et  désignons 
par  D,  E,  les  points  où  elle  coupe  les  plans  Q  et  R.  Les  droites 
BD  et  CE  étant  parallèles  (505),  on  a 

ABBCAC 
AD  ~DE~  AE* 

Mais  les  segments  AD,  DE,  AE,  sont  respectivement  égaux  à 
A'B',  B'C,  A'C,  comme  parallèles  comprises  entre  plans  pa- 
rallèles (510).  La  relation  (1)  est  donc  démontrée. 

Deux  droites  concourantes  AC,  AE,  étant  divisées  en  parties 
proportionnelles  par  le  point  A  et  les  plans  parallèles  Q  et  R, 
il  en  sera  de  même  évidemment  pour  une  série  de  sécantes 
parlant  du  point  A. 

§  V.  -  DROITE  ET  PLAN  PERPENDICULAIRES. 

DÉFINITIONS. 

512.  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre,  lorsque  cette  droite  est  perpendiculaire  (496)  à 
toutes  les  droites  du  plan. 

513.  Il  résulte  de  cette  définition  que  deux  droites  parallèles 
ont  leurs  plans  perpendiculaires  communs.  En  d'autres  ter- 
mes, si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  P,  toute 
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parallèle  CI)    à   celtes  droite   est   pi^rpeniUculaire  à   ce   plan 

En  effet,  toute  droite  EF  du  plan  P,  étant  perpendiculaire 
à  AB,  est  aussi  perpendiculaire  à  sa  parallèle  Cl),  qui,  par  suite, 
est  perpendiculaire  au  plan  P. 

I    514.  Une  droite  est  dite  oblique  à  un  plan,  lorsqu'elle  ren- 
contre ce  plan  sans  lui  êlre  perpendiculaire. 

Fig.  277.  Fig.  278. 


1^  THÉORÈME. 

515.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P,  toute 
parallèle  CD  au  plan  P  est  perpendiculaire  à  la  droite  AB 

En  effet,  si  par  le  point  A,  où  AB  rencontre  le  plan  P,  on 
mène  AE  parallèle  à  CD,  cette  droite  AE  sera  contenue  dans 
le  plan  P  (498);  par  suite  (512),  l'angle  BAE  sera  droit,  et 
comme  cet  angle  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  AB  et  CD 
(496),  on  voit  que  ces  deux  droites  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre. 

516.  Béciproquemem,  si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à 
un  plan  P,  toute  perpendiculaire  CD  à  la  droite  AB  est  paral- 
lèle au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan  {Jig.  278). 

En  effet,  menons  par  le  point  A  la  parallèle  AE  à  CD  :  l'angle 
BAE  sera  droit.  Par  suite,  la  droite  AE  sera  contenue  dans  le 
plan  P,  car  sans  cela  le  plan  BAE  couperait  le  plan  P  suivant 

',  une  autre  perpendiculaire  à  AB  (512),  et  l'on  aurait  au  point  A, 
dans  le  plan  BAE,  deux  perpendiculaires  sur  BA,  ce  qui  est  im- 
possible. Dès  lors,  la  droite  CD  étant  parallèle  à  une  droite  AE 

\  du  plan  P,  est  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (498). 

Corollaire. 

517.  Si  deux  plans  V  et  ()  sont  parallèles,  toute  droite  D 
^perpendiculaire  à  l'un  P  est  perpendiculaire  à  l'autre  Q;  ou 
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plus  brièvement,  deux  plans  parallèles  ont  leurs  perpendicu- 
laires communes. 

En  effet,  toutes  les  droites  du  plan  Q,  étant  parallèles  au 
plan  P,  sont  perpendiculaires  à  la  droite  D  (515),  qui,  par 
suite,  est  perpendiculaire  au  plan  Q  (512). 

THÉORÈME. 

518.  Par  un  point  donné  A  on  peut  toujours  mener  une 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  donné  P,  et  on  ne  peut  en 
mener  quune. 

i*"  Supposons  le  point  A  extérieur  au  plan  P  {fig.  27g). 

La  distance  du  point  A  à  un  point  quelconque  M  du  plan  V 
varie  avec  la  position  du  point  M  dans  ce  plan;  car  si  le  point  M 
se  déplace,  par  exemple,  sur  une  droite  EF  du  plan  P,  la  lon- 
gueur AM  croît  à  mesure  que  le  point  M  s'écarte  du  pied  G 
de  la  perpendiculaire  AG,  abaissée  du  point  A  sur  la  droite  EF 
dans  le  plan  AEF.  Cette  distance  variable  du  point  A  aux  divers 
points  du  plan  P  ne  peut  évidemment  devenir  aussi  petite  que 
l'on  veut,  puisque  le  point  A  est  hors  du  plan  P;  donc  elle  ne 
descend  pas  au-dessous  d'une  certaine  limite  :  en  d'autres 
termes,  elle  est  susceptible  d'un  minimum.  D'ailleurs,  parmi 
les  droites  qui  unissent  le  point  A  aux  divers  points  du  plan  P, 
il  n'en  est  qu'une  qui  possède  celte  longueur  minimum,  car 
cette  longueur  minimum  ne  saurait  appartenir  à  deux  droites 
égales,  telles  que  AC  et  AD,  puisque  la  médiane  AI  du  triangle 
isocèle  ACD  est  moindre  que  chacune  d'elles.  Enfin,  cette 
droite  unique  AB,  de  longueur  minimum,  dont  nous  venons 
de  prouver  l'existence,  est  perpendiculaire  à  une  droite 
quelconque  EF  du  plan.  En  effet,  en  menant  par  le  point  B, 
où  AB  perce  le  plan  P,  la  parallèle  BH  à  EF,  on  forme  un 
angle  ABU  égal  à  celui  des  deux  droites  BA  et  EF  (495);  or, 
celte  parallèle  BH  est  située  dans  le  plan  BEF,  c'est-à-dire 
dans  le  plan  P;  de  plus,  la  droite  AB,  plus  courte  distance 
du  point  A  au  plan  P,  est  en  particulier  la  plus  courte  distance 
du  point  A  à  la  droite  KBH  de  ce  plan;  donc  AB  est  perpendi- 
culaire à  BH,  et,  par  suite,  à  EF.  Ainsi,  on  peut  mener  du 
point  A  une  droite  AB  qui  soit  perpendiculaire  à  une  droite 
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quelconque  du  plan  P,  c'est  à-dire  (512)  qui  soii  perpendicu- 
laire à  ce  plan. 

On  ne  peut  en  mener  ([u'une.En  effet,  toute  autre  droite  AM 
issue  du  point  A  est  oblique  au  plan  P,  puisque,  le  triangle 
AMB  étant  rectangle  en  B,  l'angle  AMB  est  aigu. 

Fiiî.  oSo. 


■yo 


f  B 


2"  Supposons  le  point  A  situé  dans  le  plan  P  {fig-  280), 

Soit  Q  un  plan  parallèle  au  plan  P.  Les  plans  parallèles  P  et 

'  Q  ayant  leurs  perpendiculaires  communes  (513),  dire  que  par  le 

i  point  A  on  peut  élever  une  perpendiculaire  au  plan  P  et  qu'on 

ne  peut  en  élever  qu'une,  c'est  dire  que  du  point  A  on  peut 

abaisser  une  perpendiculaire  sur  le  plan  Q,  et  qu'on  ne  peut  en 

abaisser  qu'une  ;  or  c'est  ce  que  nous  venons  d'établir  (1°). 

Corollaire. 

519.  Deux  droites  AB  et  CI)  perpendiculaires  à  un  même 
'  plan  P  sont  parallèles  {/ig.^'j']);  car,  si  l'on  imagine  par  un  poini 

quelconque  C  de  CD  la  parallèle  à  AB,  cette  parallèle  sera  per- 
pendiculaire au  plan  P  (513);  elle  coïncidera  donc  avec  CD, 
puisque  du  point  C  on  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire 
au  plan  P. 

SCOLIES. 

520.  En  géométrie,  le  mol  distance  est  toujours  synonyme 
i\(i  plus  courte  distance.  D'après  cela,  il  résulte  du  raisonne- 
ment fait  au  n"  518  (i"),  que  la  distance  d'un  point  A  à  un 
plan  P  est  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point 
\sur  ce  plan. 

Il  résulte  de  là,  ainsi  que  des  n°'  501,  510  et  519,  que  : 
i**  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout  équidistants: 
•?"  deux  plans  parallèles  sont  partout  équidistants. 
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THÉORÈME. 

521.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  un  plcih 
perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  XY,  et  on  ne  peut  en 
mener  qu'un. 

1"  Supposons  le  point  A  situé  sur  la  droite  XY  [Jîg.  iSi  ). 

Considérons  à  part  un  pian  Q  {fig.  281),  et  la  perpendicu- 
laire HO  élevée  sur  ce  plan  par  l'un  de  ses  points  H  pris  à  vo- 
lonté; puis  transportons  celte  figure  tout  d'une  pièce,  de 
manière  que  la  droite  OH  s'applique  sur  la  droite  XY  de  la 
fig.  282,  et  que  le  point  H  tombe  en  A;  le  plan  Q,  dans  sa  nou- 
velle position  P,  sera  un  plan  perpendiculaire  à  XYau  point  A. 

On  ne  peut  en  mener  qu'un.  En  effet,  soient  AB  et  AC 
{fig.  282)  deux  droites  menées  par  le  point  A  à  angle  droil 
sur  XY;  tout  plan  perpendiculaire  à  XY  au  point  donné  A 
doit  (  516)  contenir  chacune  des  droites  AB  et  AC;  or,  par  ces 
deux  droites  on  ne  peut  conduire  qu'un  seul  plan  (483). 

2°  Supposons  le  point  A  extérieur  à  la  droite  XY  [fig.  288). 

Soit  UZ  la  parallèle  à  XY  menée  par  A.  Les  droites  paral- 
lèles XY  et  UZ  ayant  leurs  plans  perpendiculaires  communs 
(513),  dire  que  par  le  point  A  on  peut  abaisser  un  plan  per- 
pendiculaire sur  XY  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'un,  c'est 
dire  que  par  le  point  A  on  peut  élever  un  plan  perpendiculaire 
sur  UZ  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'un  ;  or  c'est  ce  que  nous 
venons  d'établir  (1''). 

Fig.  281.  Fig.  282.  Fig.  283. 

I      i 


I        /p 


'  Corollaire. 
522.  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles;  car,  s'ils  se  rencontraient,  d'un  point  de  leur  inter- 
section on  pourrait  mener  deux  plans  perpendiculaires  sur  la 
même  droite,  ce  qui  est  impossible. 


I 
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SCOLIES. 

523.  Le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  que  l'eu  peut 
mener  à  une  droite  AB  par  un  point  C  est  le  plan  P  mené  par 
ce  point  perpendiculairement  à  la  droite  AB  [Jig.  284);  car  l'une 
quelconque  CD  de  ces  perpendiculaires  doii  (  51G  )  n'avoir 
aucun  point  commun  avec  le  plan  P  ou  y  être  contenue  tout 
entière  :  c'est  ce  dernier  cas  qui  a  lieu  ici,  puisque  la  droite  (-D 
a  déjà  un  point  G  commun  avec  le  plan  P. 

52i.  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  des  extré- 
mités d'une  droite  XY  est  le  plan  élevé  perpendiculairement 
sur  le  milieu  de  cette  droite  {Jig.  2.82).  En  effet,  dans  un  pian 
quelconque  XYB  passant  par  XV,  le  lieu  des  points  équidis- 
tants des  extrémités  de  cette  droite  est  la  perpendiculaire  AB 
élevée  dans- ce  plan  sur  le  milieu  A  de  XY;  or,  on  vient  de 
voir  que  le  lieu  des  diverses  perpendiculaires  élevées  sur  XY 
par  le  point  A  est  le  plan  mené  par  ce  point  perpendiculaire- 
ment à  XY. 

THÉORÈME. 

525.  Pour  qu'une  droite  AB  soit  perpendiculaire  à  un  plan  P, 
//  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  non  paral- 
lèles entre  elles,  situées  dans  le  plan  P  ou  parallèles  au  plan  P 

Fig.  q8/|. 
A 


-/ 


En  effet,  par  un  point  quelconque  C  du  plan  P,  menons  les 
parallèles  CD  et  CE  aux  deux  droites  considérées.  Les  droites 
CD  et  CE  seront  contenues,  d'une  part  dans  le  plan  P  {h^S),  et 
d'autre  part  (523)  dans  le  plan  mené  par  le  point  C  perpendi- 
culairement à  la  droite  AB.  Le  plan  CDE,  c'est-à-dire  le  plan  P, 
est  donc  perpendiculaire  à  AB. 

THÉORÈME. 
526.  Si,  d'un  point  A  pris  hors  d'un  plan  P  [fig.  ?85),  on 
mène  à  ce  plan  la  perpendiculaire  AB  et  diverses  obliques  AC, 
AD,  AE  : 
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i«  Deux  obliques  AC  et  AD,  dont  les  pieds  CetH  s  ^carient 
également  du  pied  B  de  la  perpendiculaire,  sont  égales; 
"t  Des  deux  obliques  AC  et  AE,  Vobliqr^e  ÂE,  qm  s  écarte  le 
plus  du  pied  de  la  perpendiculaire,  est  la  plus  longue. 

fo"LlfclVux  triangles  rectangles  ABC  et  ABD  étant  égaux 
comme  ayant  les  deux  côtés  de  Vangle  droit  .respectivement 
égaux,  leurs  hypoténuses  AC  et  AD  sont  égales. 
^J  En  prenanlBD  =  BC,  on  a,  en  vertu  de  l'aUnea  précèdent 
AC  =  AD,  et  par  la  Géométrie  plane  AE>  AD;  donc  AE  est 
plus  grand  que  AC. 

m.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies   II  en 
résulte  que  le  lieu  des  points  d'un  plan  VsHués  a  égale  d.s- 

L  d\n  point  donné  A  est  une  droonférenee  uy^U  po.^ 
centre  la  projection  B  de  ce  point  sur  le  plan  {fg.  a85  ).  De  la, 

Fis.  285. 
A 


un  moyen  pratique  pour  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un 
In  P  par  un  point  extérieur  A  :  on  fixe  au  point  A  l'une  d  s 
extrémités  d'un  fil  dont  l'autre  extrémité  est  armée  d  un  crayon 
on  marque  trois  points  C,  D,  F,  sur  le  plan  en  tenant  le  fil 
tendu  on  cherche  le  centre  du  cercle  qui  passerait  par  ces 
trois  points,  et  l'on  a  le  pied  de  la  perpendiculaire  demandée. 

«  VI    -  PR0.1F.CT10N  D'UNE   DROITE  SOR   CN    PLAN-  -J«^«f;E 
^  D UiXE  DROITE  ET  DUN   PLAN.  -  PLUS  COURTE  DlhTANCE  DE 
DEUX  DROITES. 

DÉFINITIONS. 

508.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  plan  P  le 
pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plai 

'^La  projection  d'une  ligne  quelconque  ABC...  -.r  un  plan  1 
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esi  le  lieu  des  projections  a,  b,  c,...  des  divers  points  de  celle 
ligne. 

Fii;.  -iSti.  Fi{j.  •287. 

—  E 


THÉORÈiME. 

o29.  La  projection  d'une  ligne  droite  AB  sur  an  plan  V  est 
une  ligne  droite  {/îg.  287). 

Car  toules  les  perpendiculaires  \a,  Bh,. .  .  abaissées  sur  le 
plan  P  par  les  divers  poinis  de  la  droite  AB  sont  parallèles  (519); 
leur  lieu  est  donc  un  plan  (487),  et,  par  suite,  le  lieu  de  leurs 
pieds  est  la  droite  ab  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P. 

SCOLIES. 

530.  Lorsque  la  droite  est,  comme  EF,  perpendiculaire  au 
plan  P,  sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  évidemment  à  un 
point  e. 

531.  Lorsque  la  droite  est,  comme  CD,  parallèle  au  plan  P, 
elle  est  parallèle  à  sa  projection  cd  sur  ce  plan  (500). 

Corollaires. 

532.  Les  projections  ab  et  cd  de  deux  droites  parallèles  AB 
et  CD,  sur  un  même  plan  P,  sont  parallèles  {Jig.  288). 

Fi{j.  288. 


Car  la  projetante  \a  d'un  point  quelconque  de  AB  et  la  pro- 

îlanle  Ce  d'un  point  quelconque  de  CD  étant  parallèles,  les 

"angles  Bka,  DCc,  ont  leurs  plans  parallèles  (508);  et,  par  suite, 

les  droites  ab  et  cd,  suivant  lesquelles  le  |)lan  P  coupe  ces 

deux  plans,  sont  parallèles. 

H.  2 
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THÉORÈME. 


533.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  de  l'espace  sont  per- 
pendiculaires Vune  à  Vautre,  leurs  projections  ab  et  cd  sur  un 
planV  parallèle  à  l'une  d'elles  CD,  sont  aussi  perpendiculaires 
entre  elles  {fi g.  289). 


Fig.  290. 


En  effet,  la  droite  cd  est,  comme  sa  parallèle  CD,  à  angle 
droit  sur  AB;  elle  est  d'ailleurs  à  angle  droit  sur  la  pro- 
jetante A  a,  droite  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  cy/. 
Donc,  cd  est  perpendiculaire  au  plan  ABab  et,  par  suite, 
à  ab. 

534.  Réciproquement,  deux  droites  de  l'espace  AB  et  CD, 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  si  leurs  projections  ab 
et  cd  sur  un  plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles  [fi^.  289). 

En  effet,  la  droite  cd  étant  à  angle  droit  sur  ab  et  sur  ka,  est 
perpendiculaire  au  plan  AB6a.  Il  en  est  donc  de  même  de  sa 
parallèle  CD,  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à  AB. 

Dans  le  cas  très-particulier  où  le  plan  P  contient  CD  et  ou 
les  droites  AB  et  CD  se  coupent,  cette  réciproque  revient  au 
Théorème  connu  sous  le  nom  de  Théorème  des  trois  perpen- 
diculaires, et  qu'on  énonce  habituellement  sous  la  forme  sui- 
vante, d'ailleurs  assez  incommode  dans  les  applications  : 

Si  du  pied  a  d'une  perpendiculaire  sKa  à  un  plan  P,  on 
mène  la  perpendiculaire  «B  sur  une  droite  quelconque  CD  tra- 
cée dans  ce  plan,  la  droite  AB  qui  joint  au  point  B  un  poim 
quelconque  de  la  perpendiculaire  A  a  sera  perpendiculaire 
à  CD  {fis.  290). 


livre  v.  —  le  plan.  i9. 

Corollaire. 

535.  Considérons  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  cette  droite;  Soient  ah  la  projection  de  AB 
sur  un  plan  quelconque  P  {fig.  291),  et  CD  l'intersection  des 
plans  P  et  Q,  ou,  comme  on  dit,  la  trace  du  plan  Q  sur  le 
plan  P.  Les  deux  droites  AB  et  CD  étant  perpendiculaires  l'une 
à  l'autre,  il  doit  en  être  de  môme  de  leurs  projections  ab  et  CD; 
de  là  ce  théorème,  fondamental  en  géométrie  descriptive  : 
Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  sa  projec- 
tion sur  un  plan  quelconque  P  est  perpendiculaire  à  la  trace 
du  plan  Q  sur  le  plan  P. 

Fig.  29'i 


THEOREME. 

536.  Lorsqu'une  droite  AB  est  oblique  à  un  plan  P,  l'angle 
aigu  BA6  que  cette  droite  fait  avec  sa  projection  sur  ce  plan, 
est  moindre  que  l'angle  BAC  quelle  forme  avec  toute  autre 
droite  AC  passant  par  son  pied  dans  le  plan  [fig.  292). 

En  effet,  b  étant  la  projection  d'un  point  quelconque  B  de 
la  droite  AB,  prenons  AC  =  kb,  et  menons  BC.  Les  deux 
triangles  BA6,  BAC  ont  deux  côtés  égaux;  mais  le  troisième 
côté  B6  du  premier  étant  moindre  que  le  troisième  côté  BC  du 
second,  puisque  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  l'obli- 
que, il  faut  que  l'angle  BA6  soit  moindre  que  l'angle  BAC. 

SCOLIE. 

537.  En  faisant  parcourir  au  point  C  le  cercle  décrit  dans  le 
plan  P,  du  point  A  comme  centre  avec  A^  pour  rayon,  on  voit 
que  l'oblique  BC  croît  d'une  manière  continue  depuis  le  point  b 
jusqu'au  point  b' ,  puis  décroît  en  reprenant  successivement 
les  mômes  valeurs  depuis  b'  jusqu'en  b.  Par  suite,  l'angle  BAC, 
minimum  lorsque  le  point  C  est  en  6,  croît  jusqu'à  ce  que  le 

2. 
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point  C  soil  en  6'  :  il  est  alors  maximum;  puis  il  décroît  en 
reprenant  successivement  les  mêmes  valeurs  depuis  b'  jus- 
qu'en b. 

538.  On  appelle  angle  d'une  droite  et  d'un  plan  l'angle  aigu 
que  cette  droite  forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan. 

On  voit  aisément  que  l'angle  d'une  droite  D  et  d'un  plan  P 
est  égal  à  V angle  d'une  droite  quelconque  D'  parallèle  à  D  et 
d'un  plan  quelconque  P'  parallèle  à  P. 

THÉORÈME. 
1139.  Étant  données  deux  droites  AB  et  CD  non  situées  dans 
le  même  plan:  i°  il  existe  une  droite,  et  une  seule,  qui  les 
rencontre  l'une  et  l'autre  à  angle  droit  ;  2^  cette  perpendicu- 
laire commune  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
[Jig.  293). 


Fig.  293. 


Fig.  29/1. 


En  effet  : 

1°  Par  un  point  quelconque  A  de  AB,  menons  la  parallèle  AE 
à  CD;  le  plan  BAE,  que  nous  désignerons  par  P,  sera  parallèle 
à  CD;  par  suite  nous  aurons  la  projection  de  CD  sur  ce  plan  P 
en  menant  une  parallèle  de  à  la  droite  DC  par  la  projection  d 
d'un  point  quelconque  D  de  celte  droite.  Cela  posé,  pour 
qu'une  droite  rencontre  à  la  fois  AB  et  CD  à  angle  droit,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  P  en  un  point 
de  AB,  et  qu'elle  ait  son  pied  sur  cd,  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires au  plan  P  menées  par  les  divers  points  de  CD. 
Or  la  perpendiculaire  au  plan  P  élevée  par  le  point  c  commun 
à  AB  et  à  cd  remplit  seule  ces  conditions.  Il  existe  donc  une 
droite  Ce,  et  une  seule,  qui  rencontre  à  angle  droit  les  deux 
droites  données  AB  et  CD. 

2"  Cette  perpendiculaire  commune  Ce*  est  moindre  que  toute 
autre  droite  BD  joignant  un  point  de  AB  à  un  point  de  CD. 
Car,  Dd  étant  la  projetante  du  point  D,  on  a  évidemment 
Cc  =  D^,  et  D(/<DB. 


LIVRE    V.  LE    PLAN. 


SCOLIES. 


540.  La  démonstration  qui  précède  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  AB  et  CD.  Voici  un  second 
procédé  très-usuel  [fig.  294). 

On  projette  l'une  des  droites  CD  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'autre  droite  AB.  Du  pied  A  de  AB  sur  le  plan  P,  on 
abaisse  la  perpendiculaire  ke  sur  la  projection  Cd  de  CD;  on 
mène  eE  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec  CD,  et 
enfin  EF  parallèle  à  ke.  Le  lecteur  démontrera  sans  peine  que 
cette  droite  EF  est  en  grandeur  et  en  position  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  données. 

•5il.  Souvent,  dans  la  pratique,  on  n'a  besoin  que  de  la  lon- 
gueur de  la  plus  courte  distance;  il  suffit  alors  de  mener  par 
l'une  AB  des  deux  droites  un  plan  P  parallèle  à  l'autre  CD,  et 
de  prendre  la  distance  Dr/  d'un  point  quelconque  de  CD  au 
plan  P  (/g-.  293). 

§  VIL  -  ANGLES  DIÈDRES. 

DÉFINITIONS. 

5i2.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  se  rencontrent  [fig.  095)  et 
sont  terminés  à  leur  intersection  commune  BE,  on  dit  qu'ils 
forment  un  angle  dièdre.  Les  deux  plans  P  et  Q  sont  \es  faces, 
et  la  droite  BE  est  Y  arête  de  cet  angle. 

Pour  désigner  un  angle  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer  son 
arête;  ainsi  l'on  dit  [fg.  295)  l'angle  dièdre  BE.  Mais  lorsque 
plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  pour  désigner  celui 
d'entre  eux  que  l'on  considère,  il  faut  employer  quatre  lettres, 
savoir  :  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux  pour  l'arête;  on 


Fig.  295.  Fig.  29G. 
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^f\ 


1)  E 


place  d'ailleurs  les  deux  lettres  relatives  à  l'arête  entre  les  deux 
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autres.  Ainsi,  dans  la^zg-.  296,  on  distingue  les  trois  dièdres 
CABD,  DABE,  CABE. 

Deux  angles,  tels  que  CABD,  DABE  [fig-  296),  qui  ont  la 
même  arête  x\B,  une  face  commune  ABD,  et  les  deux  autres 
faces  situées  de  part  et  d'autre  de  la  face  commune,  sont  dits 
adjacents. 

543.  Deux  angles  dièdres  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les  faire 
coïncider.  Pour  ajouter  deux  angles  dièdres,  on  transporte  le 
second  à  la  suite  du  premier  de  manière  à  former  deux  angles 
adjacents,  tels  que  CABD,  DABE  (fig.  296);  l'angle  CABE  des 
deux  faces  non  communes  ABC,  ABE,  est  la  somme  des  deux 
angles  dièdres  proposés. 

544.  On  acquiert  une  idée  nette  de  la  grandeur  de  l'angle 
dièdre,  en  supposant  que  l'une  des  faces  P  d'abord  appliquée 
sur  l'autre  face  Q  [fig.  298),  tourne  autour  de  la  droite  AB; 
dans  cette  rotation,  le  plan  mobile  P  fait  avec  le  plan  fixe  Q 
un  angle  dièdre  qui  croît  d'une  manière  continue. 


Fig.  297. 


Fig.  298. 


\o    oy     p\o' 


Un  plan  P2  est  di\l perpendiculaire  sur  un  plan  QQ'  [fig.  298), 
lorsque  les  deux  angles  adjacents  P2ABQ,  P^ABQ',  qu'il  forme 
avec  celui-ci,  sont  égaux.  Un  plan  P,  qui  forme  avec  QQ'  des 
angles  adjacents  PABQ,  PABQ',  inégaux,  est  dit  oblique  sur  le 
plan  QQ^ 

On  nomme  angle  dièdre  droit  tout  dièdre  P2  ABQ  dont  une 
face  est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

545.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  par  l'arête  lors- 
que les  faces  de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de 
l'autre.  Deux  plans  indéfinis  PP',  QQ'  (fig.  299)  forment  en  se 
coupant  quatre  angles  dièdres  qui  sont  deux  à  deux  opposés 
par  l'arête  AB. 
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On  nomme  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  le  plan  (|iii, 
mené  par  Tarele,  divise  cet  angle  dièdre  en  deux  autres  égaux 
entre  eux. 

546.  On  appelle  angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre 
l'angle  rectiligne  que  l'on  forme  en  élevant,  par  un  môme 
point  de  l'arête,  une  perpendiculaire  à  cette  arête  dans  cha- 
cune des  faces.  Ainsi,  B  étant  un  point  de  l'arête  BE  de  l'angle 
dièdre  PEBQ  {fig.  297),  si  l'on  élève  dans  le  pian  P  la  perpen- 
diculaire BA  sur  l'arête  BE,  et  dans  le  plan  Q  la  perpendicu- 
laire BC  sur  l'arête  BE,  l'angle  ABC  sera  Vangle plan  du  dièdre 
considéré. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut 
que  la  grandeur  de  l'angle  plan  correspondant  à  un  angle 
dièdre  soit  la  même,  en  quelque  point  de  l'arête  qu'on  forme 
cet  angle  plan.  Or,  soient  les  angles  plans  ABC,  DEF,  formés  en 
deux  points  A  et  E  de  l'arête  de  l'angle  dièdre  PBEQ  [Jig.  297)  : 
les  côtés  BC  et  EF  sont  parallèles  et  de  même  sens,  comme 
étant,  dans  un  même  plan  Q,  perpendiculaires  à  la  même 
droite  BE;  il  en  est  de  même  de  BA  et  de  ED  par  rapport  au 
plan  P;  les  angles  ABC,  DEF,  sont  donc  égaux. 

Il  est  à  remarquer  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 
l'arête  BE;  réciproquement,  tout  plan  perpendiculaire  à  l'arête 
coupe  les  faces  suivant  des  perpendiculaires  à  cette  arête,  et 
par  suite  l'angle  dièdre  suivant  son  angle  plan. 

THÉORÈME. 

547.  Par  une  droite  AB,  située  dans  un  plan  QQ',  oîi  peut 
toujours  élever  un  plan  P2  perpendiculaire  sur  ce  plan,  et  on 
ne  peut  en  élever  qu'un  [Jig.  298}. 

Corollaires. 

548.  Tous  les  amples  dièdres  droits  sont  é^aux. 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  de  son  corollaire  est 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  aux  n'^'  14  et  15 
de  la  Géométrie  plane. 

Un  angle  dièdre  est  dit  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  l'angle  dièdre  droit.  Deux  angles  dièdres 
sont  complémentaires  lorsque  leur  somme  est  égale  à  un  angle 
dièdre  droit. 
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549.  Tout  plan  P  qui  en  rencontre  un  autre  QQ'  fait  avec 
celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  dièdres  droits  {Jig'  298).  Ptéciproque- 
meril,  si  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  sont 
supplémentaires,  c  est-à-dire  ont  une  somme  égale  à  deux 
dièdres  droits,  leurs  faces  non  communes  Q  et  Q'  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre.  (Foir  les  n«'  17,  18  et  19.) 

550.  Lorsque  deux  plans  PP',  QQ',  se  coupent,  les  cmgles 
dièdres  opposés  par  V arête  AB  sont  égaux  [fig.  299).  [Foir  le 
n^  22.) 

THÉORÈME. 

551.  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  est  égal  au  rapport 
de  leurs  angles  plans. 

Il  suffit  (135)  de  prouver  : 

1°  Que  si  deux  angles  dièdres  AIOB,  A'FO'B'  sont  égaux, 
leurs  angles  plans  AOB,  A'O'B'  sont  égaux  {fig.  3oi); 

2°  Que  si  un  angle  dièdre  AIOC  est  la  somme  de  deux  autres 
angles  dièdres  ATO'B',  BIOC,  son  cmgle  plan  AOC  est  la 
somme  des  angles  plans  A'O'B',  BOC,  qui  correspondent  aux 
deux  autres  dièdres  {fig.  3oi  ). 

En  effet  : 

i''  Transportons  l'angle  dièdre  A'FO'B',  de  manière  que 
l'angle  droit  FO'A'  s'applique  sur  l'angle  droit  lOA  ;  puisque 
les  dièdres  AIOB,  A'FO'B',  sont  égaux,  le  planFO'B'  tombera 
sur  le  plan  lOB,  et  O'B'  coïncidera  avec  la  perpendiculaire  à  10 
élevée  dans  le  plan  lOB  par  le  point  0,  c'est-à-dire  avec  OB  ; 
donc  les  angles  plans  AOB,  A'O'B',  sont  égaux. 


Fig.  3oo. 


Fig.  3oi. 
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2"  Puisque  l'angle  plan  A'O'B'  est  égal  à  AOB,  pour  prouver 
que  l'angle  plan  AOC  esi  égal  à  la  somme  de  A'O'B'  et  de  BOC, 
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il  siiffil  de  faire  voir  (juc  les  trois  droites  OC,  OB,  OA,  sonl 
dans  un  môme  plan  ;  or  cela  résulte  du  n"  523. 

Corollaire. 

552.  Par  suite,  tout  angh  dièdre  a  la  même  mesure  que 
r angle  plan  correspondant,  pourvu  que  l'on  prenne  pour  unité 
d'angle  dièdre  le  dièdre  auquel  correspond  l'angle  plan  choisi 
pour  unité  d'angle  plan;  ou,  d'une  manière  incorrecte,  mais 
plus  rapide,  tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle  plan. 
[Foir,  pour  plus  de  détails,  le  n"  136.) 

SCOLIES. 

553.  L angle  dièdre  droit  a  pour  angle  plan  un  angle  droit, 
et  inversement,  un  angle  dièdre  est  droit  si  son  angle  plan 
est  droit.  En  effet,  soient  PABQ,  PABQ'  {/ig.  3oo),  deux  angles 
dièdres  adjacents  formés  par  la  rencontre  du  plan  P  et  du 
plan  QCV;  par  un  point  0  de  l'arête  AB,  menons  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  arête  ;  ce  plan  déterminera,  par  ses  inter- 
sections avec  les  plans  P  et  QQ',  deux  angles  rectilignes  adja- 
cents EOC,  EOD,  qui  seront  les  angles  plans  des  deux  dièdres 
proposés.  Or,  quand  les  deux  dièdres  sont  égaux,  les  deux 
angles  plans  sont  égaux,  et  réciproquement. 

55'!'.  La  proportionnalité  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  correspondants  permet  de  conclure  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  angles  dièdres,  des  propriétés  analogues  des 
angles  rectilignes  démontrées  en  Géométrie  plane.  Nous  cite- 
rons par  exemple  les  propositions  suivantes,  qui  sont  souvent 
utiles  : 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  est  le  lieu  des  points 
qui,  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle,  sont  équidistants  de 
ses  faces;  etc.  {Foir  les  n°*  51,  52,  53.) 

Deux  ans^les  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  deux  à 
deux  sont  égaux  ou  supplémentaires.  (  Voir  le  n"  70.) 

THÉORÈME. 

555.  Parmi  toutes  les  droites  que  Von  peut  mener  par  un 
point  A  dans  un  plan  P,  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  a^'ec 
un  autre  plan  donné  Q  est  la  perpendiculaire  AB  abaissée  du 
point  A  sur  l'intersection  LT  des  deux  plans  P  et  Q  [fig.  Zoi). 
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Soient  AC  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  A  dans 
le  plan  P,  et  a  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  Q;  «B  et 


«C  seront  les  projections  de  AB  et  de  AC,  et  il  s'agit  de  dé- 
montrer (538)  que  l'angle  ABa  est  plus  grand  que  l'angle  AC«. 
Or,  la  droite  r-cB  étant  perpendiculaire  sur  LT,  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires  la  droite  «C  est  une 
oblique,  et  l'on  a  <2B  <<«C.  Si  donc  on  prend  sur  la  droite  «B, 
à  partir  du  pointa,  une  longueur  «D  égale  à  «C,  le  point  D  sera 
situé  au  delà  de  B,  et  Tangle  AB  a  extérieur  au  iriangle  ABD 
surpassera  l'angle  intérieur  AD«;  mais,  les  triangles  A«C  et 
A«D  étant  égaux  comme  ayant  un  angle  droit  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux,  l'angle  hX)a  est  égal  à  l'angle  AC<ic; 
donc  enfin  l'angle  AB«  est  plus  grand  que  l'angle  ACa. 

SCOLIE. 

556.  Lorsque  le  plan  Q  est  horizontal,  la  droite  AB  prend 
le  nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  L'angle  de 
cette  ligne  avec  le  plan  Q  est  l'angle  plan  du  dièdre  PLTQ. 
Par  chaque  point  d'un  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande 
pente  de  ce  plan,  et  une  seule. 

§  VIII.  -  PLANS  PERPENDICULAIRES. 

THÉORÈME. 

557.  Lorsque  deux  plans  V  et  Ç)  sont  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  toute  droite  AB,  menée  dans  le  premier  plan  }^  per- 
pendiculairement à  l'intersection  commune  CD,  est  perpendi' 
culaire  à  Vautre  plan  Q  [fig'  3o3). 

En  effet,  les  deux  plans  P  et  Q  étant  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  l'angle  plan  correspondant  à  l'angle  dièdre  PCDQ 
doit  être  droit;  or  on  forme  cet  angle  plan  ABE  en  élevant, 
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(Ions  le  plan  Q  et  par  le  point  15,  la  perpendiculaire  BE  à  Cl); 
donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  BE,  et  comme  elle  l'est 
aussi  par  hypothèse  à  CD,  elle  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 

Fig.  30^. 


*B 


;d 


THÉORÈME. 

558.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  tout 
plan  P  passant  par  cette  droite  ou  parallèle  à  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  Q. 

En  effet  : 

1°  Si  le  plan  P  passe  par  AB  {fig.  3o3),  menons  dans  le 
plan  Q  et  par  le  point  B  la  perpendiculaire  BE  à  l'intersection 
CD  des  deux  plans  P  et  Q.  L'angle  ABE  sera  droit,  puisque  la 
droite  AB  est  par  hypothèse  perpendiculaire  au  plan  Q;  d'ail- 
leurs cet  angle  ABE  est  l'angle  plan  du  dièdre  PCDQ;  donc  ce 
dièdre  est  droit,  et  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 

•?P  Si  le  plan  P  est  parallèle  à  AB  [fig.  3o4),  menons  par  un 
point  quelconque  E  de  ce  plan  la  parallèle  EF  à  AB;  cette  droite 
EF  sera  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  Q  et  située  dans  le 
planP  (513,  498).  Donc  le  plan  P,  passant  par  une  droite  EF 
perpendiculaire  au  plan  Q,  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (i"). 

559.  Réciproquement,  si  deux  plans  Q  etV  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  au  premier 
plan  Q  est  située  dans  Vautre  plan  P  ou  lui  est  parallèle. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'avait  qu'un  seul  point  commun 
avec  le  plan  P,  en  menant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur 
l'intersection  CD  des  plans  P  et  Q  [Jig.  3o4  ),  cette  perpendi- 
culaire serait  perpendiculaire  au  plan  Q,  cl  l'on  pourrait  mener 
d'un  même  point  deux  perpendiculaires  au  plan  Q;  ce  qui  est 
impossible.  La  droite  AB,  ne  pouvant  couper  le  plan  P,  est 
donc  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan. 
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COKOLLAIRE. 

560.  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  (fig.  3o5),  on 
peut  abaisser  un  plan  perpendiculaire  sur  ce  plan  P,  et  on  ne 
peut  en  abaisser  qu'un. 

En  effet,  le  plan  BAa,  déterminé  par  la  droite  AB  et  par  la 
perpendiculaire  ka  au  plan  P  abaissée  d'un  point  quelconque 
de  AB,  est  perpendiculaire  au  plan  P.  C'est  le  seul,  car  tout 
plan  conduit  par  AB  perpendiculairement  au  plan  P  doit  con- 
tenir la  perpendiculaire  ha. 


^ 


Fig.  3o5. 


Fig.  3o6. 
Qn         /P 


THÉORÈME. 
561.  Si  deux  plans  V  et  Q  sont  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième Vi,  leur  intersection  AB  est  perpendiculaire  à  ce  troisième 
plan  [fig.  3o6). 

Car  si,  par  un  point  quelconque  de  rinlersection  AB,  on 
"mène  la  perpendiculaire  au  plan  U,  cette  perpendiculaire  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  P  et  dans  le  plan  Q  [^^^)\  elle 
ne  diffère  donc  pas  de  AB. 
Corollaires. 

562.  Un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans  qui  se  coupent 
est  perpendiculaire  à  leur  intersection. 

563.  Si  les  plans  P  et  Q  de  la/'g.  3o6  forment  un  angle  dièdre 
droit,  les  trois  plans  P,  Q,  B,  seront  perpendiculaires  entre 
eux;  l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  plans  sera  per- 
pendiculaire au  troisième,  et  les  trois  intersections  seront 
perpendiculaires  entre  elles. 

§  IX.  -  ANGLES  POLYÈDRES. 

DÉFINITIONS. 

56i.  Lorsque  plusieurs  plans  ASB,  BSC,  CSD,...  [fig.  So-)  se 
coupent  successivement  suivant  des  droites  SB,  SC,  SD,...  qui 
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concourent  en  un  môme  point  S,  on  dit  qu'ils  forment  un 
an ^le  polyèdre.  Le  point  S  est  le  sommet,  les  droites  SA,  SB, 
se,. .  .  sont  les  arêtes,  et  les  angles  ASB,  BSC,  CSD,.  . .  sont 
\es  faces  de  l'angle  polyèdre. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre  du  sommet  suivie 
des  lettres  relatives  au\  diverses  arêtes.  Ainsi,  pour  indiquer 
l'angle  polyèdre  de  la  Jig.  807,  on  dira  l'angle  SABCDE,  ou 
plus  simplement  l'angle  S,  car  quand  un  angle  polyèdre  est 
isolé,  la  letlre  du  sommet  suffit. 


Fi{j.  307. 


Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  polyèdre. 
L'angle  formé  par  trois  plans  prend  le  nom  (ïangle  trièdre. 
Dans  un  angle  trièdre  BACS  (/j^.  807),  on  distingue  six  élé- 
ments, savoir  :  les  trois  faces  SBA,  SBC,  ABC,  et  les  trois 
dièdres  BA,  BC,  BS. 

565.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  com'exe,  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  indéfini 
de  chacune  de  ses  faces  {Jig.  307);  il  est  concave  dans  le  cas 
contraire  (^^^.  3o8).  Tout  angle  trièdre  est  convexe. 

Considérons  un  angle  polyèdre  convexe  SABCDE  {Jig.  Bog); 
ses  arêtes  seront,  d'après  la  définition  de  la  convexité,  situées 
toutes  d'un  même  côté  du  plan  PQ  d'une  face  quelconque 
SAB;  dans  \^  fig.  809  nous  les  avons  placées,  pour  fixer  les 
idées,  au-dessus  de  ce  plan.  Par  le  point  S,  dans  le  plan  PQ, 
menons  une  droite  MN  située  en  dehors  de  l'angle  ASB,  et 
concevons  une  série  de  plans  menés  par  la  droite  MN  el 
contenant  successivement  chacune  des  arêtes  SC,  SD,  SE. 
Si  DSM  ou  UMN  est  celui  de  tous  ces  plans  qui  fait  le  plus 
petit  angle  avec  la  portion  PMN  du  plan  PQ,  l'angle  polyèdre 
proposé  SABCDE  sera  situé  tout  entier  dans  l'angle  dièdre 
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RMNQ  formé  par  la  partie  antérieure  Q  et  la  partie  supé- 
rieure R  des  deux  plans  PO,  KT.  Donc,  tout  plan  GH  mené  par 

Fig.  3oft. 


MN  et  situé  dans  l'angle  dièdre  PMNR  et  dans  son  oppose  par 
l'arête  QMNT,  sera  un  plan  mené  par  le  sommet  S  et  laissant 
toutes  les  arêtes  d'un  même  côté.  Par  suite,  tout  plan  parallèle 
à  GH  et  situé,  comme  l'angle  polyèdre  SABCDE,  à  droite  de 
GH  coupera  toutes  les  arêtes  de  cet  angle  sans  passer  par  le 
sommet.  La  section  sera  donc  un  polygone  ABCDE  ayant  autant 
de  côtés  que  l'angle  polyèdre  a  de  faces,  et  ce  polygone  sera 
convexe;  car  l'angle  polyèdre  étant  tout  entier  d  un  même 
côté  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces,  le  polygone 
se  trouvera,  par  là  même,  situé  tout  entier  d'un  même  cote 
par  rapport  à  chacune  des  droites  indéfinies  qui  unissent  deux 
sommets  consécutifs  quelconques. 

566  Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sommet  S  toutes  les  arêtes 
d'un  angle  polyèdre  SABCDE  (.,%•  3.o),  on  obtient  un  autre 
angle  polyèdre  SA'B'C'D'E'  qui  est  dit  le  symétrique  du  pre- 

"oeux  angles  polyèdres  symétriques  SABCDE,  SA'B'C'D'E^ 
ont  tous  leurs  éléments  respectivemem  égaux  :  les  faces  Ahï 
et  A'SB',  BSC  et  B'SC',...  sont  égales  deux  a  deux  comm 
angles  plans  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  dièdres  SA 
et  SA',  SB  et  SB',.  . .,  sont  égaux  comme  opposes  par  larcte 
Mais  1  disposition  des  parties  égales  n'est  pas  la  même  an 
les  deux  aigles  polyèdres.  En  effet,  un  observateur  couche  su, 
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l'arête  SA,  ayant  la  tête  en  S,  les  pieds  en  A,  et  regardant  l'inté- 
licur  de  l'angle  SABCDE,  verrait  les  arêtes  se  présenter  de 
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droite  à  gauche  dans  l'ordre  SB,  SC,  SD,  SE;  tandis  qu'un  ob- 
servateur placé  de  la  même  manière  dans  l'autre  angle 
SA'B'C'D'E',  c'est-à-dire  couché  sur  SA',  ayant  la  tête  en  S, 
les  pieds  en  A'  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  verrait  les 
arêtes  se  succéder  de  droite  à  gauche  dans  l'ordre  inverse  SE', 
SD',  se,  SB'. 

A  cause  de  cette  différence  de  disposition,  deux  angles  po- 
Ijèdres  symétriques,  bien  qu  égaux  dans  toutes  leurs  parties, 
ne  sont  pas  superposables. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  deux  trièdres  symétri- 
ques SABC  et  SA'B'C  (fig.  3i  i),  et  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'arête  SC  soit  en  avant  du  plan  ASB,  et,  par  suite, 
que  son  prolongement  SC  soit  en  arrière  du  même  plan.  Il  y 
a  deux  manières  différentes  d'essayer  la  superposition  des  deux 
trièdres. 

1°  Concevons  {fig.  3ii)  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  S  sur  le  plan  ASB,  et  faisons  tourner  le  trièdre  SA'B'C 
de  i8o  degrés  autour  de  cette  droite  dans  le  sens  de  la  flèche/; 
l'arête  SA',  qui  dans  ce  mouvement  ne  sort  pas  du  plan  ASB, 
viendra  sur  SA;  de  même  SB'  s'appliquera  sur  SB;  mais  l'arête 
se  restera  toujours  en  arrière  du  plan  ASB;  par  suite,  dans 
sa  nouvelle  position,  le  trièdre  SA'B'C  ne  coïncidera  pas 
avec  SABC. 

2"  Menons  [fig.  Zii),  la  bissectrice  x^y  de  l'angle  BSA',  et, 
autour  de  cette  droite,  qui  est  située  dans  le  plan  ASB,  faisons 
tourner  le  trièdre  SA'B'C  de  i8o  degrés  dans  le  sens  de  la 
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flèche  9.  L'arête  SA'  s'appliquera  sur  SB,  l'arête  SB'  sur  SA,  et, 
par  suite,  la  face  A' SB' coïncidera  avec  BSA;  de  plus,  l'arête  SC 


viendra  cette  fois  en  avant  du  plan  ASB.  Mais  la  nouvelle  posi- 
tion se,  de  cette  arête  différera  en  général  de  SC;  caries  dièdres 
suivant  SA  et  SB  étant  en  général  inégaux,  il  en  sera  de  même 
des  dièdres  SB  et  SA',  et,  par  suite,  les  plans  CSB  et  C,  SB,  étant 
inégalement  inclinés  sur  le  plan  ASB,  ne  coïncideront  pas. 

On  voit  cependant  que  la  coïncidence  aurait  lieu  si  le  trièdre 
SABG  avait  les  deux  angles  dièdres  SA  et  SB  égaux  entre  eux. 
Car,  dans  cette  hypothèse,  les  plans  C,  SB  et  CSB  seraient  éga- 
lement inclinés  sur  le  plan  ASB;  ils  tomberaient  donc  l'un  sur 
l'autre;  il  en  serait  de  même  des  plans  C,  SA  et  CSA,  et,  par  suite, 
les  arêtes  SC  etSC.  se  confondraient.  Observons  d'ailleurs  que 
la  face  CSA',  qui  est  égale  à  ASC,  s'applique  alors  sur  CSB,  de 
sorte  que  Tégalité  des  deux  angles  dièdres  SA  et  SB  entraîne 
celle  des  faces  CSB  et  CSA.  Donc,  en  résumé,  pour  qu'un 
trièdre  soit  superposahle  à  son  symétrique^  il  faut  et  il  suffit 
que  ce  trièdre  ait  deux  angles  dièdres  'égaux  ;  et  dans  un  tel 
trièdre,  les  faces  opposées  aux  dièdres  égaux  sont  égales. 

THÉORÈME. 
567.  Dans  tout  angle  polyèdre,   une  face  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres. 

11  n'y  a  lieu  à  démontrer  cette  proposition  que  lorsque  la 
face  considérée  est  plus  grande  que  chacune  des  autres. 
Cela    posé,    considérons  d'abord   un    angle    trièdre    SABC 
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ijig.  3i3).  Dans  la  face  ASB  que  nous  supposons  plus  grande 
que  chacune  des  deux  autres,  formons  un  angle  ASD  égal  à 
ASC,  el  prenons,  à  partir  de  S,  sur  les  droites  SI)  et  SC,  des 
longueurs  SC  et  SI)  égales  entre  elles.  Par  le  point  I),  menons 
une  droite  ADB  qui  rencontre  les  arêtes  SA  et  SB  en  A  et  en  B  ; 


Fig.  3i3. 


enfin,  joignons  le  point  C  aux  points  A  et  B.  L'égalité  des 
deux  triangles  ASD,  ASC,  quiont  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux,  donne  AD  =  AC  ;  et  comme  on  a 

AB     ou     AD -f- DB  <  AC  +  CB, 

on  voit  que  le  segment  DB  est  moindre  que  CB.  Dès  lors, 
les  deux  triangles  CSB,  DSB,  a,yant  SB  commun,  SC  =  SD,  et 
DB<DC,  il  faut  (40)  que  l'angle  DSB  soit  moindre  que  CSB. 
Donc,  en  ajoutant  d'une  part  l'angle  ASD  et  de  l'autre  son 
égal  ASC,  on  a 

ASD  H- DSB     ou     ASB<  ASC -f- CSB. 

Pour  étendre  le  théorème  au  cas  d'un  angle  polyèdre  quel- 
conque, il  suffit  de  décomposer  cet  angle  en  tiièdres  eh  me- 
nant  par  l'une  des  arêtes  SA  et  par  les  arêtes  opposées  SC,  SD, 
des  plans  diagonaux  ASC,  ASD  [Jig.  3io);  la  démonstration  est 
évidente. 

Corollaire. 

508.  Denis  tout  angle  trièdre,  à  un  plus  grand  angle  dièdre 
est  opposée  une  plus  grande  face. 

Soit  [fig.  3i4)  le  trièdre  SABC  dans  lequel  l'angle  dièdre  SC 

est  plus  grand  que  l'angle  dièdre  SB.  On  pourra  mener  dans  le 

dièdre  SC  et  par  l'arête  SC  un  plan  CSI)  qui  fasse,  avec  le  plan 

CSB,  un  angle  dièdre  égal  au  dièdre  SB.  Le  trièdre  SBCD  ayant 

IL  3 
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deux  dièdres  égaux,  les  faces  BSD,  CSD,  opposées  à  ces  angles 
seront  égales.  Or  le  trièdre  SACD  donne 

ASC<ASD  +  DSC; 

on  aura  donc,  en  remplaçant  la  face  DSC  par  son  égale  DSB, 

ASC  <  ASD -f- DSB     ou     ASC<ASB. 

En  rappochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démontré  au 
dernier  alinéa  du  n**  566,  et  en  raisonnant  comme  au  n°  37, 
on  verra  que  :  réciproquement,  si  un  angle  trièdre  a  deux  faces 
égales,  les  dièdres  opposés  à  ces  faces  sont  égaux,  et  si  un 
angle  trièdre  a  deux  faces  inégales,  à  la  plus  grande  face  est 
opposé  le  plus  grand  dièdre. 

SCOLIE. 

569.  Si,  par  le  sommet  S  d'un  angle  trièdre  SABC,  on  mène  une  droite 
'^0  à  volonté  dans  V intérieur  (le  ce  trièdre,  la  somme  des  angles  OSB,  OSC, 
est  moindre  que  la  somme  des  faces  ASB,  ASC. 

Si  les  deux  j aces  dhin  am^le  trièdre  sont  respectivement  égales  à  deux 
faces  iVun  autre  angle  trièdre,  et  si  l 'angle  dièdre  compris  entre  les  pre- 
mières est  plus  grand  que  l'angle  dièdre  compris  entre  les  deux  autres, 
a  troisième  face  du  premier  trièdre  est  plus  grande  que  la  troisième  face 
du  second. 

Ces  propositions  sont  les  analogues  de  celles  des  n°'  31  çt33;  elles  se 
démontrent  absolument  de  même.  Il  est  inutile  de  faire  de  nouvelles 
figures;  il  suffit  de  regarder  les  figures  24,  20,  26  et  27  comme  des  sections 
planes  des  trièdres  que  l'on  considère,  les  sommets  de  ces  trièdres  étant 
supposés  en  avant,  par  exemple,  du  plan  des  sections. 

THÉORÈME. 

570.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe,  la  somme  des  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (fg.  3i5). 

En  effet,  soit  ABCDE  un  polygone  convexe  obtenu  en  cou- 
pant l'angle  polyèdre  par  un  plan  qui  rencontre  toutes  les 
arêtes  (565).  En  ajoutant  les  inégalités 


EAB  <  EAS 

-f-BAS, 

ABC  <  ABS 

-4- CBS, 

BCD  <  BCS 

+  DSC, 
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que  fournissent  les  trièdrcs  A,  B,  C,  .  .  (567),  on  voit  que  la 
somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  la  somme  des  angles  à  la  base  des  triangles  SAB,  SBC, 
SCI),...,  qui  ont  S  pour  sommet.  Or,  la  somme  des  angles 
tant  intérieurs  qu'extérieurs  du  polygone  convexe  ABCDE  est 
égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  dont  S  est 
le  sommet  commun,  Donc,  la  somme  des  angles  en  S  de  ces 
triangles,  c'est-à-dire  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre, 
est  moindre  que  la  somme  des  angles  extérieurs  du  polygone, 
c'est-à-dire  moindre  que  quatre  angles  droits. 


Fig.  3 16. 


SCOLIE. 

571.  Il  résulte  des  deux  théorèmes  précédents  (567,  570)  que,  pour 
qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois  faces  données,  il  faut  que 
la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux  autres,  et  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  quatre  angles  droits.  Nous  allons 
prouver  que  ces  deux  conditions  sowi  suffisantes. 

Soient  [fg.  3 16)  ASB  la  plus  grande  face,  et  ASC,  BSC,  les  deux  autres 
faces  rabattues  dans  le  plan  de  la  première,  de  part  et  d'autre  de  celle-ci  ; 
se  et  se  sont  les  deux  droites  provenant  du  dédoublement  de  la  troisième 
arête. 

Décrivons  du  point  S  comme  centre  un  arc  de  cercle  CC  de  rayon  ar- 
bitraire; cet  arc  sera  moindre  qu'une  circonférence,  puisque  la  somme  des 
trois  faces  données  est  inférieure  à  quatre  angles  droits.  Ce  et  Ce'  étant 
les  cordes  menées  des  points  C  et  C  perpendiculairement  aux  arêtes  SA 
et  SB,  les  arcs  AC  et  Ac  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  arcs  BG 
et  Bc';  par  suite,  la  relation 

arc  AB  <  arc  AC  -}-  arc  BC, 

qui  exprime  que  la  plus  grande  face  ASB  est  inférieure  à  la  somme  des 
deux  autres,  peut  s'écrire 

arc  AB  <  arc  Ac +  arc  Bc'; 

elle  montre  que  le  point  c  tombe  entre  B  et  c',   que  c'  tombe  entre  c  et  A 

3. 
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et  par  conséquent  que  les  deux  cordes  Ce  elC'c'  se  croisent  en  un  pointO 
intérieur  au  cercle  CC. 

Élevons  au  point  0  la  perpendiculaire  OM  au  plan  ASB,  et  dans  le 
plan  DOM  décrivons  du  point  1)  comme  rentre,  avec  un  rayon  égal  à  DC, 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  nécessairement  la  perpendiculaire  OM, 
puisque  OD  est  moindre  que  DC.  M  étant  le  point  d'intersection,  menons 
SM  :  le  trièdreSABM  sera  formé  avec  les  trois  faces  données.  En  effet,  si 
l'on  tire  MD  et  ME,  ces  droites  seront  respectivement  perpendiculaires  sur 
SA  et  sur  SB,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires;  dès  lors 
les  deux  triani^les  SDM,  SDC,  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  on  en  conclut  d'abord 
que  la  face  ASM  est  égale  à  la  face  donnée  ASC,  et  que  l'arête  SM  est  égale 
à  se.  Les  deux  triangles  rectangles  SME,  SC'E,  ont  donc  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  commun,  et  leur  égalité  prouve  que  la  face  MSB  est  égale 
à  l'autre  face  donnée  BSC. 

THÉORÈME. 

572.  Si  un  nng;le  irièdre  S A'B'C  est  le  trièdre  supplémentaire 
d'un  angle  trièdre  donné  SABC,  réciproquement  S.\BC  sera  le 
trièdre  supplémentaire  de  SA'B'C. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  Irièdre  supplémen- 
taire et  l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une 
remarque.  Par  un  point  0  d'un  plan  P,  menons  une  perpendi- 
culaire M  à  ce  plan  et  une  oblique  ON.  Si  les  deux  droites  OM 
et  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P,  l'angle  MON  qu'elles 
forment  est  aigu  [fig>  3i7),  car  il  est  compris  dans  l'un  des 
angles  droits  MOT  ou  MOT  que  fait  la  perpendiculaire  OM 
avec  la  trace  ÏOÏ'  du  plan  MON  sur  le  plan  P.  Si  les  deux 
droites  OM  et  ON  sont  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  P, 


Fig.  3 17. 


FiîT.  3ii 


l'angle  MON  est  obtus  {/ig.  3 18),  car  il  contient  l'un  des  an- 
gles MOT  ou  MOT'.  Donc,  réciproquement,  suivant  que  l'an- 
gle MON  est  aigu  ou  obtus,  on  peut  affirmer  que  la  peipendi- 


LIVRE    V.   —    LK    PLAN.  37. 

culaire  OM  et  l'oblique  ON  sont  (l'un  même  côlé  du  plan  P  ou 
de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

Cela  posé,  on  nomme  trièdre  supplémentaire  d'un  trièdre 
SABC  {fg.  319)  un  nouveau  trièdre  SA'B'C  formé  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Par  le  sommet  S,  on  élève  une  perpendiculaire  SC  a  la 
face  ASB,  du  môme  côté  que  SC  par  rapport  au  plan  de  celle 
face  ;  on  mène  SB'  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  du  même  côté 
que  SB  par  rapport  au  plan  ASC,  et  l'on  trace  enfin  SA'  perpen- 
diculaire à  la  face  BSC,  du  même  côté  que  SA  par  rapport  au 
plan  BSC. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  le  trièdre  SABC  ré- 
sulte du  trièdre  SA'B'C,  comme  celui-ci  du  premier;  ou,  en 
d'autres  termes,  que  l'arête  SC,  par  exemple,  est  perpendicu- 
laire à  la  face  A'SB'  et  du  même  côté  que  SC  par  rapport  au 
plan  de  celte  face.  Or,  par  hypothèse,  SA'  est  perpendiculaire 
au  plan  CSB  et  par  suite  à  SC;  de  même,  SB'  est  perpendicu- 
laire à  SC;  donc  SC  est  perpendiculaire  au  plan  A'SB'.  De 
plus,  se  ayant  été  mené  perpendiculairement  au  plan  ASB  et 
du  côté  de  SC,  l'angle  CSC  est  aigu;  par  suite,  la  perpendicu- 
laire SC  au  plan  A'SB'  et  l'oblique  SC  formant  un  angle  aigu, 
ces  deux  droites  sont  situées  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce 
plan  A'SB'.  ^ 

THÉORÈME. 

573.  Si  SABC  et  SA'B'C  sont  deux  trièdres  supplémentaires  y 
chaque  angle  dièdre  de  l'un  de  ces  trièdres  est  le  supplément 
de  la  face  opposée  dans  l'autre. 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  : 

Lorsque ,  par  un  point  Opris  sur  Taré  te  d'une  angle  dièdre  01, 
on  élève  sur  la  face  lOA  une  perpendiculaire  OA'  du  même  côté 
du  plan  lOA  que  la  face  lOB,  et  sur  la  fice  lOB  une  perpen- 
diculaire OB'  du  même  côté  du  plan  lOB  que  la  face  lOA, 
V angle  A'OB'  est  le  supplément  de  i angle  plan  AOB  qui  mesure 
le  dièdre  ifig.  32 1,  322). 

Les  quatre  droites  OA,  OB,  OA',  OB',  sont  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  01  mené  par  0;  d'ailleurs,  OA'  perpendiculaire 
au  plan  lOA  doit  être  perpendiculaire  à  OA,  et  de  même  OB' 
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doit  être  perpendiculaire  sur  OB;  les  angles  AOB,  A'OB^  sont 
donc  deux  angles  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun;  pour  prouver  qu'ils 


Fig.  320. 


Fig.  321 

I 


sont  supplémentaires,  il  suffit  de  prouver  qu'ils  sont  toujours 
d'espèce  différente,  c'est-à-dire  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  Or, 
cela  résulte  de  la  direction  que  l'énoncé  impose  aux  perpendi- 
culaires OxV  et  OB'.  En  effet,  si  l'angle  AOB  est  aigu  [fig.  32 1), 
l'angle  A'OB'  renferme  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  est 
obtus;  si  l'angle  AOB  est  obtus  [fig.  822),  l'angle  A'OB'  est 
contenu  dans  l'angle  droit  AOxV  et,  par  suite,  est  aigu. 

Cela  posé,  revenons  aux  trièdres  supplémentaires  SABC, 
SvV'B'C  (fig.  320),  et  considérons,  par  exemple,  le  dièdre  SC. 
La  droite  SB'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSA  de  ce 
dièdre  du  côté  de  SB,  et  par  suite  du  côté  de  l'autre  face  CSB; 
de  même,  SA'*est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSB  du  dièdre, 
du  côté  de  la  face  CSA;  donc,  l'angle  A'SB'  est  le  supplément 
de  l'angle  qui  mesure  le  dièdre  SC  ou,  plus  brièvement,  le 
supplément  du  dièdre  SC.  On  procéderait  de  même  pour  les 
dièdres  SA  et  SB. 

Puisque  les  deux  trièdres  SABC,  SA'B'C,  se  déduisent  l'un 
de  l'autre  par  la  même  construction  ,  il  est  clair  que  la  pro- 
priété qui  vient  d'être  établie  pour  les  dièdres  du  premier 
s'étend  aux  dièdres  du  second.  D'ailleurs  la  démonstration 
serait  la  même. 

C'est  en  raison  de  cette  double  propriété  que  les  deux 
trièdres  ont  été  appelés  supplémentaires. 

SCOLIE. 

574.  Désignons  par<7,  Z»,  c,  les  nombres  qui  mesurent  les  faces,  et  par 
A,  B,  C,  les  nombres  qui  mesurent  les  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre, 
l'angle  droit  étant  piis  pour  unité  d'angle.  Les  nombres  a' ,  b'.  c\  qui  mo- 
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sureront  les  faces,  et  ceux  A',  B',  C,  qui  mesureront  les  angles  dièdres  du 
trièdre  supplémentaire,  seront  donnés  par  les  formules 

<i'  =  •!  —  X,      A'  ~  -1  —  a, 

^'='2  —  B,         B'="2  —  /;, 

c'  =  -1  —  C,       C  "  2  —  r. 

Si  donc  on  connaît  une  propriété  quelconque  d'un  angle  trièdre,  c'est- 
à-dire  une  relation  entre  les  éléments  a,  b,c^  A,  B,  C,  de  celte  figure,  en 
appliquant  cette  relation  aux  éléments  a\  b\  c'.  A',  B',  C,  du  trièdre  sup- 
plémentaire, puis  en  remplaçant  ces  éléments  parleurs  valeurs  tirées  des 
formules  précédentes,  on  aura  une  relation  nouvelle  entre  <?,  b,  r,  A,  B,  C, 
c'est-à-dire  une  nouvelle  propriété  du  Irièdre  primitif. 

De  même,  toute  propriété  relative  à  plusieurs  trièdres  conduira,  par  la 
considération  des  trièdres  supplémentaires  des  proposés,  à  une  propriété 
nouvelle  de  ce  système  de  trièdres. 

On  conçoit  par  là  l'importance  du  théorème  précédent.  Voici  d'ail- 
leurs q*uelques  applications  de  la  méthode  générale  que  nous  venons 
d'indiquer. 

575.  Nous  avons  vu  (570)  que  la  somme  des  faces  d'un  trièdre  était 
toujours  comprise  entre  zéro  et  quatre  angles  droits.  Cherchons  le  théo- 
rème correspondant,  ou,  comme  on  dit,  le  théorème  corrélatif.  Considé- 
rons à  cet  effet  le  trièdre  supplémentaire  du  proposé;  a\  //,  t',  étant  ses 
faces,  on  a 

o  <.a'  -\-b' ^-c'  <  4. 

Par  suite  A,  B,  C,  étant  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  a 

o<(2-A)+(2-B)4-(2-C)<4, 
ou 

G>A-+-B  +  C>2. 

Ainsi,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans  tout  trièdrcy  la 
somme  des  angles  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits. 

Nous  avons  vu  encore  (567)  que  dans  tout  trièdre  la  plus  grande  face 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres.  Quel  est  le  théorème  cor- 
rélatif? 

Soient  «',  b\  c\  les  faces  du  trièdre  supplémentaire  du  trièdre  considéré. 
a'  étant  la  plus  grande,  on  a 

a'  <  //  -\-  c'  ; 

par  suite,  si  A,  B.  C,  sont  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  aura 

.2  — A<(2-B)H-(2  — C),    ou    A-f-2>B+C. 

D'ailleurs,  le  supplément  d'un  angle  diminuant  quand  cet  angle  augmente, 
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A  doit  être  le  plus  petit  des  dièdres  A,  B,C,  puisque  r/ est  la  plus  grande  des 
faces  «',  b\  c'.  Donc  enfin  la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans 
tout  trièdrey  le  plus  petit  angle  dièdre ,  augmenté  de  deux  droits^  est  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autres. 

576.  En  résumé,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois 
dièdres  donnés  A,  B,  C,  il  faut  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits,  et  que  le  plus  petit  augmenté  de  deux  droits  soit  su- 
périeur à  la  somme  des  deux  autres. 

Ces  conditions  sont  suffisantes;  car,  quand  elles  sont  remplies,  les  sup- 
pléments «',  h\  c\  des  angles  donnés  A,  B,  C  satisfont  aux  deux  condi- 
tions du  n"  571.  On  peut  donc,  avec  les  trois  faces  a\  h\  c\  construire 
un  trièdre;  par  suite,  en  construisant  le  tiièdre  supplémentaire  de 
celui-là,  on  aura  un  trièdre  dont  les  dièdres  seront  les  angles  donnés 
A,  B,  C. 

THÉORÈiME. 

577.  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  :  ♦ 

i^  Lorsquils  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  angles 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés; 

2°  Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées; 

3°  Lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées; 

4"  Lorsqu'ils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun 
et  semblablement  disposés. 

1°  Soient  les  deux  Irièdres  SABC  et  S'A'B'C  [fig,  323).  Par 
hypothèse,  la  face  ASB  est  égale  à  la  face  A'S'B',  les  angles 


Fiff.  323. 


dièdres  SA  et  S'A'  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  dièdres 
SB  et  S'B'.  On  suppose  en  outre  que  la  disposition  est  la 
même,  c'est-à-dire  que  si  un  observateur  dont  la  tête  est  en  S, 
le  dos  appuyé  sur  la  face  ASB  et  le  regard  dirigé  vers  SC,  a 
l'arèle  SA  à  sa  gauche  et  l'arête  SB  à  sa  droite,  un  autre  observa- 
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leur,  dont  la  tête  senit  en  S',  le  dos  appu^-é  sur  la  face  A'S'B' 
et  le  regard  dirigé  vers  S'C,  aurait  Tarêle  S'A'  à  sa  gauche  et 
l'arête  S'B'  à  sa  droite. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  trièdres  sont  égaux,  c'est-à- 
dire  superposables.  En  effet,  si  l'on  place  la  face  A'S'B'  sur  son 
égale  ASB,  de  façon  que  S'A'  coïncide  avec  S\  et  S'B'  avec  SB, 
l'arête  S'C  tombe,  par  rapport  au  plan  ASB,  du  même  côté 
que  se,  sans  quoi  la  disposition  des  éléments  serait  différente 
dans  les  deux  trièdres.  Alors,  les  dièdres  SA  et  S'A'  étant 
égaux,  le  plan  A' S'C  s'applique  sur  le  plan  ASC;  de  même,  les 
dièdres  SB  et  S'B'  étant  égaux,  le  plan  B'S'C  s'applique  sur  le 
plan  BSC;  donc  enfin  les  arêtes  S'C  et  SC  se  confondent  et  les 
deux  trièdres  coïncident. 

2°  Le  second  cas  résulte  du  précédent,  dont  il  est  le  corrc- 
latif  {616).  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des 
proposés  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  respecti- 
vement égaux  et  seniblablement  disposés;  ils  sont  donc  super- 
posables, et  par  suite  il  en  e^t  de  même  des  trièdres  primitifs. 

D'ailleurs,  la  démonstration  directe  n'offre  aucune  difficulté  ; 
on  voit,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  (i''),  que 
la  superposition  est  possible,  si,  conformément  à  l'hypothèse, 
la  disposition  des  éléments  est  la  même. 

3"  Pour  le  troisième  cas,  on  pourrait  suivre  une  marche 
identique  à  celle  de  la  Géométrie  plane,  c'est-à-dire  démontrer 
ce  théorème  comme  celui  du  n"  34  (3"),  en  passant  par  les  pro- 
positions qui  sont  les  analogues  de  celle  des  n°*  33  et  34  (a"). 

Voici  une  démonstration  directe  : 

Soient  SABC  et  S'A'B'C  les  deux  trièdres;  il  suffit  évidem- 
ment de  démontrer  i'égalité  de  deux  dièdres  homologues,  des 
dièdres  SA  et  S'A',  par  exemple. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  faces  ASB,  ASC,  qui  com- 
prennent le  dièdre  SA,  soient  deux  angles  aigus.  En  un  point 
quelconque  0  de  l'arête  SA,  formons  {Jîg.  324)  l'angle  plan 
correspondant  à  l'angle  dièdre  SA;  en  d'autres  termes,  élevons 
par  le  point  0  des  perpendiculaires  sur  SA  dans  les  plans  ASB 
et  ASC  ;  les  angles  ASB  et  ASC  étant  aigus,  ces  perpendiculaires 
rencontrent  les  arêtes  SB  et  SC  en  deux  points  M  et  N  que  nous 
joindrons  par  une  ligne  droite.  Prenons  S'0'=SO  et  construi- 
sons de  même  en  0'  l'angle  plan  M'O'N'  du  dièdre  S'A'.  Il  s'agit 
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de  démontrer  l'égaliio  des  deux  angles  plans  MON  et  M'O'N'. 
Or  les  deux  triangles  rectangles  SOM,  S'O'M',  sont  égaux  comme 

Fig.  32/,. 


ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  :  il  en  est  de 
même  des  triangles  SON  et  S'O'N';  par  suite,  les  deux  trian- 
gles SMN,  S'M'N'  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux,  et  enfin  les  deux  triangles  OMN,  O'M'N'  ont  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  L'égalité  de  ces  derniers  triangles 
entraîne  celle  des  deux  angles  MON,  M'O'N'. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  angles  ASB  et  ASC, 
qui  comprennent  le  dièdre  SA,  soient  quelconques,  et  prenons 
six  longueurs  égales  SA  =  SB  ==  SC  ==  S'A'=  S'B'r=  S'C,  à  partir 
des  sommets  sur  les  arêtes  des  deux  trièdres  [Jîg.  32.5). 


Les  triangles  isocèles  ASB  et  A'S'B',  BSC  et  B'S'C,  CSA  et 
C'S'A^  sont  égaux  deux  à  deux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux;  par  suite,  les  triangles  ABC, 
A'B'C,  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun.  D'après  cela,  les  deux  trièdres  /Y  et  A'  ont  leurs  faces 
respectivement  égales;  d'ailleurs  les  angles  SAB,  Sx\C,  qui 
comprennent  le  dièdre  AS,  sont  aigus  comme  angles  à  la  base 
de  triangles  isocèles  ;  donc,  en  vertu  du  raisonnement  fait  dans 
l'alinéa  précédent,  le  dièdre  AS  est  égal  au  dièdre  A'S'. 

4"  Le  dernier  cas  résulte  du  précédent  dont  il  est  le  corré- 
latif. En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des  proposés 
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oni  leurs  faces  respcclivenieni  égales  et  semblablement  dispo- 
sées; ils  sont  donc  superposables,  et  par  suite  il  en  est  de 
même  des  irièdres  primitifs. 

SCOLIE. 

578.  Si,  dans  chacun  des  quatre  cas  examinés,  la  disposi- 
tion des  éléments  égaux  était  différente  dans  les  deux  irièdres, 
il  n'y  aurait  plus  égalité  y  mais  seulement  symétrie.  En  effet, 
soient  T  et  T'  les  deux  trièdres  proposés,  et  ï,  le  symétrique 
de  ï,  c'est-à-dire  celui  qu'on  déduit  de  T  en  prolongeant  ses 
arêtes  au  delà  du  sommet  [Jig.  3?.3).  Les  trièdres  T  et  ï,  ont 
leurs  éléments  égaux  et  inversement  disposés;  par  suite, 
comme  ï  et  T'  remplissent  par  hypothèse  toutes  les  conditions 

■ide  l'un  des  cas  d'égalité  sauf  celle  relative  à  la  disposition  des 
parties  égales,  les  trièdres  ï'  et  T,  satisferont  à  toutes  les  con- 
ditions de  ce  cas  d'égalité;  ils  seront  donc  superposables;  d'où 
l'on  voit  que  T'  est  superposable  au  symétrique  de  ï. 

579.  Nous  avons  suffisamment  signalé  dans  le  courant  de  ce 
paragraphe  l'analogie  entre  certaines  propriétés  des  irièdres  et 
des  triangles  rectiligncs.  Il  importe  toutefois  d'observer  en  ter- 
minant que  si,  à  toute  propriété  des  triangles  répond  une  pro- 
priété des  trièdres,  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  par  exemple, 
tandis  que  l'égalité  des  angles  dièdres  de  deux  trièdres  entraîne 
l'égalité  de  leurs  faces,  l'égalité  des  angles  de  deux  triangles 

■n'entraîne  que  la  proportionnalité  des  côtés. 

§  X.  -  APPENDICE. 

Qiuii  /ri /(Itère  gaur/ic . 

380.  On  dit  qu'un  quadrilatère  ABCD  {Jrg.  3-26)  est  gauche  lorsque  ses 
quatre  côtés  ne  sont  pas  dans  un  môms  plan.  Pour  obtenir  une  pareille 
figure,  il  sufliL  d'assembler  deux  triangles  ABC,  ADC,  ayant  un  côté  com- 
mun AC,  de  façon  que  leurs  plans  ne  coïncident  pas. 

THÉORÈME. 

581.  Quand  un  p/an  ^rencontre  /es  (juatrc  côtés  (/''un  ([ua(/ri/(it()rc 
^gauche  ABCD  en  ((uatrc  points  a,  /?,  c,  d  [Jig.  32G),  on  a  /a  rc/ation  seg- 
'  menlairc 

U\  ^   ^   f^  ^  - 

"'  aYi"bC'  cD'  dk"'^^' 
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En  effet,  en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis  (390)  aux  deux 
triangles  ABC  et  ADC  coupés  respectivement  par  les  deux  transversales  nb 
et  c(l^  et  remarquant  que  les  deux  droites  ab.  el  cd  se  rencontrent  au 
point  £  oix  la  diagonale  AC  perce  le  plan  P,  on  a  les  égalités 

^A    b'Q    cC  _         cC    r/D    sA  _ 


dont  le  produit  est  précisément  la  relation  (i). 
Fig.  326. 


Fig.  327. 


582.  RÉCIPROQUEMENT,  si  sur  les  quatre  côtés  d' un  quadrilatère  gauche 
ABCD  on  prend  quatre  points  r/,  b  c,  r/,  tels  qidon  ait  la  relation  (  1  ) ,  ces 
quatre  points  sont  dans  un  même  plan  [J/g.  827  ). 

Car  ïe  plan  P,  déterminé  par  les  trois  points  b,  r,  d,  rencontre  le  côté  AB 
en  un  point «',  tel  qu'on  ait  (581) 

a^A    bB    cC    dD  _ 
a'~B  '  bC'cD'  dX~^' 

La  comparaison  de  celte  relation  avec  la  relation  (i),  qui  a  lieu  par 
hypothèse,  donne 

a  A  _  a' X  ^ 
7d3  ~  ^B' 

et  cette  proportion  entraîne  (30G)  la  coïncidence  des  points  a'  et  a. 
Corollaires. 

583.  La  relation  (i)  est  satisfaite  lorsqu'on  a 


^  B  ~~  c  C 


et 


/;B       dX 


bC 


dD 


De  là  ce  théorème  :  Si  une  première  droite  ac  divise  proportionnelle- 
ment deux  côtés  opposés  AB  et  DC  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  et  si 
une  seconde  droite  bd  divise  pj-oportionnellement  les  deux  autres  côtés  BC 
et  AD,  ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan  [Jig.  327). 

584.  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  transversal  P  est  parallèle  aux 
deux  côtés  opposés  BC  et  AD,  les  deux  [oints  /;  et  d  passent  à  l'infini,  les 


LIVRE    V.    —    LE    PLAN.  ^5. 

deux  rapports  jj^  et  -jj  se  réduisent  à  runilé,  et  la  relation  (i)  devient 
nA    rC  oA       rD 

Donc  :  Tout  plan  P,  pnrallrlc  à  deux  côtés  opposes  lîC  et  AL)  r/'//// 
;  quadrilatère  gaur/ie  ABCD,  divise  proportionnelleiuent  les  deux  autres 
côtés. 

La  démonstration  directe  de  ce  tlnorème  est  d'ailleurs  très-simple  : 
si  par  chacune  des  droites  BC  et  AD  on  imagine  un  plan  parallèle  au 
plan  P,  on  a  deux  droites  AB  et  CD  coupées  par  trois  plans  parallèles; 
donc  (0II  ),  etc. 

Réciproquement  :  Toute  droite  ac^  (jui  divise  proportionnellement  deux 
côtés  opposés  AB  et  CD  d'un  (jundrilatère gauche  ABCD,  est  située  dans  un 
plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés  AD  et  BC.  Car  si  on  imagine  le  plan 
mené  par  r  parallèlement  aux  droites  AD  etBC,  ce  plan  doit,  en  vertu  du 
théorème  direct,  diviser  le  côté  AB  en  parties  proportionnelles  à  rC  et  cD; 
ce  plan  contient  donc  le  point  a  et,  par  suite,  la  droite  ac. 

Rapport  an/iarmonif/ue  de  quatre  plans. 

585.  Il  est  aisé  de  voir  que,  lorsque  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent 
par  une  même  droite,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  de  quatre 
droites  déterminé  par  un  plan  transversal  quelconque  est  indépendant  de 
la  position  de  ce  plan  transversal.  Car  les  quatre  droites  a,  b,  r,  r/,  dé- 
terminées par  un  premier  plan  P,  et  les  quatre  droites  a\  b',  c\  d\  dé- 
terminées par  un  second  plan  P',  se  coupent  deux  à  deux  en  quatre  points 
\  ^j  P»  7)  ^)  situés  sur  l'intersection  des  deux  plans  P  et  P',  et  le  rapport 
^enharmonique  des  points  a,  f^,  7,  ^,  est  égal  (313)  à  celui  des  droites 
AT,  ^,  c,  <-/,  aussi  bien  qu'à  celui  des  droites  a\  b\  r',  d'. 

D'après  cela,  on  donne  le  nom  de  rapport  a/diarmonique  d'un  faisceau 
de  fjuatre  plans  passant  par  ur)e  même  droite,  à  tout  rapport  anharmo- 
nique du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  transversal 
quelconque. 

58C.  Lorsque  quatre  plans  passent  par  une  même  droite ,  toute  trans- 

\  versnle  les  rencontre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharnionicjuc  est 

égal  à  celui  des  quatre  plans.  Car  ces  deux  rapports  ne  sont  autres  que 

celui  du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  quelconque 

contenant  la  transversale  (313,  385). 

587.  Un  faisceau  de  quatre  plans  A,  B,  C,  D,  j)assant  par  une  même 
droite,  est  dit //<7rwo/?/r///(?  lorsque  le  rapport  anharmonique  (A,  B,  C,  D) 
<le  ces  quatre  plans  est  égal  à  —  1.  Alors  tout  plan  tAnsversal  ou  toute 
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sécante  détermine  un  système  harmonique  de  quatre  droites  ou  de  quatn 
points. 

588.  Le  théorème  du  n°  529,  relatif  à  la  projection  d'une  droite  sur  ui 
plan,  subsiste  lorsque  les  projetantes  des  divers  points  de  la  droite  son 
obliques  au  plan,  pourvu  qu'elles  soient  parallèles  entre  elles  ou  qu'elle: 
divergent  d'un  même  point  de  l'espace;  car  les  projetantes  sont  encore 
dans  l'un  ou  l'autre  cas,  situées  toutes  dans  lo  plan  de  l'une  d'elles  et  d( 
la  droite  que  l'on  projette. 

On  est  ainsi  conduit  à  étendre  le  sens  du  mot.  projection. 

La  projection  m  d'un  point  M  sur  un  plan  P  est  dite  orthogonale 
oblique  on  centrale,  suivant  que  la  projetante  Mw  est  perpendiculaire  ai 
plan  P,  ou  qu'elle  est  parallèle  à  une  direction  fixe  oblique  à  ce  plan,  01 
enfin  qu'elle  est  issue  du  point  fixe  S  de  l'espace. 

La  projection  orthogonale,  oblique  ou  centrale  d'une  figure  est  le  lie 
des  projections  orthogonales,  obliques  ou  centrales  de  ses  divers  points 
en  supposant,  bien  entendu,  dans  les  deux  derniers  cas,  que  la  directio 
oblique  des  projetantes,  ou  que  le  centre  S  de  projection,  ne  change  pa 
quand  on  passe  d'un  point  à  un  autre  de  la  figure  que  l'on  projette. 

La  perspective  d'une  figure  sur  un  tableau  P  n'est  autie  chose  que  1 
projection  centrale  de  cette  figure  sur  le  plan  P,  la  position  de  l'œil  étar 
prise  pour  centre  S  de  projection. 

Vo/nbre  portée  sur  un  plan  P  par  une  figure  éclairée  par  un  point  lu 
mineux  S  n'est  autre  chose  que  la  projection  centrale  de  cette  figure  fait 
du  centre  S  sur  le  plan  P. 

D'après  cela,  le  théorème  du  n°  586  peut  encore  être  énoncé  de  la  ma 
nière  suivante  : 

Lorsque  quatre  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  jncme  plan 
si  Von  construit  leur  projection,  leur  ombre  ou  leur  perspective  sur  u. 
plan  quelconque^  on  obtient  quatre  droites  concourantes  dont  le  rappoi 
anharnionique  est  égal  h  celui  des  quati'e  premières. 


QUË^XIOIV^    PROPOSEES. 

§§  I,  II,   III.  —   Premières  notions  sur  le  plan.  —  Droites  parallèles  t 
angle  de  deux  droites.  —  Droite  et  plan  parcdlèles. 

538.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  deux  droite 
données  non  situées  dans  un  même  plan. 

539.  Démontrer  que  deux  droites  qui  rencontrent  trois  droites  placée 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  ne  sont  pas  en  général  située 
dans  un  même  plan. 
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5i0.  Mener  par  un  point  donnénine  droite  qui  rencontre  une  drioile  et 
un  cercle  qui  ne  sont  pas  situés  dans  un  môme  plan. 

5il.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  ne  sont 
pas  situés  dans  un  plan  unique,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme. 

5i2.  Plusieurs  droites  étant  données  en  grandeur,  direction  et  sens,  si 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  l'extré- 
mité de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  l'origine  do  la  suivante,  la  droite 
qui  part  de  l'origine  de  la  première  et  aboutit  à  l'extrémité  de  la  der- 
nière prend  le  nom  de  résultante  des  droites  proposées;  celles-ci  sont 
dites  à  leur  tour  les  composantes  de  la  résultante.  Composer  des  droites, 
c'est  trouver  leur  résultante;  décomposer  une  droite,  c'est  trouver  des 
droites  qui  aient  pour  résultante  la  droite  donnée.  Ces  définitions  posées, 
il  s'agit  de  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  La  résultante  de  plusieurs  droites  reste  la  môme,  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  compose  ces  droites. 

2°  La  résultante  de  plusieurs  droites  n'est  pas  changée  quand  on  rem- 
place un  certain  nombre  d'entre  elles  par  leur  résultante. 

3"  Si,  sans  changer  la  direction  et  le  sens  des  composantes,  on  altère 
leur  grandeur  dans  un  certain  rapport,  la  résultante  conserve  sa  direction 
et  son  sens,  mais  sa  grandeur  est  altérée  dans  le  même  rapport. 

4°  Si,  sans  altérer  la  grandeur  et  la  direction  des  composantes,  on 
change  leur  sens,  la  résultante,  conserve  sa  grandeur  et  sa  direction,  et 
change  de  sens. 

5°  Pour  décomposer  une  droite  D  en  deux  autres  dont  l'une  soit  une 
droite  donnée  <-/,  il  suffit  de  composer  D  avec  r/ prise  en  sens  contraire. 

543.  Par  une  droite  donnée,  on  peut  mener  un  plan  parallèle  à  une 
autre  droite  donnée,  et  on  n'en  peut  mener  qu'un. 

544.  Par  un  point  donné,  on  peut  mener  un  plan  parallèle  à  deux 
droites  données,  et  on  n'en  peut  mener  qu'un. 

§§  IV,  V,  VL  —  Plans  parallèles .  —  Droite  et  plan  pei-pcndiculaires .  — 
Projection  (Fane  droite  sur  un  plan.  —  An^le  d'une  droite  et  d'un 
plan.  —  Plus  courte  distance  de  deux  droites. 

543.  Mener,  dans  un  jilan  donné  et  i)ar  un  point  de  ce  plan,  une  droite 
j  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
î  pace. 

j      54G.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il  suffit  qu'elle 
I  soit  également  inclinée  sur  trois  droites  passant  par  son  pied  dans  ce  plan. 

5i7.  Étant  donnés  un  plan  Pet  deux  points  A  et  B  situés  d'un  même 
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côté  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P'un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  A  et  B  soit  minimum. 

548.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  différence 
de  ses  distances  aux  points  A  et  B  soit  maximum. 

549.  Élanl  donnés  une  droite  D  et  deux  points  A  et  B  situés  comme 
on  voudra  dans  l'espace,  trouver  le  pointde  la  droite  D  qui  estéquidistant 
des  points  A  et  B. 

550.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  plan  quelconque  P,  trouver 
le  point  du  plan  P  qui  est  équidistant  des  trois  sommets  du  triangle  ABC. 

551.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  hors  de  ce  plan  soit  constante. 

552.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  d'où  l'on  voit  sous  un  angle 
droit  une  droite  située  hors  de  ce  plan. 

553.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  soit  constante. 

55 i.  Mener  une  droite  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée,  et  qui 
rencontre  deux  droites  données  non  situées  dans  un  même  plan. 

555.  Démontrer  que  deux  droites  qui  sont  parallèles  à  un  plan  donné, 
et  qui  rencontrent  deux  autres  droites  placées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  ne  sont  pas  en  général  dans  un  même  plan. 

556.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux 
plans  parallèles  est  constant? 

557.  Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  en 
s'appuyant  sur  deux  droites  placées  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace :  quel  est  le  lieu  des  points  qui  divisent  la  droite  mobile  dans  un 
rapport  donné? 

558.  Si  par  l'une  des  diagonales  d'un  parallélogramme  on  mène  un  plan 
quelconque,  les  perpendiculaires,  abaissées  sur  ce  plan  des  extrémités  de 
l'autre  diagonale,  sont  égales. 

559.  Les  angles  aigus  formés  par  deux  droites  parallèles  avec  un  même 
pljn  sont  égaux. - 

5G0.  Étant  donné  un  angle  AOB,'  trouver  le  lieu  des  points  M  de  l'es- 
pace tels  q;ie,  si  on  les  joint  au  sommet  0  de  l'angle,  la  somme  des  pro- 
jections de  la  droite  OM  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  soit  constante. 

501.  Le  plan  mené  parallèlement  à  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan,  par  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance,  passe  par  les  mi- 
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lieux  de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à 
un  point  de  la  seconde. 

562.  Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles 
est  constante. 

563.  Entre  deux  droites  données  diino  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace, mener  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  ayant  une  longueur 
donnée. 

56i.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires  et 
non  situées  dans  un  même  plan. 

565.  Un  angle  AOB  tourne  dans  l'espace  autour  d'une  droite  ZZ' paral- 
lèle à  sa  bissectrice;  démontrer  que,  si  A'O'B'  est  une  seconde  position 
d'ailleurs  quelconque  de  cet  angle  :  i"  les  droites  OA  et  O'A'  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  non  plus  que  les  droites  OB  et  O'B';  2°  OA  et  O'B' 
sont  dans  un  même  plan,  et  il  en  est  de  même  de  O'A'  et  de  OB  ;  3°  trois 
quelconques  des  droites  OA,  OB,  O'A',  O'B',  ne  sont  pas  parallèles  à  un 
même  plan. 

56G.  Soient  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  P.  Si  AB  est  divisée 

au  point  C  dans  le  rapport  —,  et  si  des  points  A,  B,  C,  on  abaisse  sur  le 

planP  les  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  on  a 

(  m  -j-  n  )  ce  =  n .  AA'  +  /;/ .  BB'. 

567.  Si  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  A  sur  deux 
plans  donnés  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
autre  point  B  sur  les  mêmes  plans,  cette  somme  reste  la  même  pour  tout 
autre  pomt  C  delà  droite  AB.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  plans. 

568.  Soient  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  plans  P  et  Q.  Si  la  somme  des 
deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur  les  deux  plans 
est  la  même  pour  les  trois  points,  cette  somme  restera  encore  la  même 
{)Our  tout  ciutre  point  du  plan  ABC.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  plans. 

§§  VII,  VIII,  IX.  —  Angles  dièdres.  —  Plans  perpendiculaires.  —  Angles 

polyèdres. 

569.  Si,  par  un  point  0  de  l'espace,  on  mène  deux  parallèles  OA  et  OB 
à  un  plan  donné  P,  puis  par  le  même  point  0  deux  plans  respectivement 
perpendiculaires  à  OA  et  à  OB,  l'intersection  de  ces  plans  est  perpendicu- 
laire au  plan  P  (cette  proposition  est  utile  dans  les  applications). 

11.  4 
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570.  Si  l'on  projette  un  même  point  de  l'espace  sur  deux  plans  qui  se 
coupent,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  sur  l'inter- 
section des  deux  plans  la  rencontrent  au  mémo  point.  —  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie  pour  deux  points  des  deux  plans,  ces  points 
sont  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace. 

571.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ont  leurs  pro- 
jections sur  un  même  plan  égales,  parallèles  et  de  même  sens.  —  Réci- 
proque de  celte  proposition. 

572.  Toute  ligne  qui  se  projette  sur  deux  plans  qui  se  coupent  suivant 
une  ligne  droite,  est  elle-même  un  ligne  droite. 

573.  La  projection,  sur  un  plan  ou  sur  un  axe,  de  la  résultante  de 
plusieurs  droites  est  la  résultante  des  projections  de  ces  droites.  [Voir  la 
Question  542.  ) 

574.  Si  une  droite  est  également  inclinée  sur  les  deux  faces  d'un  angle 
dièdre,  ses  traces  sur  les  deux  faces  sont  également  distantes  de  l'arête  de 
l'angle  dièdre.  —  Réciproque. 

575.  Quel  est  .le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  qui  se 
coupent? 

576.  Quel  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  deux  droites 
qui  se  coupent? 

577.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur  des  plans  dont 
les  intersections  sont  parallèles,  sont  dans  un  seul  et  même  plan. 

578.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  et  leurs  faces 
perpendiculaires  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

579.  Quel  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  |)lans  donnés  et 
de  deux  points  ou  de  deux  droites  données  situées  dans  un  même  plan? 

580.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

581.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  trois  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée?  —  Étendre  ce  pro- 
blème au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  plans. 

582.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  à  deux  plans  qui  se  coupent  soit  un  minimum. 

583.  Montrer  que  si,  par  un  même  point  de  l'arête  d'un  angle  dièdre, 
on  mène  dans  chaque  face  une  droite  faisant  un  angle  donné  a  avec  cette 
arête,  l'angle  rectiligne  ainsi  obtenu  ne  varie  pas  proportionnellement  à 
l'angle  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a  ne  soit  droit. 
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584.  Dans  tout  angle  Irièdre,  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  —  QuiA  est  le  lieu  des  points  équi- 
distants  des  trois  faces  d'un  angle  Irièdre  indéfiniment  prolongées? 

583.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  perpendiculairement  aux 
faces,  par  les  bissectrices  de  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même 
droite.  —  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants  des  trois 
arêtes  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

586.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  perpendi- 
culairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

587.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bis- 
sectrices des  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Remarque^  —  Les  quatre  théorèmes  précédents  sont  vrais  lorsque  le 
sommet  de  l'angle  trièdre  se  transporte  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  de  trois  plans  dont  les  trois  intersections  deux  à  deux  sont  pa- 
rallèles. 

588.  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces,  de  manière  que  la  sec- 
tion soit  un  parallélogramme. 

589.  Si,  dans  le  plan  de  chaque  face  d'un  angle  trièdre  et  par  son  sommet 
on  mène  une  perpendiculaire  à  l'arête  opposée,  les  trois  perpendiculaires 
obtenues  sont  dans  un  même  plan. 

590.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  angle  trièdre 
rectangle,  coupe  cet  angle  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle. 

591 .  La  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  avec 
les  faces  opposées,  est  comprise  entre  la  somme  des  faces  et  la  moitié  de 
cette  somme. 

592.  Si,  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  polyèdre,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  le  nouvel  angle  polyèdre 
ainsi  formé  est  supplémentaire  du  premier.  [Voir  les  n"*  572,  573.) 

593.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  de //  fcces,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  comprise  entre  in  et  in —  4  angles  droits. 

594.  A,  B,  C,  étant  trois  points  pris  à  volonté  sur  les  arêtes  d'un 
angle  trièdre  tri-rectangle  et  0  la  projection  du  sommet  S  de  cet  angle 
trièdre  sur  le  plan  ABC,  démontrer  que  le  triangle  ASB  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  triangles  ABC  et  OAB. 

595.  Une  droite  quelconque  passant  par  un  point  donné  A  et  coupant 
deux  plans  donnés  P  et  R  en  deux  points  C  et  D,  trouver  le  lieu  du  point  B, 
conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapporta  CD. 
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596.  Étant  donné  le  triangle  suivant  lequel  la  feuille  de  dessin  est  ren- 
contrée par  un  angle  trièdre  tri-rectangle,  trouver,  par  des  constructions 
graphiques  exécutées  sur  le  plan  de  cette  feuille,  les  inclinaisons  des  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdre  sur  ce  plan. 

597.  Couper  un  angle  trièdre  tri-reclangle  par  un  plan  tel,  que  la  sec- 
tion soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

§  X.   —  Appendice. 

598.  Quand  plusieurs  droites  sont  parallèles,  leurs  perspectives  sur  un 
plan  forment  un  système  de  droites  qui  convergent  en  un  même  point.  — 
Il  y  a  exception  lorsque  les  droites  proposées  sont  de  front,  c'est-à-dire 
parallèles  au  tableau  sur  lequel  on  projette. 

599.  Quand  plusieurs  systèmes  de  droites  parallèles  sont  parallèles  à 
un  même  plan,  les  points  de  concours  des  systèmes  rayonnants  qui  leur 
correspondent  en  perspective  sont  distribués  sur  une  même  droite. 

600.  Démontrer  que  si,  après  avoir  mis  une  figure  plane  en  perspec- 
tive sur  un  tableau  plan,  on  fait  tourner  le  tableau  autour  de  son  inter- 
section avec  le  plan  de  la  figure  primitive,  les  deux  figures  resteront  tou- 
jours en  perspective;  trouver  le  lieu  décrit  par  lœil. 

601.  On  nomme  figures  homologiques  des  figures  qui  se  correspondent 
point  par  point,  de  telle  sorte  :  i°  que  deux  points  homologues  quelcon- 
ques soient  en  ligne  droite  avec  un  point  fixe  0;  2°  que  la  figure  homo- 
logue d'une  droite  quelconque  D  soit  une  droite  D'  rencontrant  D  sur  un 
axe  fixe  XY  [voir  les  n*"  320,  321  ).  Cela  posé,  on  demande  de  démon- 
trer que  les  projections  orthogonales  sur  un  plan  Q  de  deux  figures  planes 
de  l'espace,  dont  l'une  est  l'ombre  de  l'autre,  sont  deux  figures  homolo- 
giques. —  Inversement,  on  peut  toujours  considérer  deux  figures  homolo- 
giques comme  les  projections  de  deux  figures  planes  dont  l'une  serait 
l'ombre  de  l'autre. 

602.  Quand  deux  figures  sont  en  perspective,  si  l'on  rabat  le  plan  de 
la  première  sur  le  plan  de  la  seconde,  on  a  dans  ce  dernier  plan  deux 
figures  homologiques. 

603.  Deux  figures  homothétiques  [voir  le  n''  352)  étant  données  dans 
un  plan  P,  si,  en  prenant  un  point  S  quelconque  de  l'espace  pour  centre 
de  projection,  on  projette  ces  deux  figures  sur  un  plan  Q,  on  obtient 
deux  figures  homologiques.  —  Quel  est  dans  le  plan  P  le  point  qui  se  pro- 
jette sur  le  centre  0  d'homologie?  —  Quel  est,  dans  le  plan  P,  le  lieu  des 
points  qui  se  projettent  sur  Taxe  XY  d'homologie? 

604.  On  donne  sur  un  plan  une  figure  F,  le  cenire  0  et  l'axe  XY  d'ho- 
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mologie  :  construire  la  figure  F'  homologique  de  F,  connaissant  en  outre  le 
point  a'  homologue  d'un  premier  point  a  de  la  figure  F. 

605.  Construire  la  figure  F' sans  connaître  le  centre  0  dhomologie,  et 
en  se  servant  seulement  de  l'axe  XY  d'homologie,  et  des  deux  points 
a'  et  h'  homologues  de  deux  points  «  et  ^  de  la  figure  F. 

606.  Construire  la  figure  F'  sans  connaître  l'axe  XY,  et  en  employant 
seulement  le  centre  0  dhomologie  et  deux  droites  A'  et  B'  homologues 
de  deux  droites  A  et  B  de  la  figure  F. 

607.  On  donne  dans  un  plan  une  figure  F,  un  point  fixe  0  et  une  droite  fixe 
XY;  m  étant  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  on  mène  Ow, qui  coupe  XY 

en  a  et  1  on  prend  surO///  un  pomt///  tel  que— —  =  /  i- — ,  /  étant  une 
'  ^      0/y/  [Lin 

constante:  démontrer  que  le  point  ///'  décrit  la  figure  homologique  de  F. 

608.  Examiner  ce  que  deviennent  deux  figures  homologiques  :  i"  lors- 
que l'axe  dhomologie  se  transporte  à  l'infini;  2°  lorsque  le  centre  d'ho- 
mologie est  à  l'infini. 

609.  Si  deux  figures  sont  homologiques,  quatre  points  en  ligne  droite 
ou  quatre  droites  concourantes  dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  ou  des  quatre  droites  homo- 
logues de  la  seconde  figure. 

610.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de  deux 
points  homologues  quelconques  ///  et  m' au  centre  d'homologie  est  au  rapport 
des  distances  de  ces  deux  points/;*  et  m' à  deux  droites  homologues D  et  D' 
quelconques, dans  une  raison  constante. — Que  devient  ce  théorème  :  i°lors- 
que  l'une  des  droites  D  et  D'  est  l'axe  d'homologie;  2°  lorsque  la  droite  D 
est  à  l'infini;  3*  lorsque,  la  droite  D  étant  à  l'infini,  l<i  droite  D'  se  confond 
avec  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond  aux  points  de  la  se- 
conde situés  à  l'infini. 

6il.  Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  une  droite  qui  divise 
deux  côtés  opposésen  parties  proportionnelles,  trouver  une  droite  qui  soit 
perpendiculaire  à  la  première  et  qui  divise  proportionnellement  les  deux 
autres  côtés  du  quadrilatère. 

612.  Dans  un  quadrilatère  gauche,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  se  coupent  mu- 
tuellement en  parties  égales. 

613.  Quand  un  plan  transversal  coupe  les  côtés  consécutifs  d'un  poly- 
gone gauche  ABCD. ...  en  des  points  <7,  ^,  r, . . . ,  on  a,  en  grandeur  et  en 
signe,  la  relation 

ak     /;B     rC  _ 

TTb  *  m:  *  ^  '  *  *  ~  "^  ^  • 
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614.  Si  une  droite  ne  glisse  sur  deux  côtés  opposés  AB  el  CD  d'un  qua- 
drilatère gauche,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

/étant  une  constante,  cette  droite  rencontre  toujours  trois  droites  fixes. 

615.  Si  l'on  fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l'espace,  leur  intersection  rencontre  toujours  trois  droites 
fixes. 


LIVRE    VI.    —    LES    l'OLYÈUIlES.  55. 

LIVRE  VI. 

LES   POLYÈDRES. 


i<  I.  -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE  DU  PRISME. 

DÉFINITIONS. 

589.  On  appeWe polyèdre  tout  corps  terminé  de  toutes  parts 
par  des  plans. 

Ces  plans,  en  se  limitant  mutuellement,  déterminent  les 
arêtes,  \es  faces  et  les  sommets  du  polyèdie.  Les  angles  diè- 
dres et  polyèdres  formés  par  les  faces  sont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  de  la  figure.  Le  polyèdre  a  pour  diagonales  les 
droites  qui  unissent  deux  sommets  quelconques  non  situés 
sur  une  même  face. 

On  a  donné  des  noms  particuliers  à  certains  polyèdres  d'a- 
l)rès  le  nombre  de  leurs  faces.  Ainsi,  tout  polyèdre  ayant 
quatre  faces  est  un  tétraèdre.  Les  noms  hexaèdre,  octaèdre, 
dodécaèdre,  icosaèdre,  correspondent  aux  polyèdres  de  six, 
huit,  douze,  vingt  faces. 

590.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  reste  tout  entier 
d'un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces  prolongées  indéfini- 
ment. 

Une  droite  quelconque  ne  peut  rencontrer  la  surface  d'un 
polyèdre  convexe  en  plus  de  deux  points.  Car  tout  plan  ntené 
suivant  cette  droite  rencontre  nécessairement  la  surface  du  po- 
lyèdre suivant  un  polygone  convexe  (73),  doiit  le  contour  a, 
avec  la  droite  donnée,  les  mêmes  points  d'intersection  que  la 
surface  du  polyèdre. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  s'agira  que  de  polyèdres  convexes. 

591.  Parmi  les  polyèdres,  on  dislingue  le  prisme  et  la  pyra- 
mide. 
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Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans  pa- 
rallélogrammes réunis  entre  eux  par  deux  faces  opposées 
égales  et  parallèles. 

On  construit  un  prisme  de  la  manière  suivante  : 


Soit  {/ig\  328)  ABCDE  un  polygone  plan  quelconque.  Par  le 
sommet  A,  menons  extérieurement  au  plan  de  ce  polygone 
la  droite  AF  et,  par  le  point  F,  un  plan  parallèle  au  plan 
ABCDE;  puis,  par  les  sommets  B,  C,  D,  E,  traçons  jusqu'à  la 
rencontre  du  plan  mené  par  le  point  F,  les  droites  CH,  Dl,  BG, 
EK,  parallèles  à  AF.  Ces  droites  sont  toutes  égales  à  AF  (510)  ; 
toutes  les  faces  ABGF,  BCHG,  CDIH,  etc.,  sont  donc  des  pa- 
rallélogrammes. De  plus,  les  deux  polygones  parallèles  ABCDE, 
FGHIK,  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles. Le  polyèdre  obtenu  est  donc  un  prisme. 

592.  Si  la  droite  AF  est  perpendiculaire  au  plan  ABCDE,  le 
prisme  est  droit;  sinon,  il  est  oblique. 

Les  droites  AF,  BG,  CH,  etc.,  sont  les  arêtes  latérales  du 
prisme,  et  la  somme  des  faces  parallélogrammes  ABGE, 
BCHG,  etc.,  forme  son  aire  latérale. 

Le  prisme  a  pour  bases  les  deux  polygones  égaux  et  paral- 
lèles ABCDE,  FGHIK,  et  sa  hauteur  est  la  distance  des  plans 
de  ses  deux  bases. 

593.  Dans  un  prisme  droit,  chaque  arête  latérale  est  égale 
à  la  hauteur.  Les  faces  latérales  d'un  prisme  droit  sont  des 
rectangles. 

Dans  un  prisme  oblique,  la  hauteur  est  moindre  que  l'arête 
latérale. 

Un  prisme  régulier  est  un  prisme  droit  qui  a  pour  bases  des 
polygones  réguliers. 
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594.  Suivant  que  les  bases  d'un  prisme  sont  des  triangles, 
des  quadrilatères,  des  pentagones,  des  hexagones,  etc.,  le 
prisme  est  dit  triangulaire ,  quadrangulaire ,  peiitagonal ^ 
hexagonal,  etc,  ^ 

595.  Parmi  les  prismes  quadrangulaires,  on  distingue  celui 
qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes,  et  on  lui  donne  le  nom 
de  parallélipipède.  Toutes  les  faces  d'un  parailélipipède  sont 
des  parallélogrammes  {fig'  329). 

Un  parallélipipède  peut  être  droit  ou  oblique  (592). 

Parmi  les  parallélipipèdes  droits,  an  distingue  le  paralléli- 
pipède rectangle^  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes 
les  faces  d'un  parallélipipède  reciangle  sont  des  rectangles 
(y?^.33o). 

On  nomme  cube  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  bases 
et  les  faces  latérales  sont  des  carrés,  nécessairement  égaux 

(>•§••  33.). 

On  remarquera  que  la  perspective  déformant  les  angles,  la 
Jig.  33o  représente  aussi  bien  un  parallélipipède  droit  qu'un 
parallélipipède  rectangle. 


Fi{j.  32().  Fig.  33o. 

K  G 


A      > 


/ 


Fig.  33 1. 


596.  De  môme  qu'on  appelle  dimensions  d'un  rectangle  les 
longueurs  de  deux  côtés  adjacents,  on  appelle  dimensions 
d'un  parallélipipède  rectangle  les  longueurs  de  trois  arêtes 
conliguës,  c'esl-à-dire  partant  d'un  même  sommet.  Le  parallé- 
lipipède rectangle  AG  [Jig.  33o)  a  pour  dimensions  les  lon- 
gueurs des  arêtes  AB,  AI),  AE. 

THÉORÈME. 

597.  Les  faces  opposées  d'un  parallélipipède  sont  égales  et 
parallèles. 


58.  ,        GÉOMÉTHIE    DANS    l'eSPACE. 

Soil  {fig.  332  )  le  parallélipipède  AG.  Ses  bases  ABCD,  EFGH, 
sont,  par  définition,  des  parallélogrammes  égaux  et  parallèles. 
Il  faut  donc  prouver  seulement  que  deux  faces  latérales  op- 
posées. ADHE  et  BCGF  par  exemple,  remplissent  la  même 
condition.  Or,  AD  et  BC  sont  égaux  et  parallèles  comme  côtés 


opposés  du  parallélogramme  ABCD;  AE  et  BF  sont  aussi  égaux 
et  parallèles  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme  ABFE. 
Par  suite  (494,  508),  les  deux  angles  DAE  et  CBF  sont  égaux 
et  leurs  plans  sont  parallèles.  Les  deux  parallélogrammes 
ADHE,  BCGF,  sont  donc  égaux  et  parallèles. 

Corollaires. 

598.  Le  parallélipipède  étant  un  prisme  compris  sous  six 
faces  parallélogrammes  dont  les  opposées  sont  égales  et  pa- 
rallèles, on  peut  prendre  pour  hases  d'un  parallélipipède  deux 
faces  opposées  quelconques  (591). 

599.  Tout  plan  qui  rencontre  deux  faces  opposées  d'un 
parallélipipède,  le  coupe  suivant  un  parallélogramme.  Soit  le 
plan  IKLM  {Jig.  33^)  qui  rencontre  les  deux  faces  oppo- 
sées ADHE  et  BCGF  du  parallélipipède  AG.  Les  côtés  opposés 
de  la  section  IKLM  étant  parallèles  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  cette  section 
est  un  parallélogramme. 

SCOLIE. 

GOO.  Pour  construire  un  parallélipipède  sur  trois  droites 
données  AB,  AD,  AE,  partant  d'un  même  point  A  et  non  si- 
tuées dans  un  même  plan  {Jig.  332  ),  il  suffit  de  mener  par 
l'extrémité  non  commune  de  chacune  de  ces  droites  un  plan 
parallèle  au  plan  des  deux  autres.  Ainsi,  par  le  point  E,  on 
conduira  un  plan  parallèle  au  plan  BAD,  par  le  point  D  un  plan 


LIVRE    VI.   LES    POLYÈDRES.  5o. 

parallèle  au  plan  BAE,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au 
plan  DAE.  Le  polyèdre  compris  sous  les  six  plans  considérés 
sera  un  parallélipipède. 

THÉORÈME. 

GOI.  Dans  un  parallélipipède,  les  quatre  diagonales  se  cou- 
pent mutuellement  en  parties  égales. 


Soii  {Jig.  333)  le  parallélipipède  AG  et  ses  quatre  diagonales 
AG,  CE,  BlI,  I)F.  Les  deux  côtés  AE  et  CG  étant  égaux  et  pa- 
rallèles, la  figure  ACGE  est  un  parallélogramme  dont  les  dia- 
gonales AG  et  CE  se  coupent  mutuellement  au  point  0  en 
parties  égales.  La  figure  ABGH  étant  aussi  un  parallélogramme, 
les  diagonales  AG  et  BH  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales,  c'est-à-dire  au  point  0  milieu  de  AG.  On  prouverait  de 
même  que  la  quatrième  diagonale  I)F  passe  au  point  0  et  y 
est  divisée  en  parties  égales. 

SCOLIES. 

602.  On  appelle  centre  d'un  parallélipipède  le  point  de  ren- 
contre de  ses  quatre  diagonales. 

Toute  droite  KL  passant  par  le  point  0  et  limitée  à  la  sur- 

Iface  du  parallélipipède  AG  [Jîg.  333)  est  divisée  au  point  0 

en  deux  parties  égales.  En  effet,  le  plan  déterminé  par  cette 

droite  et  la  diagonale  AG  couj)e  les  deux  faces  opposées  ADHE 

iet  BCGF  suivant  les  parallèles  AK  etGL;  les  deux  triangles 

I  AOK,  GOL  sont  donc  égaux. 

603.  Si  le  parallélipipède  proposé  est  rectangle,  tous  les  pa- 
irallélogrammes  de   la  figure    deviennent  des   rectangles.  Le 

parallélogramme  ABGH,  par  exemple,  est  alors  un  rectangle, 
parce  que  l'arèle  AB  est  perpendiculaire  à  la  face  ADHE.  Les 
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diagonales  d'un  rectangle  étant  égales,  les  quatre  diagonales 
d'un  parallélipipède  rectangle  sont  égales. 

C04.  Dans  l'hypothèse  précédente,  les  triangles  HaB,  HDA 
étant  rectangles,  on  a 

bh' =  ÂB  -f- âh' ,   âh'=  âdV  dh'=âîi)'+â]ê\ 


Par  suite, 


BH  =:AB  +AD  +AE 


Donc,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  parcdlélipipède  rectan- 
gle est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  trois  dimensions. 

Un  cube  étant  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  dimen- 
sions sont  égales,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal 
à  trois  fois  le  carré  de  son  arête. 

THÉORÈME. 
605.  Les  sections  faites  dans  un  prisme  par  deux  plans  pa- 
rallèles sont  deux  polygones  égaux-. 

Fig.  33/,. 


Soient  ifg.  334)  le  prisme  AH  et  les  sections  LMNOP, 
QRSÏU,  faites  par  deux  plans  parallèles.  Les  côtés  de  ces  sec- 
tions sont  deux  à  deux  parallèles  comme  intersections  de 
deux  pians  parallèles  coupés  par  un  troisième,  et  égaux  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles.  Les  deux  polygones  ob- 
tenus ont  donc  à  la  fois  leurs  angles  égaux  (494)  et  leurs  côtéii 
égaux. 

Corollaires. 
606.  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  base  du  prisme, 
la  section  obtenue  est  égale  à  cette  base. 
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En  supposant  les  arèles  latérales  du  prisme  prolongées  au 
delà  des  bases,  la  dénionslralion  précédente  s'applique,  que 
les  sections  soient  intérieures  ou  extérieures  au  prisme,  et 
même  lorsqu'elles  sont  en  partie  intérieures  et  en  partie 
extérieures.  Il  suffit  que  les  plans  sécants  rencontrent  toutes 
les  arêtes  latérales. 

SCOLIE. 

607.  On  appelle  section  droite  d'un  prisme  la  section  déter- 
minée dans  ce  prisme  par  un  j)lan  perpendiculaire  à  ses 
arêtes  latérales. 

THÉORÈME. 

608.  Laire  latérale  d'un  prisme  a  pour  mesure  le  produit 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale. 

Fig.  335. 
I 


Soient  [fg.  335)  le  prisme  AH  et  sa  section  droite  LMNOP. 
Les  côtés  de  cette  section  droite  sont  les  hauteurs  des  pa- 
rallélogrammes qui  forment  l'aire  latérale  du  prisme,  et  ces 
parallélogrammes  ont  pour  bases  égales  les  arêtes  latérales  du 
polyèdre.  La  somme  de  leurs  mesures  sera  donc 

AF. LM -h BG.MN -+- . . . 4- KE. PL 

=  AF.  (LM  +  MN +...-+- PL). 
Corollaire. 

609.  Si  le  prisme  est  droit,  sa  section  droite  est  égale  à  sa 
base  et  son  arête  latérale  à  sa  hauteur  (606,  593).  L'aire  laté- 
rale d'un  prisme  droit  a  donc  pour  mesure  le  produit  du 
périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

SCOLIE. 

610.  En  ajoutant  à  l'aire  latérale  d'un  prisme  deux  fois  l'aire 
de  sa  base,  on  obtient  son  aire  totale. 


)2.  GÉOMÉTRIE    DANS    L  ESPACE. 


VOLUME   DU  PRISME. 


DÉFINITIONS. 

611.  On  appelle  volume  d'un  polyèdre  l'étendue  du  lieu 
qu'il  occupe  dans  l'espace  indéfini. 

Quand  deux  polyèdres  peuvent  coïncider,  ils  sont  égaux. 
Quand  deux  polyèdres  ont  des  volumes  égaux  sans  pouvoir 
coïncider,  on  dit  qu'ils  sont  équivalents. 

Pour  démontrer  que  deux  polyèdres  convexes  coïncident,  il 
suffit  de  prouver  qu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

612.  Si  l'on  détache  une  portion  d'un  prisme  par  un  plan 
incliné  à  sa  base,  le  polyèdre  restant  est  un  prisme  tronqué. 
La  section  obtenue  est  la  base  supérieure  du  tronc  de  prisme. 

THÉORÈME. 

613.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  égaux. 

Car,  si  l'on  fait  coïncider  les  bases  inférieures  de  ces  prismes, 
leurs  arêtes  latérales  prendront  deux  à  deux  la  même  direc- 
tion (518),  et  comme  elles  sont  égales  à  la  hauteur  donnée, 
les  bases  supérieures  des  deux  prismes  coïncideront  aussi. 

SCOLIE. 

614.  La  démonstration  précédente  s'applique  au  cas  de  deu>! 
prismes  droits  tronqués  de  même  base,  lorsque  leurs  arêtes 
latérales  sont  égales  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

615.  Tout  prisme  oblique  est  équivalent  au  prisme  droii 
ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  poui 
hauteur  son  arête  latérale. 

Soit  [Jig.  336)  le  prisme  oblique  ABCDEFGHIK  ou  AH.  Pai 
un  point  G' de  l'arête  BG,  menons  la  section  droite  F'G'H'TK', 
Prolongeons  l'arête  BG  au-dessous  de  la  base  ABCDE  d'une 
longueur  BB'  =  GG',  et  par  le  point  B'  menons  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  la  section  droite.  Les  intersections  de  ce  plar 
avec  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  détermineront 

\ 
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un  polygone  A'B'C'D'E'  égal  (606)  au  polygone  F'G'HTK'. 
La  figure  A'B'C'D'E' F'G'iri'K'  ou  A' H'  sera  donc  un  prisme 


I 


droit  ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  AH 
et,  pour  hauteur,  son  arête  latérale  BG;  car  on  a  B'G'=^BG, 
puisque,  par  construction,  BB'  =  GG'. 

Ceci  posé,  le  volume  compris  entre  la  base  inférieure  du 
prisme  oblique  AH  et  la  base  supérieure  du  prisme  droit 
A' H'  est  commun  aux  deux  prismes.  Pour  démontrer  l'équi- 
valence de  ces  deux  prismes,  il  suffit  donc  de  démontrer  l'é- 
galité des  deux  polyèdres  ou  prismes  droits  tronqués  (612) 
A'B'C'D'E'ABCDE  ou  VC  et  F'G  iriR^FGHlK  ou  F' H. 
Celte  égalité  résulte  immédiatement  de  la  remarque  faite  au 
n°  614 ;  car  les  deux  bases  A' B'  C D' E',  F'  G' H' F K'  sont  égales, 
ainsi  que  les  arêtes  correspondantes  A' A  et  F'F,  B'B  et 
G' G,  etc.  A' A,  par  exemple,  est  l'arête  latérale  ou  la  hauteur 
du  prisme  droit  A' H',  diminuée  de  AF',  et  F'F  est  l'arête  laté- 
rale du  prisme  oblique  AH,  diminuée  de  la  même  quantité. 

THÉORÈME. 

616.  Le  pian  mené  par  deux  arêtes  latérales  opposées  d'un 
parallélipipède  le  partai^e  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
valents. 

Soit  ifig.  337)  le  parallélipipède  quelconque  AG.  Le  plan 
AEGC,  mené  par  les  arêtes  opposées  AE  et  CG,  partage  ce  pa- 
rallélipipède en  deux  prismes  triangulaires  ABCEFG,  ACDEGH, 
dont  il  s'agit  de  démontrer  l'équivalence. 

Menons  la  section  droite  du  parallélipipède  AG.  Celle  section 
OKLM  est  un  parallélogramme  (599);  et  les  deux  triangles 
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égaux  KLM,  KMO,  suivant  lesquels  la  diagonale  KM  la  divise^ 
sont  respeciivemeni  les  sections  droites  des  prismes  ABCEFG, 
ACDEGIl. 

Fig.  337. 


Or  le  prisme  triangulaire  ABCEFG  est  équivalent  au  prisme 
droit  ayant  pour  base  KLM  et  pour  hauteur  AE  (615);  de 
même,  le  prisme  triangulaire  ACDEGH  est  équivalent  au 
prisme  droit  ayant  pour  base  KMO  et  pour  hauteur  AE.  Les  deux 
prismes  droits  énoncés  étant  égaux  (613),  les  deux  prismes 
triangulaires  ABCEFG,  ACDEGH  sont  équivalents,  et  chacun 
d'eux  est  la  moitié  du  parallélipipède  AG. 

THÉORÈME. 

617.  i*'  Si  deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base 
ont  des  hauteurs  égales,  ils  sont  égaux  ; 

*2"  Si  trois  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
tels,  que  la  hauteur  du  premier  soit  égale  à  la  somme  des  hau- 
teurs des  deux  autres^  le  premier  parallélipipède  est  égal  à  la 
somme  des  deux  autres. 

Fij;.  338. 


Hf- 


D^- 
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H' 
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En  eflel  : 

i«  Soient  [Jîg.  3vS8)  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  AG 
et  A'G',  dont  les  bases  ABCD,  A'B'C'D^  sont  égales  ainsi  que 
les  hauteurs  AE  et  A'E';  ces  deux  parallélipipèdes  rectangles 
seront  égaux  comme  prismes  droits  ayant  môme  base  et  même 
hauteur  (613). 
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2"  Soient  {Jig.  338)  les  trois  parallélipipèdes  rectangles  AN, 
A' G',  E'^iN',  dont  les  bases  ABCD,  A'B'C'D',  E"F''G':H'',  sont 
égales,  et  dont  les  hauteurs  AL,  A'E',  E"L',  satisfont  à  la  con- 
dition 

AL=:A'E'  +  E''L'; 

le  parallélipipède  rectangle  AN  est  égal  à  la  somme  des  deu\ 
autres.  Car,  si  l'on  prend  sur  AL  une  longueur  AE  égale  à 
A'E',  et  qu'on  mène  par  le  point  E  une  section  EFGH  paral- 
lèle à  la  base  ABCD,  EL  sera  égale  à  E"  L',  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse énoncée.  Par  suite,  des  deux  parallclipipèdes  rectan- 
gles AG,  EN,  qui  composent  le  parallélipipède  rectangle  AN, 
le  premier  sera  égal  au  parallélipipède  rectangle  A' G',  et  le 
second  au  parallélipipède  rectangle  E''N'  (i"). 

Corollaires. 

618.  Le  rapport  de  deux  parallêlipipèdes  rectangles  de  même 
base  est  égal  au  rapport  de  leurs  hauteurs  ;  en  d'autres  termes, 
le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  de  hase  constante  est 
proportionnel  à  sa  hauteur. 

Car  le  théorème  précédent  prouve  qu'un  parallélipipède 
rectangle  de  base  constante  et  sa  hauteur  satisfont  aux  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  (135)  pour  qu'il  y  ait  propor- 
tionnalité entre  ces  grandeurs. 

Dire  que  deux  parallêlipipèdes  rectangles  ont  même  base, 
c'est  dire  qu'ils  ont  deux  dimensions  communes  (596).  La 
conclusion  précédente  peut  donc  être  énoncée  de  cette  ma- 
nière : 

Deux  parallêlipipèdes  rectangles  qui  ont  deux  dimensions 
communes,  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimensions. 

Il  résulte  de  là  et  du  théorème  général  du  n"  404  que  deux 
parallêlipipèdes  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme 
les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

619.  L'une  des  dimensions  d'un  parallélipipède  rectangle 
étant  prise  pour  sa  hauteur,  le  produit  des  deux  autres  di- 
mensions mesure  sa  base  (409).  Donc,  deux  parallêlipipèdes 
rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits 
respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur. 

II.  5 
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THÉORÈME. 

620.  Le  volume  d'un  parallêlipipède  rectangle  a  pour  me- 
sure le  produit  du  nombre  qui  mesure  sa  base  par  le  nombre 
qui  mesure  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend  pour  unités  d'aire  et 
de  volume  le  carré  et  le  cube  construits  sur  l'unité  de  lon- 
gueur. 

En  effet,  soient  [fig.  338)  AN  le  parallêlipipède  rectangle  à 
mesurer  et  A' G'  le  cube  dont  le  côté  A'B'  =  A'D'r=  A'E'  re- 
présente l'unité  de  longueur  :  on  a  (619) 

AN   _     ABCD       AL 
A'G' "A'B'C'D  *A'E' 

Or,  dans  le  système  d'unités  adopté,  le  premier  membre  de 
cette  relation  est  égal  au  nombre  qui  mesure  le  volume  AN, 
et  les  rapports  qui  composent  le  second  membre  sont  respec- 
tivement égaux  aux  nombres  qui  mesurent  la  base  et  la  hauteur 
du  parallêlipipède  rectangle  proposé  (128).  Donc  le  nombre 
qui  mesure  le  volume  du  parallêlipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  sa  base  et  sa  hauteur.  Ainsi, 
en  désignant  ces  trois  nombres  par  V,  B,  H,  on  a  la  formule 

Vr=B.H. 

On  préfère  énoncer  ce  théorème  usuel  d'une  manière  plus 
rapide,  quoique  incorrecte,  en  disant  :  le  volume  d'un  parai- 
lélipipède  rectangle  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

SCOLIES. 

621.  En  se  reportant  au  n"  018,  le  rapport  du  parallêlipipède 
rectangle  AN  au  cube  A' G'  peut  s'écrire 

AN        J^    J^    J^ 
A'G'"^  A'B  '  ad' A'E  ' 

Les  rapports  qui  composent  le  second  membre  étant  respec- 
tivement égaux  aux  nombres  qui  mesurent  les  arêtes  conti- 
guës  du  parallêlipipède  rectangle,  on  voit  que  le  nombre  qui 
mesure  le  volume  d'un  parallêlipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  ses  trois  dimensions.  En 
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d'autres  termes,  le  volume  tVun  pnrallélipipède  rectangle  est 
égal  au  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Ce  second  énoncé  n'est  applicable  qu'au  paraliélipipède 
rectangle;  nous  allons  prouver,  en  icrniinani  ce  paragraphe, 
que  le  premier  (  G"20),  où  entrent  cxpliciiemeni  la  base  et 
la  hauteur  du  paraliélipipède  ,  est  applicable  à  tous  les 
prismes. 

62'2.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  la  troisième  puissance 
de  son  arête.  î)e  là,  le  nom  de  cube  donné  à  la  troisième  puis- 
sance d'un  nombre. 

623.  Le  volume  d'un  paraliélipipède  rectangle  est  encore 
égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  volume  le  paraliélipipède  rectangle  ayant  pour 
base  l'unité  d'aire  quelle  qu'elle  soit  et  pour  hauteur  la  lon- 
gueur prise  pour  unité  de  hauteur. . 

THÉORÈME. 

624-.  Le  volume  d'un  paraliélipipède  quelconque  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  {,fig.  339)  le  paraliélipipède  quelconque  AG  ayant  pour 
base  ABCD  ou  EFGM  et,  pour  hauteur,  la  perpendiculaire  EP 
abaissée  du  sommet  E  sur  le  plan  ABCD.  Menons  par  le 
point  E,  dans  le  plan  EFGH,  la  perpendiculaire  EM  à  HG.  Si 

Fi  (T.  339. 


l'on  prend  la  face  AEUD  pour  base  du  paraliélipipède  pro- 
posé (  598),  son  arête  latérale  sera  EF,  et  sa  section  droite  (  607  ) 
sera  le  parallélogramme  EMQR  déterminé  par  le  plan  MEP. 
Le  paraliélipipède  AG  sera  donc  équivalent  au  paraliélipipède 
droit  RK  ayant  pour  base  la  section  droite  EMQU  et  pour  hau- 
teur l'arête  EF  (615). 
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Ceci  posé,  reproduisons  à  part,  pour  plus  do  clarté  [Jig.  339),. 
ce  parallélipipède  droit  RK,  et  construisons  un  parallélipipède 
rectangle  PK  ayant  pour  dimensions  EF,  EM,  EP.  Le  parallé- 
lipipède droit  UK  et  le  parallélipipède  rectangle  PK  ainsi  dé- 
terminé, présentent  seulement  comme  parties  non  communes 
les  deux  prismes  droits  qui  ont  pour  hauteur  EF  et  pour 
bases  les  deux  triangles  égaux  EPR,  MVQ.  Ces  deux  prismes 
droits  étant  égaux  (  613),  les  deux  parallélipipèdes  seront  équi- 
valents et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  du  parallélipipède 
quelconque  AG  et  du  parallélipipède  rectangle  PK.  Donc,  le 
produit  EF.EM.EP,  qui  exprime  la  mesure  (C21)  du  paral- 
lélipipède rectangle  PK,  mesure  aussi  le  volume  du  paralléli- 
pipède quelconque  AG.  Or,  EF.EM  mesure  la  base  EFGH  de 
ce  parallélipipède,  et  EP  est  sa  hauteur. 

Donc  enfin,  le  volume  du  parallélipipède  quelconque  AG 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

THÉORÈME. 

625.  Le  volume  d'un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


1"  Soit  [Jig.  340)  le  prisme  triangulaire  ABCEFG.  Par  l'ex- 
trémité A  de  l'arête  AB,  menons  le  plan  ADHE  parallèle  à  la 
face  BCGF,  et  par  l'extrémité  C  de  l'arête  BC  le  plan  CDHG 
parallèle  à  la  face  ABFE;  prolongeons  en  môme  temps  les 
deux  bases  du  prisme  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  plans.  On 
obtiendra  ainsi  (000)  le  parallélipipède  AG  construit  sur  les 
trois  droites  AB,  BC,  BF.  La  face  ACGE  du  prisme  triangulaire 
considéré  étant  un  plan  diagonal  du  parallélipipède  x\G,  ce 
prisme  en  sera  la  moitié  (616).  Donc,  le  volume  du  paralléli- 
pipède AG  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD 
par  sa  hauteur  EP  (624),  le  volume  du  prisme  triangulaire 
ABflEFG  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit,  c'est-à-dire 
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le  produit  de  sa  base  ABC,  moitié  du  parallélogramme  ABCI), 
par  sa  hauteur  EP. 

■?°  Soil  {Jlg.  341  )  un  prisme  quelconque  ABCDEFOIIIK.  Ou 


le  décompose  en  prismes  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  diagonaux  par  l'arétc  \F  et  chacune  des  arêtes  CH,  Dl. 
Ces  prismes  triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC, 
ACI),  ADE,  qui  composent  la  base  du  prisme  donné,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  H  du  prisme.  La  somme  de  leurs 
mesures  (i°) 

ABC.H  +  ACD.H-hADE.H 

ou  la  mesure  du  prisme  AI,  sera  donc  égale  au  produit  de  sa 
base  ABCDE  par  sa  hauteur  H. 

Corollaires. 

G26.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'un  prisme,  sa  base  et  sa 
hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V=^B.H. 

Donc,  deux  prismes  de  bases  équivalentes  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents  ;  deux  prismes  sont  entre  eux  comme  les 
produits  respectifs  de  leur  hase  par  leur  hauteur;  deux  prismes 
de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs;  deux 
prismes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

627.  ArpLicATiON.  in  bassin  a  la  forme  d'un  prisme  hexa- 
gonal régulier  de  o"',75  de  hauteur,  le  côté  de  la  base  hexago- 
nale est  égal  à  i  mètre;  calculer  la  capacité  du  bassin. 

L'aire  de  la  base  du  prisme  considéré  étant  six  fois  l'aire 
du   triangle   équilatéral    de    i    mètre    de   côté,    est   égale    à 
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— 7 —  (417)  ou  à  —'  En  appliquant  la  formule  V  =  B.H, 

on  aura  donc  pour  le  volume  cherché 

T7       3  V  3         ^       Qi/3       qXi,'732i  ,^ 

à  un  décimètre  cube  près. 

§  111.  -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 
DE  LA  PYRAMIDE. 

DÉFINITIONS. 

628.  ha  pyramide  est  un  polyèdre  dont  l'une  des  face#  est 
un  polygone  quelconque,  et  dont  toutes  les  autres  faces  sont 
des  triangles  ayant  pour  bases  respectives  les  différents  côtés 
de  la  face  polygonale,  et  pour  sommet  commun  un  point  ex- 
térieur à  cette  face. 

S 


Ainsi,  soient  [Jig.  3/\i)  un  polygone  ABCDE  et  un  point  S 
pris  hors  du  plan  de  ce  polygone.  Le  corps  limité  par  la  face 
polygonale  ABCDE  et  par  les  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
-SCD,  SDE,  SE  A,  est  une  pyramide. 

629.  La  pyramide  Sx\BCDE  a  pour  base  le  polygone  ABCDE 
et  pour  sommet  le  point  S.  Sa  hauteur  est  la  dislance  du  som- 
met S  à  la  base  AIÎCDE,  c'est-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Les  droites  SA,  SB,  SC,  etc.,  sont  les  arêtes  latérales  de  la 
pyramide,  et  la  somme  des  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  etc.,  constitue  son  aire  latérale. 

630.  La  pyramide  est  régulière  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
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gone  régulier  dont  le  centre  se  confond  avec  le  pied  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide. 

Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  nécessai- 
rement égales  comme  obliques  s'écartant  également  du  pied 
de  la  hauteur;  ses  laces  latérales  sont  donc  des  triangles  iso- 
cèles tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces  triangles 
est  Vapotlième  de  la  pyramide  régulière. 

C31.  Suivant  que  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.,  la  pyramide 
est  dite  triangulaire,  quadrangalaire,  pentagonale,  hexago- 
nale,  etc. 

632.  Toute  pyramide  triangulaire  ayant  quatre  faces,  on  lui 
donne  souvent  aussi  le  nom  de  tétraèdre  (589). 

D'après  la  définition  générale  de  la  pyramide,  on  voit  qu'on 
a  le  droit  de  prendre  pour  base  d'un  tétraèdre  telle  face  qu'on 
veut;  le  sommet  du  tétraèdre  est  alors  le  sommet  opposé  à  la 
base  choisie. 

Les  tétraèdres  sont  dans  la  géométrie  de  l'espace  ce  que  les 
triangles  sont  dans  la  géométrie  plane.  On  fixe  la  position  d'un 
point  sur  un  plan  en  le  rattachant  par  un  triangle  à  deux  points 
donnés.  On  fixe  la  position  d'un  point  dans  l'espace  en  le 
rattachant  par  un  tétraèdre  à  trois  points  donnés. 

633.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faces  latérales,  Je  polyèdre  compris  entre  la  section 
obtenue  et  la  base  de  la  pyramide,  est  une  pyramide  tronquée 
ou  un  tronc  de  pyramide. 

Si  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  de  la  base  de  la  pyra- 
mide, le  tronc  de  pyramide  est  dit  à  bases  parallèles. 

i-ig.  343. 
s 

/l' 


Soit  (Jig.  345)  la  pyramide  SABCDE.  Coupons  cette  pyra- 
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mide  par  le  plan  abcde  parallèle  à  la  base  ABCDE,  et  compris 
entre  celte  base  et  le  sommet  S.  La  section  ahcde  et  la  base 
ABCDE  sont  les  bases  du  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
ABCDE  abcde.  La  hauteur  du  tronc  est  la  distance  constante 
des  plans  de  ses  deux  bases.  Les  segments  A  a,  B6,  Ce,  etc., 
sont  ses  arêtes  latérales^  et  son  aire  latérale  est  la  somme  des 
trapèzes  ABab,  BCbc,  CDcd,  etc. 

634.  Si  la  pyramide  considéi-ée  est  régulière,  le  tronc  de 
pyramide  à  bases  parallèles  qui  lui  correspond  est  un  tronc  de 
pyramide  régulier. 

THÉORÈME. 

635.  Si  une  pyTamide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à  sa 
base  : 

i**  Ses  arêtes  latérales  et  sa' hauteur  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles  ; 

2°  La  section  est  un  polygone  semblable  à  la  base  de  la  py- 
ramide. 

Fig.  3/Î4. 

s 


1°  Soit  {/ig.  344)  la  pyramide  SABCDE  coupée  par  le  plan 
abcde  parallèle  à  sa  base.  Ce  plan  rencontre  les  arêtes  laté- 
rales SA,  SB,  se,  etc.,  et  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  aux 
points  a,  b,  c,. . .  y  h.  Deux  plans  parallèles  coupant  en  parties 
proportionnelles  une  série  de  sécantes  issues  d'un  même 
point  (511),  on  peut  écrire  immédiatement 

SrtS^S^_  Sh 

SA  ^  SB  "se  SH* 

2"  Les  polygones  ABCDE  et  abcde  oni  leurs  côtés  deux  à 
deux  parallèles  (505)  et  dirigés  dans  le  même;  sens.  Les  angles 
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homologues  de  ces  polygones  sont  donc  égaux  (Wi).  De  plus, 
le  parallélisme  de  leurs  colés  entraîne  la  similitude  des  trian- 
gles SAB  et  Sa6,  SBC  et  Sbc,  etc.  Par  suite, 

ab       Sb^       S^       _6c 

ÂB"SB'     SB       BC' 

d'où 

ab  bc 

âb^bîg' 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'on  a 
bc  _  cd  __  àe  _  eii^ 

bc^cd^dë-ea' 

Les  polygones  ABCDE  et  abcde,  ayant  leurs  angles  égaux  ^\ 
leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

Corollaire. 
630.  La  similitude  des  triangles  SAB  etSafr  donne 

AB       SA' 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

^       SA 
AB^'SH 

La  similitude  des  polygones  ABCDE  et  abcde  donne  à  son 

tour  j 

abcde         ab 
ABCDE       Xb^ 

On  a  donc 

2 

abcde         s/i^ 
À^DlÊ       ^'  ' 

c'est-à-dire  que,  dans  une  pyramide,  tes  sections  parallèles  à 
la  base  et  la  base  elle-même  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide. 

SCOLIE. 

637.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  régulière  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base,   la  section  abcde  élant  semblable  à  la  base 
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ABCDE,  est  aussi  un  polygone  régulier.  Comme  les  arêtes  la- 
térales d'une  pyramide  régulière  sont  égales,  il  en  est  de  même 
des  arêtes  latérales  du  tronc  de  pyramide  régulier  obtenu.  Les 
faces  latérales  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  sont  donc  des 
trapèzes  isocèles  tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces 
trapèzes  est  Y  apothème  du  tronc  de  pyramide. 

THÉORÈME. 

638.  Lorsque  deux  pyirimides  ont  des  hauteurs  égales,  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  parallèlement  à  leurs  bases 
et  à  la  même  distance  de  leurs  sommets,  sont  proportionnelles 
aux  bases  des  deux  pyramides. 

Fig.  345. 


Soient  [fig.  345)  les  deux  pyramides  SABCD,  S'A'B'C,  dont 
les  hauteurs  SH  et  SMF  sont  égales.  Prenons  SA  =  S'A'  et, 
par  les  points  h  et  h',  menons  la  section  atc^/ parallèle  à  la 
base  ABCD  et  la  section  a'b'  c'  parallèle  à  la  base  A'B'C.  Nous 
aurons  (636)  __  _ 

abcd        S  h         a'b'cr       S'/?' 


ÀBGD 


SH 


A'B'C 


S' H' 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'hypothèse  et  de  la  construction, 

abcd  _    a  b' c' 
ÂBCD  "  A' BX'  * 

SCOLIE. 

639.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  obtenues  sont  équivalentes. 
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THÉORÈME. 

640.  L'aire  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  me- 
ure la  moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  son  apo- 

hème. 

Fig.  3/,6. 


Soil(/g-.  346)  la  pyramide  régulière  SABCDE.  Les  triangles 
socèles  et  égaux  qui  composent  sa  surface  latérale  ayant  res- 
)eclivement  pour  bases  les  côtés  AB,  BC,. . .,  EÂ,  de  la  base 
ie  la  pyramide,  et,  pour  hauteur,  son  apothème  SH  (G30),  la 
;omme  des  aires  de  ces  triangles,  c'est-à-dire  l'aire  deman- 
lée,  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des 
îôtés  AB,  BC, . . . ,  EA,  par  l'apothème  SH,  c'est-à-dire  la  moitié 
lu  produit  du  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide  par  son 
jpothème. 

SCOLIE. 

Gil.  L aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  a  pour 
nesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  périmètres  de  ses  deux 
mses  par  son  apothème. 

Soit  [fig.  346)  le  tronc  de  pyramide  régulier  ABCDE«^c^e. 
Les  trapèzes  isocèles  et  égaux  qui  composent  son  aire  latérale 
lyant  respectivement  pour  bases  les  côtés  AB  et  ab,  BC  et 
bc,.  .  .,  EA  et  ea,  des  bases  du  tronc  de  pyramide,  et,  pour 
Hauteur,  son  apothème  HA  (637),  la  somme  des  aires  de  ces 
trapèzes,  c'est-à-dire  l'aire  demandée,  aura  pour  mesure  le 
produit  de  la  demi-somme  des  côtés  AB  et  «6,  BC  et  6c, ... , 
EA  et  ea,  par  l'apothème  HA,  c'est-à-dire  le  produit  de  la 
demi-somme  des  périmètres  des  deux  bases  du  tronc  de  pyra- 
mide par  son  apothème. 


76. 
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CE. 


§  IV.  -  VOLUME  DE  LA  PYRAMIDE, 


THÉORÈME. 
642.  Deux  pyramides  triangulaires  de  hases  équivalentes  et 
sont  équivalentes. 


de  hauteurs  égales 


Fig.  347. 


Soient j/g^.  347)  SABC  et  S'A'B'C'  les  deux  pyramides  pro- 
posées. Si  leurs  bases  ABC,  A'B'C,  sont  placées  sur  un  même 
plan,  leurs  sommets  S  et  S'  seront  à  la  même  dislance  du  plan 
commun  des  deux  bases,  puisque  ces  pyramides  ont  même 
hauteur. 

Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  de  parties  égales 
aux  points  D,  G,  K,  et  par  ces  points  menons  des  plans  parallèles 
au  plan  commun  des  bases.  Nous  déterminerons  ainsi  dans  la 
première  pyramide  les  sections  DEF,  GUI,  KLM,  et  dans  la 
seconde  pyramide  les  sections  correspondantes  D'F'F'  G'IF  v 
K'L'JVr.  A  ,  u  II  1  , 

Comme  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  par  un  même  plan  paral- 
lèle au  plan  commun  des  bases,  sont  équivalentes  (639).  La 
section  DEF  est  équivalenteà  la  section  IV  E'F,  la  section  GHl 
a  la  section  G' HT,  etc. 

Construisons  maintenant  un  prisme  sur  la  section  DEF 
comme  base  et  sur  la  division  DA  comme  arête.  Jl  suffu  pour 
cela  (591  )  de  mener,  par  les  points  F  et  F,  jusqu  a  la  rencontre 
des  arêtes  AB  et  AC,  des  parallèles  EN  et  FO  à  DA  ou  S4  et 
<le  tracer  la  droite  NO.  En  agissant  de  même  pour  les  aut'res 
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sections  GUI,  KLM,  ei  les  autres  divisions  GD,  KG,  on  inscrira 
idans  la  pyramide  SABC  un  nombre  de  prismes  égal  à  celui  des 
sections  primitivement  obtenues,  et  tous  ces  prismes  inscrits 
auront  pour  hauteur  la  distance  constante  de  deux  plans  sé- 
cants consécutifs. 

En  opérant  d'une  manière  identique ,  on  inscrit  dans 
la  seconde  pvramide  S'A'B'C  les  prismes  D'E'F' A'N'O', 
G'iri'D'P'Q',. . .,  qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  in- 
Crits  dans  la  pyramide  SABC. 

Les  prismes  de  même  rang  dans  les  deux  pyramides  sont 
équivalents  comme  ayant  des  bases  équivalentes  et  des  hau- 
teurs égales  (  G20 ).  Le  prisme  GHIDPQ,  par  exemple,  est  équi- 
valent au  prisme  G'Il' TD'P'Q',  parce  que  les  deux  sections 
correspondantes  GUI,  G' UT,  sont  équivalentes,  et  parce 
ique  les  hauteurs  de  ces  prismes  représentent  toutes  deux  la 
,jiiime  pai^iie  (j(3  la  hauteur  commune  des  pyramides  données,  si 
l'on  a  divisé  l'arête  SA  en  n  parties  égales. 

Donc,  la  somme  des  prismes  inscrits  dans  la  pyramide 
SABC  est  équivalente  à  la  somme  des  prismes  inscrits  dans  la 
pyramide  S'A'B'C.  Or,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le 
inombre  des  divisions  égales  de  l'arête  SA,  la  somme  des 
prismes  inscrits  dans  la  pyramide  SABC  a  pour  limite  le  vo- 
lume de  cette  pyramide.  En  effet,  les  points  K,  H,  P,  N  sont 
en  ligne  droite,  puisque  les  droites  SK,  LR,  IIP,  EN,  sont 
égales  et  parallèles,  et  la  droite  KN  est  parallèle  à  SB.  De 
même,  les  points  K,  T,  Q,  0,  sont  sur  une  droite  KO  parallèle 
à  se.  Le  plan  KNO  est  donc  parallèle  à  la  face  SBC,  et  le  po- 
lyèdre KNOSBC  est  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
ont  la  hauteur,  distance  des  deux  plans  KNO,  SBC,  est  au 
lus  égale  à  Slv  =  AD.  Or  la  limite  de  AD,  quand  on  fait  croître 
ndéfinimenl  le  nombre  des  divisions  égales  de  l'arête  SA,  est 
éro.  Donc  la  hauteur  du  tronc  de  pyramide  KNOSBC  tend  vers 
zéro,  et  il  en  est  de  même  par  conséquent  du  volume  de  ce 
Ironc.  Mais  ce  volume  est  évidemment  supérieur  à  la  différence 
qui  existe  entre  la  pyramide  SABC  et  la  somme  des  prismes 
qui  y  sont  inscrits.  Celte  différence  s'annule  donc  à  la  limite. 

On  prouverait  de  même  que  la  différence  entre  la  pyramide 
[S'A'B'C  et  la  somme  des  prismes  qui  y  sont  inscrits  a  zéro 
pour  limite. 
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Les  deux  sommes  de  prismes  éianl  constamment  équiva 
lentes,  leurs  limites,  c'est-à-dire  les  volumes  des  deux  pyra 
mides  SABC,  S'A'B'C,  sont  égaux. 

THÉORÈME. 

643.  Le  volume  d'une  ppamide  a  pour  mesure  le  tiers  di 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

F'JÎ-  348.  Fig.  349. 


1"  Soit  {/ig.  348)  la  pyramide  triangulaire  EABC.  Par  le; 
sommets  A  et  C,  menons  les  droites  AD  et  CF,  parallèles  i 
l'arête  BE,  jusqu'à  leur  rencontre  J)  et  F  avec  un  plan  mène 
par  le  sommet  E  parallèlement  à  la  base  ABC  de  la  pyramide 
Le  polyèdre  ABCDEF  sera  un  prisme  triangulaire  ayant  même 
base  et  même  hauteur  que  la  pyramide  proposée. 

En  faisant  passer  un  plan  par  les  trois  sommets  D,  E,  C,  on 
décompose  le  prisme  triangulaire  ABCDEF  en  trois  pyramides 
triangulaires  EABC,  EDCA,  EDCF.  La  première  est  la  pyramide 
donnée.  Les  deux  autres  sont  équivalentes  (  642  ),  car  elles  ont 
même  hauteur  et  leurs  bases  sont  équivalentes  comme  moi- 
tiés du  parallélogramme  ACFD.  Or,  si  l'on  prend  la  face  DEF 
pour  base  de  la  pyramide  EDCF,  son  sommet  est  le  point  C. 
Cette  pyramide  a  donc  même  base  et  même  hauteur  que  le 
prisme  ABCDEF;  elle  est  donc  équivalente  à  la  pyramide  EABC. 

Les  trois  pyramides  dont  se  compose  le  prisme  ABCDEF 
étant  équivalentes,  chacune  d'elles  est  le  tiers  de  ce  prisme. 
Or,  le  volume  du  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  le  volume  de  la  pyramide  EABC  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2«  Soil  {fig.  349)  la  pyramide  polygonale  SABCDE.  On  la 
décompose  en  pyramides  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  par  l'arête  SA,  et  chacune  des  arêtes  SC,  SD.  Ces  pyra- 
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midos  iriangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC,  ACD, 
ADE,  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  donnée,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  de  celle  pyramide.  La  somme  de 
leurs  mesures  ou  la  mesure  de  la  pyramide  SABCDE  sera  donc 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  SO. 

Corollaires. 
()44.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'une  pyramide,  sa  base  et 
sa  hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V=-iB.H. 

Donc,  toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Deux  pyramides  quelconques  de  bases 
équivalentes  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes.  Deux  py- 
ramides sont  entre  elles  comme  les  produits  respectifs  de  leur 
base  par  leur  hauteur.  Deux  pyramides  de  même  base  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases. 

645.  Quand  un  tétraèdre  est  régulier,  son  volume  s'exprime; 
en  fonction  de  son  arête  a. 

Un  tétraèdre  régulier  est  compris  sous  quatre  triangles  équi- 
laléraux  égaux.  Sa  base  a  donc  pour  expression  (417) 

«^ 

4 

Sa  hauteur  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
nvnnt  pour  second  côté  de  l'angle  droit  le  rayon  du  cercle  cir- 

a 
conscrit  au  triangle  de  base,  c'est-à-dire  "7=  »  et  pour  hypoté- 
nuse l'arête  a  du  tétraèdre.  Celle  hauteur  est,  par  suite. 


V^' 


a^ as/i 


On  a  donc,  pour  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  fonction 
de  son  arête, 

I     a^  \/3    a^2       a'  v/2 

""3      4       ^3        12 
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Exemple. 
Quel  est  le  volume  du  tétraèdre  régulier  dont   l'arête  est 


mètre? 
On  n 


V  z=:   ^—  =  ~^—^ r=  0™%  T  1  785l 


à  -j  ceiilimèlre  cube  près. 

SCOLIE. 

64G.  Pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre,  il  suffit  de  dé- 
composer ce  polyèdre  en  pyramides,  de  calculer  les  volumes 
de  ces  pyramides  et  de  faire  la  somme  des  nombres  obtenus. 
Plus  généralement,  il  sulfit  de  décomposer  le  polyèdre  pro- 
posé en  parties  telles,  que  l'expression  de  leur  volume  soit 
connue. 

Pour  opérer  la  décomposition  en  pyramides,  on  peut  choisir 
un  point  quelconque  dans  l'espace  et  le  joindre  à  tous  les 
sommets  du  polyèdre.  Les  bases  des  différentes  pyramides 
formées  sont  les  faces  du  polyèdre,  et  leurs  hauteurs  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  choisi  sur  ces  faces. 
Le  volume  du  polyèdre  est  la  somme  arithmétique  ou  algé- 
brique des  volumes  des  pyramides  obtenues,  suivant  que  leur 
sommet  commun  est  lui-même  intérieur  ou  extérieur  au 
polyèdre. 

Souvent,  on  fait  la  décomposition  en  prenant  pour  centre 
l'un  des  sommets  du  polyèdre,  c'est-à-dire  en  menant  toutes 
les  diagonales  qui  partent  d'un  même  sommet. 

Si  l'on  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  polyèdre  un  point  à 
égale  distance  de  toutes  ses  faces,  les  pyramides  qui  le  com- 
poseront auront  pour  hauteur  commune  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'une  des  faces,  et  le  volume  du 
polyèdre  aura  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  son  aire 
par  eette  perpendiculaire . 

THÉORÈME. 

64-7.  Ln  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  est  équiva- 
lent à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  com- 
mune la  hauteur  du  tronc,  et  pour' bases  respectives  les  deux 
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hases  du  tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases. 

I"  Soit  [fifr,  35o)  le  Ironc  de  pyramide  Iriangulaire  à  bases 
parallèles  ABCDEp; 

Fi{j.  35o. 


Les  plans  AEC,  DEC,  le  partagent  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EDCF,  EDCA. 

La  première  EABC  a  pour  base  la  base  inférieure  ABC  du 
tronc  de  pyramide,  et  elle  a  même  hauteur  que  ce  tronc, 
puisque  son  sommet  E  est  un  sommet  de  la  base  supérieure. 

Si  l'on  prend  le  point  C  pour  sommet,  la  seconde  pyra- 
mide EDCF  a  pour  base  DEF,  la  base  supérieure  du  tronc,  et 
elle  a  même  hauteur  que  ce  tronc,  puisque  son  sommet  C  se 
confond  avec  un  sommet  de  Ijj  base  inférieure. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  comparons-la  à 
la  seconde  EDCF. 

Les  deux  pyramides  EDCA,  EDCF,  ayant  même  hauteur, 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases  CDA,  CDF ,  c'est-à-dire, 
puisque  ces  deux  triangles  ont  même  hauteur,  comme  les 
bases  AC  et  DF  de  ces  triangles.  D'ailleurs,  les  bases  du  tronc 
étant  semblables  (635),  on  a 


AC  _  y/ABC 

Tel  est  le  rapport  cherché. 

Mais  la  pyramide  EDCF  a  pour  mesure  le  tiers  du  produit 
de  la  hauteur  du  tronc  par  sa  base  DEF.  La  pyramide  EDCA 
aura  donc  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  la  hauteur  du 
tronc  par  l'expression 

DEF.  ^Jâ^  =  y/ABC. DEF. 
V/DEF 

IL  fi 
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La  pTramide  EDCA  équivaut  par  suite  à  une  pyramide  ayant 
pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc,  et  pour  base  la  moyenne 
proportionnelle  entre  ses  deux  bases. 

a»  Soil  ifig.  35 1  )  le  tronc  de  pyramide  polygonale  GHIK  LM\P. 


Ce  ironc  a  été  obtenu  en  coupant  la  pyramide  TGHIK  par 
on  plan  parallèle  à  sa  base.  Prenons  un  point  S  à  la  même  hau- 
teur que  le  point  Tau-dessus  de  la  base  GHIK,  et  construisons 
dans  le  plan  de  cette  base  un  triangle  ABC  qui  lui  soit  équi- 
valent. La  pyramide  triangulaire  SABC  sera  équivalente  à  la 
pyramide  polygonale  TGHIK  (642j.  Si  Ton  prolonge  le  plan 
LMNP  jusqu'à  la  pyramide  SABC,  il  déterminera  dans  cette 
pyramide  une  section  DEF  équivalente  à  la  section  LMNP  (639); 
les  deux  pyramides  SDEF,  TLMNP,  seront  donc  aussi  équi- 
valentes. Par  suite,  le  tronc  polygonal  GHIKLMNP,  différence 
des  pyramides  TGHIK,  TLMNP,  sera  équivalent  au  tronc  trian- 
gulaire -ABCBEF,  différence  des  pyramides  SABC,  SDEF.  El 
comme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équi% aient  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la 
hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  il 
en  sera  de  même  du  tronc  de  pyramide  polygonale  qui  a 
même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

COBOLLAimES. 

Gtô.  En  désignant  par  Y,  B,  b,  h,  les  nombres  qui  mesurent 
respectivement  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
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parallèles,  ses  deux  bases  ei  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

ou 

(I)  V:=.|(B-6-vB6}. 

Souvent,  au  lieu  de  donner  les  deux  bases  B  et  b,  on  donne 
l'une  d'elles  B  et  le  rapport  —  de  deux  côtés  lioniolo^ues  de 
ces  deux  bases;  on  a  alors 

d'où     ^=^,B. 


h        a 
B  ~  A 

Il  en  résulte 

(^) 

V  = 

^-      B^  /         a       «n 


Celte  formule,  très-commode  dans  les  applications,  se  trouve 
dans  un  Traité  de  Léonard  de  Pise,  sur  les  centres  de  gmvité. 

Exemple. 
Les  bases  parallèles  d'im   tronc  de   pyramide  sont  deux 
hexagones  réguliers  aj-ant  respectivement  i  mètre  et  a  mètres 
de  côté,  sa  hauteur  est  égale  à  3  mètres;  calculer  son  volume. 

On  a  dans  ce  cas 
et,  en  appliquant  la  formule  (a), 

c'est-à-dire 

V  =  3v3.  3,5  =  i8-"%  186534 

à  1  centimètre  cube  près, 

SCOLIES, 

6i9.  On  aurait  pu  employer,  pour  trouver  le  volume  d'un 
tronc  de  pyramide  polygonale,  la  méthode  de  décomposition 
déjà  suivie  dans  d'autres  cas  (625,  6V3):  mais  celle  msrch^ 

6. 
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exigeant  ici  la  vérifiralion  d'une  formule  algébrique,  il  était 
préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  de  transformation  en 
figures  équivalentes. 

650.  On  peut  donner  au  mot  trojic  une  extension  utile. 

De  même  que  les  théorèmes  relatifs  aux  sections  d'un  prisme  s'étendent 
au  cas  où  elles  sont  extérieures  (600),  les  théorèmes  relatifs  aux  sections 
d'une  pyramide  (635,  636)  s'étendent  aux  cas  où  ces  sections  deviennent 
extérieures,  qu'elles  soient  faites  au  delà  du  sommet  ou  au-de.*sous  de 
la  base  de  la  pyramide  proposée.  Les  plans  sécants  doivent  seulement 
rester  |)arallèles  à  la  base  de  cette  pyramide. 

On  peut  distinguer  les  deux  cas  possibles  en  disant  que  les  sections 
faites  au-dessous  du  sommet  donnent  des  troncs  de  première  espèce,  et 
que  les  sections  faites  au-dessus  du  sommet  donnent  des  troncs  de  seconde 
espèce. 

Pour  évaluer  le  volume  d'un  tronc  de  seconde  espèce  ABCDEF  [fi^.  352  ), 

Fig.  352. 


il  suffit  d'effectuer  la  somme  des  pyramides  SABC,  SDEF.  La  hauteur  //  du 
tronc  est  d'ailleurs  égale  à  la  somme  des  hauteurs  H  et  H'  des  deux  pyra- 
mides. On  a  ainsi,  en  conservant  les  notations  du  n°  6i8, 


De  la  relation  (648,  630  ; 
il  résulte 


B      A^_  fP 


H       ir      H  +  H^ 

kn       A  +  « 


d'où 
Par  suite, 


Ml  „,  nh 
—  1      H 


A  -i-rt 


^~   3   'A^(AH-^/)"    3   V      A"^AV 
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Cl  aussi 


V  = 


(B_'^'  +  «^).f(B  +  .-,/B.). 


Pour  un  tronc  de  seconde  esjièce,  la  formule  du  volume  est  donc  la 
même  que  pour  un  tronc  de  première  espèce,  sauf  le  signe  de  la  moyenne 
proportionnelle.  On  passe  donc  de  l'une  à  l'autre  formule  en  changeant 
le  signe  de  cette  moyenne  ou  en  changeant  a  en  —  a. 

On  aurait  pu  suivre  une  marche  analogue  pour  calculer  l'expression 
du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  de  première  espèce;  seulement,  au 
lieu  d'ajouter  les  pyramides  SABC,  SDEF,  il  aurait  fallu  les  retrancher 
(.A^-35i). 

65i.  Problème.  —  On  doiuic  le  volunw  V,  la  hmitcur  h  et  le  côté  A 
(le  la  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  à  hases  pandlèles ;  on  sup- 
pose f/ue  cette  hase  est  un  hexagone  régulier,  et  l'on  demande  le  coté  x 
de  V hexagone  régulier,  hase  supérieure  du  tronc. 

L'équation  du  problème  sera  l'équation  (2)  du  n°  048,  dans  laquelle  on 
remplacera  a  par  l'inconnue  .r,  c'est-à-dire 


d'où 


3  V       A^A= 


j»       X  3V 


Les  racines  de  cette  équation  restent  imaginaires  tant  qu'on  a  V  <  — ; 

4 
elles  deviennent  réelles  et  elles  restent  toutes  deux  négatives  tant  que  V 

est  compris  entre  —  et  —,  enfin,  elles  sont  l'une  positive  et  l'autre  né- 
gative, lorsqu'on  a  V  >  —  • 

Dans  le  premier  cas,  le  problème  est  impossible;  dans  le  second  cas, 
deux  troncs  de  seconde  espèce  répondent  à  la  question;  dans  le  troisième 
cas,  un  tronc  de  première  espèce  et  un  tronc  de  seconde  espèce  y  ré- 
pondent à  la  fois. 

Supposons,  par  exemple,  A=  r,  d'où  B=  -^JiL^,  ]^^^^^,R  ^^ 
V  =  2'"=.  L'équation  à  résoudre  sera 

./;^  4-  .r  +  I  —  -  -—  o     ou     .r'  -j-  .r  —  ^  =  o. 
•J  3 

Elle  donne 

^_-3±vÇ7^  -3±4, 5826757 
6  ~  6  * 

La  racine  positive  est  x  :rz  0,26376  à  ^i^  de  millimelre  près;  la    ni- 
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cine  négative  est  .r  =  — 1,26376  avec  la  même  approximation.  La  pre- 
mière répond  à  un  tronc  de  première  espèce  ;  la  seconde,  prise  positive- 
ment, à  un  tronc  de  seconde  espèce.  La  hauteur  de  la  pyramide  qui  cor- 
respond au  tronc  de  première  espèce  est  (650) 

A  ~  X       0,73624 

à  .j  millimètre  près.  Celle  de  la  pyramide  qui  correspond  au  tronc  de 
seconde  espèce  est  (650) 

A+.r      2,26376 
à  ~  millimètre  près. 

THÉORÈME. 

632.  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  la  base 
inférieure  du  tronc  et,  pour  sommets,  ceux  de  la  hase  supé- 
rieure. 

Soii  i/ig.  353)  le  tronc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF(0J2); 
soient  EH,  DK,  FL,  les  hauteurs  des  sommets  de  sa  base  su- 
périeure par  rapport  au  plan  de  sa  base  inférieure  ABC. 


Les  plans  AEC,  DEC,  partagent  le  tronc  en  trois  pyramides 
triangulaires  EABC,  EDCF,  EDCA. 

La  première  EABC  a  pour  base  ABC  la  base  inférieure  du 
tronc,  et  pour  hauteur  EH. 

Pour  évaluer  la  seconde  pyramide  EDCF,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EABC.  Si  l'on  prend  pour  sommets  des 
pyramides  EDCF,  EABC,  les  points  D  et  A,  leurs  bases  sont 
les  triangles  ECF,  ECB,  et  leur  hauteur  est  la  même,  puisque 
l'arête  DA  est  parallèle  à  la  face  EBCF.  Ces  pyramides  sont 
donc  entre  elles  comme  les  triangles  ECF,  ECB.  D'ailleurs 
ces  triangles,  compris  entre  les  parallèles  EB,  FC,  ont  même 
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hauteur  et  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  FC,  KB.  Donc, 
les  pyramides  EDCF,  EABC,  sont  entre  elles  comme  les 
arêtes  FC  et  EB  ou  comme  les  hauteurs  FL  et  EU,  évidem- 
ment proportionnelles  à  ces  arêtes  en  vertu  de  la  similitude 
des  triangles  rectangles  EBH,  FCL. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EDCF.  Ces  deux  pyramides  ayant  mcMne 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DCA,  DCF,  ou 
comme  les  arêtes  DA  et  FC,  puisque  les  triangles  DCA,  DCF, 
compris  entre  les  parallèles  DA,  FC,  ont  même  hauteur.  Donc, 
les  pyramides  EDCA,  EDCF,  sont  entre  elles  comme  les  hau- 
teurs DK  et  FL,  proportionnelles  aux  arêtes  DA  et  FC. 

Les  trois  pyramides  EABC,  EDCF,  EDCA,  étant  proportion- 
nelles aux  hauteurs  EH,  FL,  DK,  et  le  volume  de  la  première 

étant 

ABC.  EH 

-^ ' 

les  volumes  des  deux  autres  sont  respectivement 

ABC.FL     el     ABC.DK 
3  3 

SCOLIE. 

653.  Si  le  tronc  considéré  est  un  tronc  de  prisme  droit,  les 
hauteurs  EH,  FL,  DK,  se  confondent  avec  les  arêtes  latérales 
EB,  FC,  DA,  et  la  base  ABC  avec  la  section  droite  du  tronc. 
Le  volume  du  corps  tronqué  a  donc  alors  pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  section  droite  par  la  moyenne  arithmétique  de  ses 
arêtes  latérales. 

On  étend  facilement  cet  énoncé  au  cas  du  tronc  de  prisme 
oblique.  Soit  {fig.  354)  ^^  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF. 
Menons  sa  section  droite  MNP.  Elle  le  partage  en  deux  troncs 
de  prisme  MNPABC,  MNPDEF,  qui  sont  droits  relativement 
à  celte  section  considérée  comme  base.  Le  premier  a  pour 
mesure 

MNP  (M^LtM±I<^)  ; 

le  second, 
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Le  tronc  de  prisme  oblique  ARCDEF,  somme  des  deux  troncs 
de  prismes  droits  MNPABC,  MNPDEF,  a  donc  pour  mesure  la 
somme  de  leurs  mesures,  c'est-à-dire 


^^p^AD  +  EB  +  CF 


Corollaire. 


G5i.  En  désignant  par  V,  B,  (3,  /z,  A',  h",  a,  a',  a" ^  les  nom- 
bres qui  mesurent  respectivement  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  triangulaire,  sa  base  et  sa  section  droite,  les  hauteurs 
des  sommets  de  sa  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  sa 
base  inférieure  et  ses  arêtes  latérales,  on  a  les  formules 


3 


Application. 


(3  ("-^"3-""")- 


655.  La  hase  B  d'un  parallélipipède  droit  tronqué  est 
égale  à  36  mètres  carrés;  ses  arêtes  latérales  sont  égales  à 
5  mètres,  3  mètres,  7  mètres  et  g  mètres;  on  demande  de  cal- 
culer son  volume. 

Soit  ijig.  355)  ABCDEFGH  le  parallélipipède  tronqué  pro- 
posé. Menons  le  plan  diagonal  ACGE  qui  le  partage  en  deux 

Fig.  355. 


troncs  de  prismes  triangulaires  droits,  dont  les  bases  sont 
égales  entre  elles  et  à  la  moitié  du  parallélogramme  ABCD. 
Les  volumes  de  ces  deux  troncs  de  prismes  étant  respective- 
ment, d'après  les  formules  du  numéro  précédent, 

/5  4-3  H-7\  /5  _f.q-H  ^\ 

18^ j     et     iS^— ^^-j, 
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le  volume  cherché  sera 

V=z  i8.^  =  2i6'"^ 

THÉORÈME. 
656.  Le  volume   de  tout  polyèdre  ayant  pour  bases   deux  polygones 
quelconques  situés  dans  des  plans  parallèles  et  pour  faces  latérales  des 
trapèzes  ou  des  triangles,  est  exprimé  par  la  formule 

ÏÏ(B  +  B'  +  4B"), 

dans  hupœlle  H  désigne  la  distance  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base 
inférieure  du  polyèdre,  B'  la  base  supérieure,  et  B"  la  section  équidistante 
des  deux  bases. 

En  effet,  soient  L,  M,  N,  P,  Q,  la  section  équidistante  des  bases  [fg.  35G  ) 

Fig.  35G. 

M'      p. 


ces 


et  S  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  de  celte  section.  Le 
polyèdre  peut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour  bases  ses  di- 
verses faces  et  pour  sommet  commun  le  point  S.  Les  volumes  des  deux 
pyramides  qui  reposent  sur  les  bases  B  et  B'  ont  évidemment  pour  me- 

BH  B'H 
sures  —5  -— ,  et  \\  reste  a  évaluer  les  volumes  des  pyramides  qui  re- 
posent sur  les  faces  latérales.  Soit  donc  LMM'L'  une  quelconque  de  , . 
faces,  par  exemple  celle  qui  répond  au  côté  L,  M,  du  polygone  L,  M,  N,  P,  Q, , 
pour  raisonner  d'une  manière  générale,  nous  supposerons  que  cetle  face 
soit  un  trapèze  (si  c'était  un  triangle,  lun  des  côtés  parallèles  LM  ouL'M' 
serait  nul).  Abaissons  du  point  S  la  perpendiculaire  SO  sur  le  plan  de  la 
face  LMM'L';  dans  ce  plan,  menons  par  le  point  0  la  perpendiculaire  TOI,  à 
L,  M,  ;  la  droite  SI,  sera  perpendiculaire  à  L,  M,  ;  enfin,  menons  l'K,  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  section  L,M,N,  P,Q,  ;  l'K,  sera  la  moitié  de  la  dis- 
tance H  des  bases  du  polyèdre.  Cela  posé,  la  pyramide  SLMM'L'a  pour  mesure 

L,M,.2l'I,.  IsO. 

Or,  le  produit  I'I,.SO  peut  è(re  remplacé  par  le  produit  SI,.  l'K,,  qui. 
comme  lui,  exprime  le  double  de  l'aire  du  triangle  ri,S;  on  a  donc,  pour 
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le  volume  de  la  pyramide, 

S  2LM,  .Sr  =  S.  4SLM,. 

Par  suite,  pour  avoir  la  somme  des  volumes  des  pyramides  qui  reposent 
sur  les  faces  latérales  du  polyèdre,  il  faut  multiplier  par-  quatre  fois  la 
somme  des  triangles  qui  ont  S  pour  sommet  commun  et  pour  bases  les 

TT 

côtés  de  la  section  L,  M,  N,  P,  Q,,  c'est-à-dire  multiplier  par  -  quatre  fois 

l'aire  B"  de  cette  section. 

Application. 

657.  Les  amas  de  pierres,  les  fossés  ou  cuvettes  établies  de  distance  en 
distance  le  long  des  routes,  les  tombereaux,  etc.,  sont  terminés  haut  et 
bas  par  deux  rectangles  parallèles  LMNP,  L'M'N'P',  et  latéralement  par 
quatre  trapèzes  LMM'L',  MNN'M',  NPP'N',  PLL'P'.  Exprimons  le  volume 
d'un  pareil  corps  en  fonction  de  la  distance  h  des  plans  des  deux  rectangles 
et  des  dimensions  a  et  b,  a'  et  b',  de  ces  rectangles  (7%.  SSy  ). 


La  section  L,MiP,Q,,  équiriistante  des  bases,  est  un  rectangle  dont  les 

dimensions,  L,M,,  L,P,,  sont  évidemment  égales  à  -  {a-\-a')  et  -  [h-\-b'). 

Le  volume  du  corps  est  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  donné  par 
la  formule 

!^[ab+a'b'+  [rf-ha')  (/>  +  //)], 

que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

b/i ,  ,,       b'  h  ,      ,         , 

Pour  //  =  o,  le  volume  se  réduit  à 
bh  , 

et  le  corps  a  la  forme  qu'on  donne  dans  les  parcs  d'artillerie  aux  piles  de 
boulets  rectangulaires. 
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i5  V.  -  FIGURES  SYMÉTRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

658.  Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre  O,  lorque  ce  centre  0  esl  le  milieu  de  la  droite  AA' 
{fig.  358). 

Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un  axe 
xy  ifig.  359)  ou  à  un  plan  P  {Ji'g.  3()o),  lorsque  cet  axe  ou  ce 
plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AA'. 


Fig.  358. 


-Fie.  339. 

X 


FiQ.  3()( 


Deux  figures  sont  s^'métriques  par  rapporta  un  centre,  à  un 
axe  ou  à  un  plan,  lorsque  leurs  points  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  ce  centre,  à  cet  axe  ou  à  ce  plan.  Les 
points  symétriques  des  deux  figures  sont  dits  homologues. 

Deux  figures  symétriques ^  par  rapport  à  un  axe,  sont 
égales.  Car  une  rotation  de  180  degrés  autour  de  l'axe,  impri- 
mée à  l'une  des  deux  figures,  amène  évidemment  cette  figure 
sur  l'autre. 

La  symétrie,  par  rapport  à  un  axe,  n'offre  donc  rien  de  par- 
ticulier. Aussi,  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  ne  sera-t-il 
question  que  de  la  symétrie  relative  à  un  point  ou  à  un  plan. 

THÉORÈME. 

659.  Deux  figures  F'  et  F",  symétriques  iV  mie  même  figure  F 
par  rapport  à  deux  centres  différents  0'  et  0",  sont  égales 

(/^.  36i)(*). 

Soient  A  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  A'  son  homo- 
logup  dans  la  figure  F'  et  A"  son  homologue  dans  la  figure  F". 


■*)  Bravais,  Jounia!  de  Mathématiques,  t.  XIV. 
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0'  étant  le  milieu  de  AA'  et  0"  le  milieu  de  AA'',  la  droite  A'A" 
est  parallèle  à  O'O''  et  égale  à  -zO'O''.  La  figure  F''  n'est  donc 

Fig.  3Gi. 


A' 

^^.  0' 

p 

.-''  '^^-~ 

A" 

0" 

que  la  figure  F'  transportée  parallèlement  à  la  direction  O'O", 
d'une  quantité  égale  à  2  0'0". 

Corollaire. 

660.  La  position  du  centre  de  symétrie  n'influe  ni  sur  la 

forme  ni  même  sur  Y  orientation  de  la  figure  symétrique  d'une 

figure  donnée. 

THÉORÈME. 

661.  Si  deux  figures  F  e^  F''  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  P,  on  peut  toujours  les  placer  de  telle  sorte  qu  elles 
soient  symétriques  par  rapport  à  un  centre  0'  pris  à  volonté 
dans  ce  plan;  et  réciproquement,  si  deux  figures  F  et  F'  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  centre  0',  on  peut  toujours  les 
placer  de  telle  sorte  qu'elles  soient  symétriques  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  P  passant  par  ce  centre  (fig.  36 1)  (*). 

Il  suffit  de  faire  tourner  la  figure  F"  dans  le  premier  cas,  la 
figure  F'  dans  le  second,  de  i8o  degrés  autour  de  la  perpendi- 
culaire O'CB  élevée  en  0'  au  plan  P. 

En  effet,  considérons  une  figure  F,  un  plan  P  et  un  point 
quelconque 0'  de  ce  plan;  soient  F' la  figure  symétrique  de  Fpar 
rapport  au  point  0',  et  F"  la  ligure  symétrique  de  F  par  rapport 
au  plan  P.  Le  théorème  direct  et  sa  réciproque  seront  démon- 
trés à  la  fois,  si  l'on  fait  voir  que  les  figures  F'  et  F''  sont  symé- 
triques par  rapport  à  la  perpendiculaire  O'B  élevée  en  0'  au 
plan  P(G58).  Or,  soient  A,  A',  K" ,  trois  points  homologues  des 
figures  F,  F',  F",  et  0"  le  point  où  la  droite  AA''  rencontre  le 
plan  P.  0'  étant  le  milieu  de  AA'  et  0"  le  milieu  de  AA",  la 

(*)  Bravais,  Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV. 
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droite  A' A''  est  parallèle  à  O'O",  et,  par  suite,  perpendiculaire 
sur  O'B.  D'ailleurs  O'B,  étant  menée  parallèlement  à  A  A''  par 
Je  milieu  de  AA',  passe  par  le  milieu  C  de  A'A''.  Donc  enfin, 
les  points  A'  et  A''  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite  0'  IJ. 

Corollaires. 
6G-2.  Deux  figures  symélriciues  d'une  même  figure  F,  par 
rapport  à  deux  plans  différents  P  et  Q,  ne  sont  autre  chose, 
quant  à  \ii  forme,  que  la  fii^ure  symétrique  de  F  par  rapport  à 
un  centre  quelconque  (659);  elles  sont  donc  superposables. 
Mais  leur  orienlation  dans  l'espace  n'est  pas  la  même,  à  moins 
que  les  plans  P  et  Q  ne  soient  parallèles. 

663.  En  résumr»,  si  Ton  f.iit  abstraction  de  l'orientation  pour 
n'avoir  égard  qu'à  la  forme,  on  voit  qu'une/igure  F  n'a  qu'une 
seule  figure  symétrique.  Toutes  les  figures  obtenues  en  pre- 
nant la  ligiire  symétrique  de  F,  par  rapport  à  tel  centre  ou  à 
tel  plan  qu'on  veut,  sont  superposables. 

SCOLIE. 

664.  Telle  propriété  de  deux  figures  symétriques  (Q^S)  est 
plus  ou  moins  aisée  à  démontrer,  suivant  que  l'on  considère 
la  symétrie  relative  à  un  plan  ou  à  un  centre.  Le  théorème 
précédent  (G61)  permet  de  choisir  le  mode  de  symétrie  qui 
facilite  le  plus  les  raisonnements.  C'est  généralement  la  symé- 
Irie  relative  à  un  centre  qui  rend  les  démonstrations  plus  sim- 
ples, parce  qu'en  déplaçant  le  centre  de  symétrie  on  n'altère 
pas  même  l'orientation  de  la  figure  symétrique  (660). 

THÉORÈME. 

665.  La  figure  symétrique  d'une  ligne  droite  est  une  ligne 
droite. 

Car,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  de  la  droite  pour 
centre  de  symétrie,  ce  qui  ne  peut  rien  changer  au  résultat 
[660),  on  retrouve  évidemment  la  droite  elle-même  pour  figure 
iymélrique. 

Corollaires. 

666.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  celle  de  leurs 
'jrmétriques. 


A 

0             I 

/ 

1 

1 

/              / 

*              1 

0'            / 
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Car,  si  l'on  prend  pour  centre  de  symétrie  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points,  on  voit  que  ces  deux  points 
ne  font  que  s'échanger. 

G67.  L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  de  leurs  sy- 
mé  triques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le  sommet  de  cei 
angle,  on  voit  que  les  droites  symétriques  forment  l'angle  qu 
lui  est  opposé  par  le  sommet. 

SCOLIE. 

668.  Il  importe  de  se  figurer  nettement  la  situation  de  deu> 
droites  symétriques  par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport  i 
un  plan. 

Fig.  362.  Fig.  3G3. 


0  ^ 


Soit  AB  {fig.  362)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  centre  donné  0',  Prenons  d'abord  h 
droite  symétrique  de  AB  par  rapporta  son  milieu  0  :  le  point  A 
aura  son  symétrique  en  B,  et  le  point  B  son  symétrique  en  A 
de  sorte  que  la  droite  symétrique  de  AB,  par  rapport  à  soi 
milieu  0  pris  pour  centre,  sera  BA.  Dès  lors,  pour  passer  du 
centre  0  au  centre  0',  il  suffira  (659)  de  faire  décrire  au> 
points  A  et  B  des  droites  BA'  et  AB'  parallèles  à  00'  et  dou- 
bles de  00'.  On  trouve  ainsi,  pour  symétrique  de  AB,  k 
droite  A'B'  parallèle  à  AB,  de  sens  contraire,  et  située  à  le 
même  distance  du  centre  0'  de  symétrie. 

Soit  OA  {fig.  363)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé 
trique  par  rapport  à  un  plan  P  qu'elle  rencontre  en  0.  En  pre- 
nant d'abord  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapport  au  point  0, 
on  trouve  son  prolongement  OA',  et  il  suffit  (661)  de  faire 
tourner  OA'  de  180  degrés  autour  de  la  perpendiculaire  Oî 
au  plan  P  pour  avoir  la  droite  OA''  demandée.  On  voit  que 
les  deux  droites  OA  et  Ok" ,  symétriques  par  rapport  au  plan  P, 
sont  également  inclinées  sur  ce  plan,  qu  elles  rencontrent 
d'ailleurs  au  même  point  0. 
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THÉORÈME. 

669.  La  figure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan. 

Car,  si  l'on  prend  un  point  du  plan  pour  centre  de  symétrie, 
on  retrouve  évidemment  le  plan  lui-même  pour  figure  symé- 
trique. 

Corollaires. 

670.  La  figure  symétrique  d' un  polygone  plati  est  un  poly- 
gone égal  au  premier. 

D'abord,  c'est  un  polygone  plan  (669);  il  est  ensuite  égal 
au  premier,  parce  qu'il  a  ses  côtés  et  ses  angles  égaux  aux 
côtés  homologues  et  aux  angles  homologues  de  ce  polygone 
(666,667). 

671.  L'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle  de  leurs  sy- 
métriques. ^ 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  un  point  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre  donné,  on  voit  que  les  plans  symétriques 
de  ses  faces  forment  le  dièdre  qui  lui  est  opposé  par  l'arête. 

SCOLIE. 

672.  Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  centre  sont 
parallèles  et  équidistants  de  ce  centre. 

Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  plan  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ce  plan,  qu'ils  coupent  d'ailleurs  suivant  la 
môme  droite. 

THÉORÈME. 

673.  Deux  polyèdres  symétriques  ont  :  i"  leurs  faces  égales 
chacune  à  chacune;  i"*  leurs  angles  dièdres  homologues  égaux  ; 
3"  leurs  angles  polyèdres  homologues  symétriques  (566), 

i"  L'égalité  des  faces  homologues  résulte  du  xV  670. 

2"  L'égalité  des  angles  dièdres  homologues  résulte  du  n°  671 . 

3"  Pour  montrer  clairement  la  relation  qui  existe  entre  un 
angle  polyèdre  A  de  la  première  figure  P  et  l'angle  polyèdre 
homologue  A'  de  la  seconde  figure  P',  il  suffit  de  construire  la 
figure  symétrique  de  P  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  A  du  premier  angle  polyèdre.  On  voit  ainsi  que  l'angle 
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polyèdre  A' est  l'angle  polyèdre  opposé  par  le  sommet  à  l'angle 
polyèdre  A. 

THÉOHÈME. 

674.  Deux  polyèdres  symétriques  P  et  P'  sont  équivalents. 

Si  l'on  décompose  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  à  chacun  de 
ces  tétraèdres  répondra  un  tétraèdre  symétrique,  et  l'ensemble 
de  ces  tétraèdres  symétriques  formera  le  polyèdre  P'.  Deux 
polyèdres  symétriques  P  et  P',  étant  d'après  cela  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  deux  à  deux,  il 
suffit  de  démontrer  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont  équi- 
valents. 

Or,  soit  {Jîg.  364)  SABC  un  tétraèdre  quelconque.  Formons 
son  symétrique  SA'B'C  par  rapport  au  point  S.  Les  triangles 
ABC,  A'B'C,  sont  égaux  (670),  et  leurs  plans  sont  équidis- 
tants  du  point  S  (672).  Par  suite,  les  deux  tétraèdres  SABC, 
SA'B'C,  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  égales,  sont  équi- 
valents. 

Fig.  364.  Fig.  365. 

C 


La  symétrie  relative  à  un  plan  fournirait  dans  ce  cas  une 
démonstration  tout  aussi  simple  ;  car,  comme  la  propriété  dont 
il  s'agit  concerne  la  grandeur  et  non  la  situation^  on  peut 
prendre  à  volonté  le  plan  de  symétrie  (662).  Or,  en  construi- 
sant {fig.  365)  la  figure  S'ABC  symétrique  de  SABC  par  rap- 
port au  plan  ABC,  on  voit  que  les  deux  tétraèdres  SABC, 
S' ABC,  ont  même  base  ABC  et  des  hauteurs  égales  SO  et  S'O; 
d'où  résulte  leur  équivalence. 

SCOLIE. 

675.  Les  deux  prismes  dans  lesquels  un  parallélipipède  est 
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décomposé  par  un  plan  diaf^onal  (GIG)  sont  évidenunonl  sniiic- 
iriques  par  rapport  au  conlre  0  du  parallélipipède  U'g-  337). 
.C'est  pourquoi  ils  ont  même  volume  (074),  l)iL'n  qu'ils  ne 
soient  pas  en  général  superposabics.  On  ne  peut  les  super- 
poser que  (juand  ils  sont  droils. 

§VT.  -  POLYÈDRES  SEMBLABLES. 

DÉFINITIONS. 

676.  On  donne  le  nom  de  polyèdres  semblables  au\  po- 
lyèdres qui  ont  leurs  angles  polyèdres  égaux  et  qui  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  semblables  cbacune  à 
chacune. 

L'égalité  des  angles  polyèdres  entraîne  évidemment  l'éga- 
lité des  angles  dièdres  homologues. 

On  appelle  homologues  les  éléments  (faces,  arêtes,  diè- 
dres, etc.)  c|ui  se  correspondent  dans  deux  polyèdres  sem- 
blables. 

677.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables, 
sont  proportionnelles.  Car  les  faces  semblables  de  ces  po- 
lyèdres ayant  le  même  rapport  de  similitude  (203),  puisqu'une 
même  arête  appartient  sur  chaque  pol^èdre  à  deux  faces  adja- 
centes, le  rapport  de  deux  arêtes  homologues  quelconques  est 
constant. 

THÉORÈME. 

678.  En  coupant  une  pjramide  par  un  plan  parallèle  à  la 
base,  on  détermine  une  seconde  pjramide  semblable  à  la  pre- 
mière. 

Fi{r.  3GG. 

s 


Soit  ifig,  366)  la  pyramide  SABCDE  dans  laquelle  un  plan 

II.  , 
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parallèle  à  Ja  base  a  déterminé  la  section  FGIÏIK.  Les  deux 
pyramides  SABCDE,  SFGIIIK,  ont  leurs  faces  semblables,  car 
les  polygones  ABCDE,  FGHIK,  sont  semblables  {G35),  et  les 
faces  latérales  SAB  etSFG,  SBC  et  SG H,  etc.,  le  sont  aussi  (*204), 
par  suite  du  parallélisme  des  côtés  de  ces  deux  polygones. 

Quant  aux  angles  polyèdres,  l'angle  polyèdre  S  est  commun, 
et  deux  angles  trièdres  homologues  tels  que  A  et  F  sont 
égaux  (577,  2")  comme  ayant  un  angle  dièdre  commun  com- 
pris entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblable- 
ment  disposées,  savoir  :  l'angle  dièdre  SA  commun,  la  face  SAB 
égale  à  la  face  SFG  et  la  face  SAE  égale  à  la  face  SFK. 

THÉORÈME. 

679.  Deux  pyramides  triangulaires  sont  semblables,  lors- 
qu'elles ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces 
semblables  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

Fig.  3G7. 


Soient  {fig.  867)  les  pyramides  SABC,  S'A'B'C,  dans  les- 
quelles l'angle  dièdre  SA  est  égal  à  l'angle  dièdre  S'A',  et  les 
faces  SAB,  SAC,  semblables  aux  faces  S'A'B',  S'A' G,  et  sem- 
blablement placées. 

Portons  la  seconde  pyramide  sur  la  première,  de  manière 
qu'elles  aient  même  sommet  el  que  les  faces  homologues  de 
leurs  angles  dièdres  égaux  coïncident.  Le  triangle  S' A'B'  étant 
semblable  au  triangle  SAB  et  le  point  A'  tombant  en  D  sur  SA, 
S'B'  se  confondra  avec  SB,  el  le  point  B'  viendra  en  un  point  E 
tel,  que  DE  soit  parallèle  à  AB.  De  même,  le  triangle  S'A'C 
étant  semblable  au  triangle  SAC,  S'C  se  confondra  avec  SC, 
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el  le  point  C  viendra  on  un  point  F  tel,  que  DF  soit  parallèle 
à  AC.  La  hase  A'B'C  occupera  donc  alors  la  position  DEF,  oi 
son  plan  sera  parallèle  nu  plan  de  la  base  ABC  (508).  La  pyra- 
mide SDEF  étant  semblable  à  la  pyramide  SABC  (678),  il  en 
est  de  même  de  la  pyramide  S' A'B'C  qu'elle  représente. 

THÉORÈME. 
680.   Deux  polyèdres,  composés  (i'ftn  même  nombre  de  té- 
traèdres semblables  chacun  à   chacun  et  semblablement  dis- 
posés, sont  semblables . 

Fie-  3G8. 


Soient  (Z'^.  368)  OABD,  OBCD,  OCDE,  etc.,  O'A'B'D', 
0  B'C'D',  O'C'D'E',  etc.,  deux  séries  de  tétraèdres  respecti- 
vement semblables  et  semblablement  disposés;  le  polyèdre 
forme  par  les  premiers  tétraèdres  est  semblable  au  polvèdre 
forme  par  les  seconds. 

En  effet, 

I"  Les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  sont  semblables 
comme  composées  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables 
et  semblablement  disposés.  Considérons,  par  exemple,  la  face 
ABCI)  du  premier  polyèdre.  Les  triangles  ABD,  BCD.  qui  la 
constituent,  sont  semblables  aux  triangles  A'B'D',  B'C'D'' 
comme  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables  De  plus' 
les  triangles  ABD,  BCD,  étant  dans  un  même  plan,  les  andes 
dièdres  OBDA,  OBDC,  des  deux  tétraèdres  OABD  OBCD  sont 
supplémentaires  (5i9);  il  en  est  donc  de  même  des  angles 
dièdres  homologues  O'B'D'A',  O'B'D'C,  des  tétraèdres  sem- 

5  R  D^    ZcZ""''    '''^''^'^''    "^^    ^"•^^'    '''   ^--  ^-"^^'^^ 
A  «  D  ,  B  C  D  ,  sont  aussi  dans  un  même  plan,  et  constituent 

sur  le  second  polyèdre  une  face  A'B'C'D'  semblable  à  la  face 
ABCi). 

2»  Los  angles  polyèdres  des   deux   polvèdres  sont  égaux 

7- 
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comme  ayant  tous  leurs  éléments  égaux  et  semblablement 
disposés;  car  les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  étant 
semblables  et  semblablement  disposées,  leurs  angles  po- 
lyèdres ont  d'abord  toutes  leurs  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune et  semblablement  disposées.  De  plus,  les  angles  dièdres 
homologues  de  ces  angles  polyèdres  sont  égaux,  soit  comme 
dièdres  homologues  de  deux  tétraèdres  semblables ,  soit 
comme  sommes  d'angles  dièdres  égaux.  L'angle  dièdre  BCDE, 
par  exemple,  formé  par  les  deux  faces  ABCl),  CDE,  du  pre- 
mier polyèdre,  est  la  son)me  des  deux  angles  dièdres  BGDO, 
ECDO,  qui  appartiennent  aux  deux  tétraèdres  OBCD,  OCDE; 
et  l'angle  dièdre  B'C'D'E',  formé  par  les  deux  faces  A' B' CD', 
C'D'E',  du  second  polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles 
dièdres  homologues  B'C'D'O',  E'C'D'O',  qui  appartiennent 
aux  deux  tétraèdres  semblables  O'B'C'IV,  O'C'D'E'. 

681,  Réciproquement,  deux  polyèdres  semblables  peiwent  être 
décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  et 
semblablement  disposés. 

Fi(T.  369. 


Soit  [fig.  369)  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  du  premier 
polyèdre;  décomposons-le  en  tétraèdres  en  prenant  le  point  0 
pour  centre  de  décomposition  (G46),  et  soit  OABC  l'un  des 
tétraèdres  obtenus.  Les  points  A,  B,  C,  ayant  pour  homo- 
logues sur  le  second  polyèdre  les  points  A',  B',  C,  menons 
un  plan  O'A'B'  faisant  au-dessus  de  A'B'C  un  angle  dièdre 
égal  à  celui  que  forme  le  plan  AOB  au-dessus  de  ABC,  et  dans 
ce  plan  O'A'B'  construisons  le  triangle  O'A'B'  semblable  au 
triangle  OAB.  En  prenant  le  point  0'  pour  centre  de  décom- 
position, on  décompose  donc  le  second  polyèdre  en  tétraèdres 
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qui  correspondent  à  ceux  du  premier  polyèdre,  et  il  reste 
seulement  à  prouver  que  ces  tétraèdres  sont  semblables  deux 
à  deux. 

,  Soit  1)  un  quatrième  sommet  du  premier  polyèdre,  tel  que 
les  deux  triangles  ABC,  ABI),  aient  un  côté  commun,  et  soient 
situés  sur  la  même  face  ou  sur  deux  faces  adjacentes.  Com- 
parons les  deux  tétraèdres  OABI),  0' A'B'D'.  Les  faces  OAB, 
O'A'B',  sont  semblables  comme  faces  homologues  des  deux 
tétraèdres  semblables  OABC,  0' A'B'C;  les  faces  ABD,  A'B'D', 
le  sont  aussi  comme  triangles  homologues  de  deux  faces  sem- 
blables des  polyèdres  donnés.  De  plus,  si  les  deux  triangles 
ABC,  ABD,  sont  dans  un  même  plan,  les  deux  dièdres  OyVBD, 
O'A'B'  D',  sont  égaux  comme  suppléments  des  angles  dièdres 
égaux  OABC,  O'A'B' C;  si  les  deux  triangles  ABC,  ABD,  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  les  deux  angles  dièdres  OABD, 
0' A'B'D',  sont  encore  égaux  comme  différences  des  angles 
dièdres  égaux,  DABC  et  OABC  d'une  part,  D'A'B'C  et  0' A'B'C 
d'autre  part.  Dans  les  deux  cas,  les  tétraèdres  OABD,  0' A'B'D', 
sont  semblables  (  679  ). 

La  même  démonstration  s'appliquera  de  proche  en  proche. 
La  similitude  des  deux  tétraèdres  considérés  en  dernier  lieu 
permettra  toujours  de  vérifier  la  similitude  des  deux  tétraèdres 
suivants. 

ScOLIE. 

G82.  Deux  points  0  etO'  rapportés  à  deux  polyèdres  sembla- 
bles sont  dits  homologues,  lorsqu'en  joignant  l'un  d'eux  0  aux 
sommets  consécutifs  A,  B,  C,  de  l'un  des  polyèdres,  et  l'autre  0' 
aux  sommets  homologues  A',  B',  C,  de  l'autre  polyèdre,  on 
obtient  deux  tétraèdres  OABC,  0' A'B'C,  semblables  et  sem- 
blablement  disposés  par  rapport  aux  deux  polyèdres. 

Il  résulte  de  la  démonslraiion  précédente  que  deux  points 
homologues  (|uclconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polyèdres  semblables,  en  tétraèdres 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  est  extérieur  au  premier  polyèdre,  son  homo- 
logue 0''est  aussi  extérieur  au  second  polyèdre;  il  faut  alurs 
considérer  les  deux  polyèdres  comme  composés  de  tétraèdres 
additifs  et  de  tétraèdres  soustractifs. 
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Si  le  point  0  coïncide  avec  l'un  des  sommets  A  du  premier 
polyèdre,  son  homologue  0'  coïncide  avec  le  sommet  A'  du 
second  polyèdre,  et  les  diagonales  homologues  des  deux  po- 
lyèdres, relatives  aux  sommets  A  et  A',  se  confondent  avec  les* 
arêtes  latérales  de  leurs  tétraèdres  homologues. 

683.  Deux  droites  rapportées  à  deux  polyèdres  semblables 
sont  dites  homologues,  lorsque  leurs  extrémités  sont  deux  à 
deux  des  points  homologues.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues. 

Le  rapport  de  deux  droites'  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  faces  homologues  des  deux 

polyèdres. 

Fig.  370. 


Soient  (/jo-.  370)  ABCDE,  A'B'C'D'E',  deux  faces  homo- 
logues quelconques  des  polyèdres  donnés,  et  FH,  F'ir,  deux 
droites  homologues  quelconques.  Formons  les  tétraèdres  ho- 
mologues FABC,  F'A'B'C^  UABC,  H'A'B'C.  La  similitude  de 
ces  tétraèdres  entraîne  celle  des  tétraèdres  FHAC,  F'IFA'C. 
En  effet,  les  faces  FAC,  IIAC,  sont  respectivement  semblables 
aux  faces  F'A'C,  H/A'C,  et  l'angle  dièdre  FACH,  différence 
des  angles  dièdres  FACB,  HACB,  est  égal  à  l'angle  dièdre 
F'A'C'H',  différence  des  angles  dièdres  égaux  F'A'C'B', 
H'A'C'B'.  Les  deux  tétraèdres  FHAC,  Y'Il'A'C,  étant  sem- 
blables, on  a  (677) 

FH         AB 

F'  H'  ~  A'  B 

THÉORÈME. 

684.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  pol)  èdres  semblables 
est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude  de  leurs  faces  ho- 
mologues, ou  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  arêtes  homologues. 
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Soient  d'abord  {Jiir.  371)  deux  lélraèdres  semblables  SABC, 
SDEF,  qu'on  peut  toujours  supposer  placés  l'un  dans  l'autre 
comme  l'indiriue  la  figure  (678),  de  manière  que  leurs  ba^c^s 
ABC,  DEF,  soient  parallèles. 

Fig.  371. 


Le  premier  tétraèdre  SABC  ayant  pour  base  ABC  et  pour 
hauteur  SH,  son  volume  a  pour  expression 

ABC.SH 

3 

Le  second  tétraèdre  ayant  pour  base  DEF  et  pour  hauteur  SK, 
son  volume  est  égal  à 

DEF.SK 

Le  rapport  cherché  est  par  suite  égal  à 

ABC.SH   ABC  SH 
DEF.SK  ""  DEF  SK' 

Mais  le  plan  DEF  étant  parallèle  au  plan  ABC,  on  a  (CSG,  635) 

ABCSH^         .    SH       SAAB 
DEF  ""  g^^     ^^     SK  "  SD  ~  DE  * 

Le  rapport  des  volumes  des  deux  tétraèdres  est  donc  repré- 
senté par 

sh'         âF 
sic'  DE' 

Soient  maintenant  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'.  Le 
rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homologues  sera  (G77j 
celui  de  deux  arêtes  homologues  quelconques  AB  et  A'B'.  Ces 
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deux  polyèdres  sont  décomposables  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  semblables  et  semblablement  disposés  (G81),  et  le 
rapport  de  similitude  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 

AB 

homologues  est  égal  (683)  au  rapport  —rip-  Si  le  polyèdre  P 

est  composé  des  tétraèdres  T,  ï,,  Ï2,  et  le  polyèdre  P'  des 
tétraèdres  homologues  T,  T,,  T',,  on  aura  donc,  d'après  ce  qui 
précède, 


T         AB 

T, 

AB 

T,        AB 

^        AB' 

T, 

AB' 

'^^^       AB 

et,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu, 
T  +  T, -f-T,         Âb'  P        AB 

ou        ïcT  = 


T'-4-T'-4-T    — ^  P'  — ^ 

SCOLIES. 

685.  Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues. 

686.  De  la  relation  démontrée,  on  déduit  réciproquement 


A'B'       V 


Donc,  lorsqu'on  veut  amplifier  ou  réduire  un  polyèdre  dans 
un  rapport  donné,  Véchelle  à  adopter  pour  amplifier  ou  réduire 
les  arêtes  de  ce  polyèdre  est  égale  à  la  racine  cubique  du  rap- 
port donné.  Par  exemple,  si  le  volume  du  nouveau  polyèdre 
doit  être  la  millième  partie  du  polyèdre  donné,  il  faudra  faire 
ses  arêtes  dix  fois  plus  petites  que  les  arêtes  homologues  du 
polyèdre  donné. 

Application. 

687.  Etant  donnée  une  pyramide  dont  l'une  des  arêtes  SA 
est  égale  à  i  mètre,  par  quels  points  a  et  a'  de  cette  arête 
faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  la  base  de  la  pyramide, 
pour  partager  son  volume  en  trois  parties  équivalentes? 

Les  pyramides  partielles  dont  les  arêtes  sont  Sa  et  S«'  re- 
présentent respectivement  le  tiers  et  les  deux  tiers  de  la  pyra- 
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niidc  donnée.  On  aura  donc 


Sa ■•^/i       Sa'  __    3/ 

SÂ-V3'      SÂ"V 


3 
d'où,  en  opérant  par  logariihmcs  et  en  faisant  SA—-  i  mètre, 

Srt=ro'",693     et    Sa'  — o'",874 
à  -1  millimètre  près. 

§  VII.  -  APPENDICE. 
Prnptiétcs  ^c  ne  raies  des  j)nlyè(lrcs. 

THÉOR^:ME. 

(188.  Dans  tout  polyèdre  convcjcc,  le  nombre  des  arêtes  augmenté  de  1 
est  égal  au  nombre  aes  faces  augmenté  de  celui  des  sommets. 

Soient  A  le  nombre  des  arêtes,  Y  celui  des  faces,  et  S  celui  des  sommets 
du  polyèdre  proposé;  il  faut  démontrer  l'égalité 

(i)  A^2  =  F-hS. 

Considérons  d'abord  une  surface  polyédrale  convexe  ouverte.,  terminée 
à  une  ligne  brisée  plane  ou  gauche.  Si  Ion  conserve  les  notations  précé- 
dentes, les  éléments  analogues  de  cette  surface  satisferont  à  la  relation 


S. 


En  effet,  cette  formule  est  vraie  dans  le  cas  d'une  seule  face;  car  pour 
un  polygone,  le  nombre  des  arêtes  est  égal  à  celui  des  sommets.  D'après 
un  mode  de  démonstration  connu,  il  suffit  donc  de  prouver  que  la  for- 
mule étant  vérifiée  dans  le  cas  de  F  faces,  elle  l'est  encore  dans  le  cas  de 
F  -h  I  faces. 

Pour  cela,  modifions  la  ligne  brisée  qui  termine  la  surface  polyédrale  en 
ajoutant  à  cette  surface  un  polygone  ayant  m  côtés  et  m  sommets.  Cette 
nouvelle  face  laissant  toujours  la  surface  ouverte,  son  contour  ne  pourra 
coïncider  entièrement  avec  celui  de  la  ligne  terminale  primitive;  et  si  elle 
a  avec  cette  ligne  j)  arèles  communes,  elle  aura  avec  elle  /^-h  i  sommets 
communs.  En  désignant  par  F',  A',  S',  les  nombres  de  faces,  d'arêtes  et 
de  sommets  de  la  nouvelle  surface  i»olyédrale,  on  aura  donc 

F'  =  F  -M ,     A'  —  A  ^  /;?  —  p,     S'  =  S  H-  ///  —  (/>'  -4-  I  ) . 

Ces  valeurs  satisfaisant  encore  à  la  relation  A  +  i  =  F  -f-  S,  la  généralité 
de  cette  relation  est  établie. 

Ceci  posé,  revenons  au  cas  d'un  polyèdre  convexe  et  à  légalité  (1). 
Pour  passer  de  ce  polyèdre  à  une  surface  polyédrale  ouverte,  il  suflit  d'en 
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enlever  une  face.  Les  nombres  d'arêtes  et  de  sommets  ne  seront  pas  mo- 
difiés et  resteront  A  et  S;  mais  le  nombre  des  faces  diminué  d'une  unité 
deviendra  F —  i.  En  appliquant  la  relation  trouvée  à  ces  valeurs,  on  aura 
donc 

A-M  =  (F-i) -f-S, 
c'est-à-dire 

(i)  A  +  2  =  F  +  S. 

Le  remarquable  théorème  exprimé  par  cette  égalité  a  été  découvert  par 
Euler.  La  démonstration  qui  précède  appartient  à  Cauchy. 

Corollaires. 

089.  Soient,  dans  le  polyèdre  proposé,  t  le  nombre  des  faces  triangu- 
laires, q  le  nombre  des  faces  quadrangulaires,  p  celui  des  faces  penla- 
gonales,  //,  h\  o,  etc.,  ceux  des  faces  hexagonales,  heptagonales,  octogo- 
nales, etc.  Chaque  arête  étant  commune  à  deux  faces,  on  aura  évidem- 
ment 

(2)  Y  =  t  ^  q  -h  p  -+-  h  -+-  h'  -\-  o  -\- .  . . , 

(3)  2Ar=  3^+ 47-1- 5/;  + 6/i  +  7/i'+8o+ 

Soient  T,  Q,  P,  H,  H',  0,  etc.,  les  nombres  d'angles  trièdres,  tétraèdres, 
pentaèdres,  hexaèdres,  etc.,  du  polyèdre  proposé;  chaque  arête  unissant 
deux  sommets,  on  aura  de  môme 

(4)  S=T  +  Q  +  H4-H'+0  +  .:., 

(5)  2A  =  3T-f-4Q-+-5P  +  6H  +  yll' -f- 80 +. .  . . 

D'après  l'égalité  (3),  le  nombre  des  faces  dont  le  nombre  des  côtes  est 
impair  (c'est-à-dire  le  nombre  t  ^ p  -\- h'  -h  .  . .)  est  toujours  pair;  d'a- 
près l'égalité  (5),  le  nond?re  des  angles  polyèdres  ou  des  soiinnets  dont  le 
nombre  des  arêtes  est  impair  (c'est-à-dire  le  nombre  T'-f-  P  -h  H'-f-. .  .) 
est  toujours  pair.  • 

690.  On  peut  exprimer  F  en  fonction  de  T,  Q,  P,  H,  H',  0,  etc.;  il 
sufïit  d'éliminer  S  et  A  entre  les  relations  (1),  (4)  et  (5).  On  trouve 

(6)"  2F  =  4+T-+-2Q  +  3P  +  4H  + 5H'  +  60-f-.... 

De  même,  on  peut  exprimer  S  en  fonction  de  ^,  </,  />>,  //,  A',  o,  etc.  ;  \\ 
suffit  d'éliminer  F  et  A  entre  les  relations  (i),  (2)  et  (3).  On  trouve 

(7)  2S  =  4-(-^-^2</-h3/.'-f-4'''-+-5//'-f-6o-h.... 

SCOLIE. 

691.  Si  Von  conçoit  la  sui'face  dhui  polyèdre  convexe  décomposée  en 
plusieurs  portions,  chaque  portion  étant  une  face  seule  ou  le  système 
de  plusieurs  faces  voisines,  le  t/iéorè/ne  d'Jùder  a  encore  lieu  entre  le 
nombre  des  portions  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  arêtes  (pu  servent  de 
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limites  à  ces  iiieiiies  jjortiortSy  et  le  nombre  des  sommets  compris  entre  ces 
arêtes. 

En  elïet,  que  les  droites  qui  terminent  chaque  portion  soient  ou  non 
dans  un  même  plan,  les  nombres  considérés  ne  varient  pas.  Or,  dans  la 
première  liypolhèse,  sans  rien  changer  à  ces  mômes  nombres,  on  pourrait 

[  former  un  nouveau  polyèdre  en  substituant  à  chaque  portion  une  face 

i  plane  terminée  au  même  contour,  et  le  théorème  d'Euler  serait  appli- 

*  cable  à  ce  polyèdre. 

I      Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  dans  ce  cas; 

\  seulement,  t  est  alors  le  nombre  des  portions  de  la  surface  terminées  par 
un  contour  triangulaire,  7,/-»,  etc.,  les  nombres  des  portions  dont  le  con- 
tour est  quadrangulaire,  pentagonal,  etc. 

THÈORÈlME. 

OOiî.  D(ins  tout  polyèdre  convexe j  le  nombre 'des  fnces  triani^idaircs, 
(iii}!;menté  de  celui  des  angles  trièdres,  est  au  moins  égal  à  huit. 

En  effet,  si  dans  la  relation  (i),  qu'on  peut  écrire 

4F-+- 4S=4A^- 8, 

i  on  remplace  F  par  la  valeur  (?,),  S  par  la  valeur  (  4  ),  et  4  A  par  la  somme 
\  des  valeurs  (3)  et  (5),  on  trouve 

/  ^  T  =  8  4-  (/^  4-  P)  -4-  2  (//  H-  H )  -+-  3  (//  ^  H')  +  4  (^  +  0)  4- . . . 

D'après  cela,  //  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  (jni  ne  renjerme  ni 
[face  triangulaire,  ni  angle  trièdre. 

THÉORÈME. 

()93.  1°  Il  n  existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  j aces  aient 
\plus  de  cincj  côtés;  2°  //  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  do/it  tous  les 
'  angles  polyè-dres  aient  plus  de  cinr/  arêtes. 

En  effet  :  ^ 

1°  Si,  dans  l'inégalité  2A>  3S,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (4)  et  (5),  on  remplace  A  et  S  par  les  valeurs  (3)  et  (7),  on  trouve 

la  formule 

3^  +  27^y>'  >  i'2  ^  (//  -h  10  -h. . .), 

qui  prouve  que  t,  </  et  p,  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

2°  Si,  dans  l'inégalité  2A  >  3F,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (2)  et  (3),  on  remplace  A  et  F  parles  valeurs  (5)  et  (6),  on  trouve 

la  formule 

3T-^2Q-hP>i2-h(H'-f-20-f-...), 

qui  prouve  que  T,  Q  et  P,  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 
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SCOLIE. 

C9i.  La  symétrfode  la  formule  d'Euler  par  rapport  aux  nombres  F  et  S 
et  la  similitude  des  équations  {i)  et  (4),  (3)  et  (5),  entraînent  dans  les 
relations  qu'on  peut  en  déduire  une  corrélation  que  le  lecteur  a  sans  doute 
déjà  remarquée. 

THÉORÈME. 

C95.  7/  ne  peut  exister  que  cifuj  espèees  de  polyèdres  convexes  dont 
toutes  les  j aces  client  le  même  îiomi)re  n  de  côtés  et  dont  tous  les  angles 
polyèdî'cs  aient  le  même  nombre  m  d'' arêtes. 

En  effet,  chaque  arête  appartenant  à  deux  faces  et  joignant  deux  som- 
mets, on  a 

2A  =  7?F  =  wS. 

L'élimination  de  A  et  de  S  entre  ces  équations  et  la  formule  d'Euler 
donne 

i[m  -^-  n)  —  mn 
Pour  n  =  3,  celte  relation  devient 


6  —  m 


et  l'on  ne  peut  donner  alors  à  m  que  les  valeurs  3,  4  et  5,  auxquelles 
répondent  respectivement  les  valeurs  F  —  4,  F  =  8,  F  =:3  20. 
Pour  /?  =  4  ou  /?  =  5,  on  a 

^         im  4/w 

F  =: ou      F  =  — ^^— -—  . 

4  —  m  10  —  6m 

On  ne  peut  donner  dans  les  deux  cas  à  m  que  la  valeur  3,  et  il  en  résuite 
F=  6  ou  F  =  12. 
Pour  n  =  6,  on  a 

m 


¥:= 


3  —  m 


et  l'on  ne  peut  donner  à  m  aucune  valeur.  11  en  est  de  même  à  fortiori 
pour  /^>  6;  ce  résultat  était  d'avance  indiqué  par  le  théorème  du  n°  61)3. 
Il  n'y  a  donc  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les 
faces  aient  le  même  nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  polyèdres  le  même 
nombre  d'arêtes  :  ce  sont  le  tétraèdre,  l'octaèdre  et  l'icosaèdre  à  faces 
triangles;  l'hexaèdre  à  faces  quadrilatères;  le  dodécaèdre  à  faces  penta- 
£;ones. 

THÉORÈME. 

G96.  L'angle  droit  étant  pris  pour  unité,  la  somme  des  angles  de  toutes 
les  faces  d'an  polyèdre  convexe  est  égale  à  (juatr'e  fois  le  nombre  des 
sommets  diminué  de  1. 
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L'ani^le  droit  étant  l'unitô  d'angle,  on  sait  que,  pour  une  fafO(iuolronquo 
de//  côtés,  la  somme  dos  angles  est  2«  —  4-  En  désignant  pur  //,//, 
n\  etc.,  les  nombres  de  côtés  des  diiïérentes  faces,  on  aura  doi\c  pour 
toutes  les  faces 

(  2  «  —  4  )  -h  (  'A  //'  ~  4  )  H-  (  '2  //"  —  4  )  -^- 

Cette  suite  contiendra  d'ailleurs  F  termes.  La  somme  cherchée  a  donc 

pour  expression 

2  (//  -h  //  -h  //'  -h . . .  )  —  4 F. 

Chaque  côté  apparlenant  à  deux  faces,  la  parenthèse  est  égale  à  2A,  et 
l'on  obtient  la  formule 

4{A-F)    ou    4(S-2), 
d'après  le  théorème  d'Euler. 

Conditions  d'égalitc  et  de  siinUitude  de  deux  polyèdres  convexes. 

LE.MME. 
697.  Si,  dans  un   angle  jjobèdre  convexe  dont  toutes-  les  faces  moins 
une  seule  demeurent  constantes,  un  ou  plusieurs  angles  dièdres  non  adja- 
cents à  la  face  qui  peut  varier  augmentent  ou  diminuent  tous  à  la  fois, 
cette  face  elle-même  augmente  ou  diminue. 

Fig.  372. 


Soit  [fg.  372)  l'angle  polyèdre  SABCDEF  et,  dans  cet  angle,  la  seule 
face  qui  puisse  varier  SAB.  Supposons  d'abord  qu'un  seul  angle  dièdre  SD 
augmente  ou  diminue.  Menons  les  plans  ASD,  BSD.  Les  deux  angles  po- 
lyèdres SBCD,  SADEF,  ne  changent  ni  de  forme  ni  de  grandeur,  puisque 
toutes  leurs  faces  et  les  angles  dièdres  qu'elles  comprennent  restent  con- 
stants. Par  suite,  si  l'angle  dièdre  ASDB  augmente  ou  diminue,  comme  il 
est  compris  dans  l'angle  trièdre  SABD  entre  deux  faces  invariables  de 
grandeur,  la  face  opposée  ASB  augmente  ou  diminue  (SOO). 

Si  plusieurs  angles  dièdres  non  adjacents  à  la  face  ASB  augmentent  ou 
diminuent  à  la  fois,  il  en  sera  de  même  de  cette  face;  car  on  peut  faire 
varier  isolément,  et  l'un  après  l'autre,  les  angles  dièdres  considérés  et, 
d'après  ce  qui  précède,  chaque  changement  partiel  en  produira  toujours 
un  de  même  nature  sur  la  face  ASB. 
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Corollaire. 

098.  Si,  toutes  les  faces  demeurant  constantes,  certains  dièdres  d'un 
angle  polyèdre  viennent  à  changer,  il  est  impossible  que  tous  varient  dans 
le  même  sens,  c'est-à-dire  il  est  impossible  que  tous  augmentent  ou  que 
tous  diminuent. 

LEMME. 

()90.  Dans  un  angle  pnlfèdrc  cmvcxe  ayant  plus  de  trois  faces,  toutes 
les  faces  demeurant  constantes  et  Pangle  polyèdî^e  restant  convexe^  ou 
suppose  que  plusieurs  angles  dièdres  ont,  les  uns  augmenté,  les  autres  di- 
minué ;  si  alors,  en  faisant  le  tour  de  l'ongle  polyèdre,  on  affecte  du 
signe  -\-  r arête  de  charpie  angle  dièdre  augmenté,  du  signe  —  V arête  de 
cluupie  angle  dièdre  dinnnué^  on  trouvera  toujours  dans  le  tour  entier 
au  nwins  cpiatre  variations  de  signes. 

Tl  est  impossible  qu'il  n'y  ait  que  deux  variations  de  signes,  c'est-à- 
dire  il  est  impossible  qu'à  une  série  de  signes  -t-  succède  une  série  de  si- 
gnes —  qui  ramène  au  premier  signe  -h.  En  effet,  si  {fig.  372),  les  arêtes 
SA,  SF,  SE,  étant  affectées  du  signe  -f-,  le^  arêtes  suivantes  SD,  SC,  SB, 
étaient  affectées  du  signe  —  ,  la  face  ASE  qui  sépare  les  deux  angles 
polyèdres  SAFE,  SEDCBA,  augmenterait  dans  l'un  et  diminuerait  dans 
l'autre  (697). 

Puisqu'il  y  a  plus  de  deux  variations  de  signes  et  qu'on  doit  fermer  le 
circuit  en  rejoignant  le  signe  qui  a  servi  de  point  de  départ,  il  est  impos- 
sible que  le  nombre  des  variations  soit  impair.  Puisque  ce  nombre  est 
pair  et  plus  grand  que  2,  il  est  au  moins  égal  à  4. 

THÉORÈME. 

700.  Dans  un  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  sont  constantes, 
les  angles  dièdres  sont  aussi  constants. 

«  En  effet,  supposons,  contre  l'énoncé  ci-dessus,  que  l'on  puisse  faire 
»  varier  les  inclinaisons  des  faces  adjacentes,  sans  détruire  le  polyèdre; 
»  et  pour  simplifier  encore  la  question,  supposons  d'abord  que  l'on  puisse 
»  faire  varier  toutes  les  inclinaisons  à  la  fois.  Les  inclinaisonssur  certaines 
»  arêtes  varieront  en  plus,  les  inclinaisons  sur  d'autres  arêtes  varieront 
»  en  moins;  et  en  comparant  deux  à  deux,  relativement  aux  signes  de 
»  leurs  variations,  les  inclinaisons  des  arêtes  qui,  dans  chaque  face,  abou- 
»  tissent  aux  mêmes  sommets,  on  trouvera,  en  passant  successivement 
»  d'une  arête  à  l'autre,  plusieurs  changements  de  signes.  C'est  le  nombre 
»  de  ces  changements  que  nous  allons  chercher  à  déterminer  (*).  » 

Il  suit  du  lemme  précédent  que  chaque  angle  polyèdre  présente  sur  ses 


(*)  Cauciiy,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVI«  Caliier,  p.  96. 
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arêtes  an  moins  quatre  changements  de  signes.  Le  nombre  des  change- 
ments de  signes  détenus  en  considérant  tous  les  angles  polyèdres  du 
polyèdre  serait  donc  au  moins  égal  à  4 S.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela 
est  impossible. 

Remarquons  qu'en  faisant  le  tour  de  chaque  sommet  ou  en  fais;mt  celui 
du  périmètre  de  chaque  face,  on  doit  trouver  le  même  nombre  total  de 
variations  de  signes.  En  eflèt,  chaque  variation  de  signes  autour  d'un 
sommet  correspond  à  deux  arêtes  de  signes  différents  qui  se  suivent  sur 
le  périmètre  d'une  même  face,  et  réciproquement. 

Mais,  sur  un  périmètre,  le  nombre  des  variations  ne  peut  dépasser  le 
nombre  des  côtés  et  ne  peut  être  impair;  car,  puisqu'on  doit  revenir  au 
point  de  départ,  chaque  variation  en  entraine  nécessairement  une  se- 
conde. Chaque  face  triangulaire  ne  peut  donc  fournir  plus  de  deux  chan- 
gements de  signes;  les  quadrilatères  et  les  pentagones  ne  peuvent  en 
fournir  plus  de  quatre  ;  de  même,  les  hexagones  et  les  heptagones  plus  de 
six,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  faces  ou  tous  les  sommets  du  polyèdre 
ne  pourront  donc  donner  plus  de  changements  de  signes  qu'il  n'y  a  d'uni- 
tés dans  la  somme 

it  -\-  ^(l  ^  ^p  -^  idh  ^^h'  ^  ^o  -\- . . . . 

Or  cette  somme  est  inférieure  à  4S;  car  on  a  (090),  d'après  la  formule  (7), 

4S  =  8-+-2/-f-4'7-^6/?-f-  8/t-h  10//  -h  120  -f-. , . . 

11  faut  en  conclure  qu'il  est  impossible  que  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 
changent  toutes  à  la  fois. 

«  Si  Ion  suppose,  en  second  lieu,  que,  dans  le  polyèdre  donné,  non- 
»  seulement  les  faces,  mais  encore  les  inclinaisons  sur  plusieurs  arêtes 
»  restent  invariables,  et  que  cepend<mt  on  puisse,  sans  détruire  le  po- 
»  lyèdre,  faire  varier  les  inclinaisons  sur  les  arêtes  restantes;  alors,  pour 
»  démontrer  l'absurdité  de  l'hypothèse,  il  suffira  de  concevoir  la  surface 
»  du  polyèdre  décomposée  en  autant  de  portions  que  les  arêtes  sur  les- 
»  quelles  les  inclinaisons  varient  forment  de  contours  différents,  et  d'ap- 
»  pliquer  aux  portions,  aux  arêtes  qui  les  terminent,  et  aux  sommets 
»  compris  entre  ces  arêtes,  les  mêmes  raisonnements  i^ue  nous  avons  ap- 
»  pliqués,  dans  l'hypothèse  précédente,  aux  faces,  aux  arêtes  et  aux  som- 
»  mets  du  polyèdre  (*).  »  On  y  parviendra  en  s'appuyant  encore  sur  le 
lemme  précédent  et  sur  le  scolie  du  n"  (Jgi. 

COKOLLAIRES. 

701.  11  suit  du  théorème  précédent  que  deux  polyèdres  convexes,  com- 
pris sous  un  mcinc  nombre  de  fnces  égales,  sont  égaux  ou  symétri<iues, 
suivant  que  les  faces  égales  sont  ou  non  semblablement  placées. 

(*)  Cauchy,  loc.  cit. 
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70i2.  Il  suit  encore  du  théorème  \)réc6di^nt  que,  lorsrjue  deux poljèt/rcs 
convexes  sont  compris  sous  un  nie  nie  nombre  de  faces  semblables^  le 
second  est  semblable  au  premier  ou  à  un  troisième  polyèdre  symétrique 
du  premier^  suivant  que  les  faces  semblables  sont  ou  non  semblablement 
placées. 

PROBLÈME. 

703.  Chercher  le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
polyèdre  convexe. 

i''  Le  polyèdre  est  d'une  nature  déterminée,  c'est-à-dire  qu'on  connaît 
pour  ce  polyèdre  les  nombres  A,  F,  S,  t,  q,  /;>,  //,  //.',  etc. 

Prenons  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre.  Si  elle  a  n  côtés,  il 
faut,  in  —  3  conditions  pour  la  déterminer.  Il  y  a  hors  de  cette  base 
S  —  /z  sor^mets.  Pour  déterminer  un  point  dans  l'espace,  il  faut  3  con- 
ditions. On  aurait  donc  en  tout  a//  —  3  -h  3  (S—  /z)  ou  3S  —  /z  —  3  con- 
ditions. J\Iais  les  sommets  qui  répondent  à  une  même  face  sont  dans  un 
même  plan,  et  trois  points  suffisent  pour  déterminer  un  plan.  Par  con- 
séquent, pour  tous  les  sommets  d'une  même  face,  en  sus  des  trois  pre- 
miers, il  ne  faut  réellement  que  deux  conditions.  On  doit  donc  diminuer 
3(S  — /?)  de  la  somme  [n'  —  3)  -\-  [n"  —Z]-\-  [n'"  —  3)  +.. . ,  en  dési- 
gnant par  n',  //',  n"\. . .,  les  nombres  de  côtés  des  F  —  i  faces  qui  res- 
tent en  dehors  de  la  base  choisie.  Le  nombre  de  conditions  demandé  est 
donc  finalement 

3  (F-l-S  — 2)  -  {n-hn'-hn"-\-n"'-^...); 

mais  (688,689) 

n-h  n' -h  n"-^n"' -+-...  =  2X     et     S-i-F—i=  A. 

Le  nombre  cherché  se  réduit  donc  à  A.  Ainsi,  le  nombre  de  données  né- 
cessaires pour  déterminer  un  polyèdre^  dans  les  conditions  indiquées,  est 
é^al  au  nond)re  de  ses  arêtes. 

«  Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne  doivent  pas 
>■>  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  angles  qui  constituent  les 
»  éléments  du  polyèdre;  car,  quoiqu'on  eut  autant  d'équations  que  d'in- 
))  connues,  il  pourrait  se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités 
»  connues  rendissent  le  problèmeindéterminé.  Ainsi  il  semblerait,  d'après 
»  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver,  que  la  connaissance  des  arêtes 
»  seules  suffit  en  général  pour  déterminer  un  polyèdre;  mais  il  y  a  des 
»  cas  où  cette  connaissance  n'est  pas  suffisante.  Par  exemple,  étant  donné 
»  un  prisme  non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité 
»  d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  même  ma- 
»  nière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en  conser- 
»  vaut  les-  côtés,  changer  les  angles  et  donner  ainsi  à  cette  base  une  infi- 
»  nité  de  formes  diff'érentes;  on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arête 
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»  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan  do  la  base;  enfin,  on  jjeut 
»  combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  Tautre,  et  il  en  résultera 
))  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où 
»  l'on  voit  que  les  arêtes  seules  ne  suflisent  pa^  dans  ce  cas  pour  déler- 
»  miner  le  polyèdre.  Les  données  qu'il  convient  de  prendre  sont  celles 
»  qui  ne  laissent  aucune  indétermination  (*).  » 

2°  La  nature  du  polyèdre  n'est  pas  déterminée,  et  l'on  connaît  seulement 
le  nombre  de  ses  sommets. 

Prenons  trois  de  ces  sommets  à  volonté  en  construisant  un  triangle  où 
il  entre  trois  des  éléments  donnés.  Si  l'on  considère  ce  triangle  comme 
base,  il  y  a  S—  3  sommets  hors  de  cette  base,  et  la  détermination  de 
chacun  d'eux  exige  trois  conditions.  Le  nombre  cherché  est  donc  ici 
3-h3(S-3)  ou  3S-6. 

SCOLIE. 

704.  Si  un  côté  et  A  — i  angles  déterminent  un  polyèdre  de  nature 
donnée,  un  autre  côté  pris  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déterminent  un 
polyèdre  semblable  au  premier.  Donc,  pour  que  deux  polyèdres  de  mcinc 
nature  soient  semblables,  il  faut  A —  [  eonditions. 

Si  les  deux  polyèdres  ne  sont  pas  de  nature  déterminée,  et  s'ils  ont 
seulement  le  même  nombre  S  d'angles  polyèdres,  il  faut  3S  — 7  condi- 
tions pour  qu'ils  soient  semblables. 

Relation   entre  l'étendue  d'une  fgure  plane  et   celle  de  sa  projection 

ortho<ronalc . 


THÉORÈME. 
705.  La  projection  d'une  droite  AB  sur  un  axe  XY  est  égale  au  pro- 
duit de  la  longueur  AB  de  cette  droite  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  y. 
rpé elle  fait  arec  Paxe. 


Fig.  -h-X 


A   J 

Uï^ 

D// 

1/ 

1 

X 

« 

6 

Y 

Si  la  droile  AB  et  l'axe  XY  sont  dans  un  même  plan  [fig.  373),  le 
théorème  résulte  immédiatement  de  la  définition  du  cosinus;  car,  en 
menant  par  le  point  A  la  parallèle  AD  à  l'axe  XY,  on  a,  dans  le  triangle 


rectangle  ABD 


COSa  =  -— : 


AD 
AB 


ab_ 
AB' 


d'où 


AB  cos:t 


(*)  Lecendre,  éléments  de  Géométrie,  i/|«  édition,  Note  VIII. 
II. 


Ïl4'  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Supposons  actuellement  que  la  droite  AB  et  l'axe  XY  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan  [fg.  374);  la  projection  ah  est  alors  égale  à  la  por- 
tion de  l'axe  XY  comprise  entre  deux  plans  M  et  N  menés  par  A  et  B 
perpendiculairement  à  cet  axe,  ou  bien  encore  à  la  portion  AD  de  la  pa- 
rallèle à  l'axe  menée  par  le  point  A  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  N.  Or  le 
triangle  rectangle  ABD  donne 

'  AD  — ABcosa    ou    rtZ>  =  ABcosa. 

THÉORÈME. 

706.  L'aire  de  la  projection  (Pun  triangle  sur  un  plan  est  égale  h  Taire 
de  ce  triangle  multipliée  par  le  cosinus  de  f  angle  aigu  que  forme  le  plan 
du  triangle  avec  le  plan  de  projection. 

Fie-  375.  Fig.  37G. 

A  A 


Supposons  d'abord  que  le  triangle  proposé  ABC  ait  un  de  ses  côtés  BG 
situé  dans  le  plan  P  de  projection  [Jig.  375).  Si  de  la  projection  a  du 
sommet  A  on  mène  la  perpendiculaire  «D  sur  BC,  la  droite  AD  sera,  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  hauteur  du  triangle  ABC. 
Or,  le  rapport  des  triangles  «BC,  ABC,  de  même  base  BC,  est  égal  au  rap- 
port des  hauteurs  aJ)  et  AD,  c'est-à-dire  au  cosinus  de  l'angle  aigu  AD^ 
qui  mesure  l'inclinaison  des  deux  plans. 

Considérons  actuellement  un  triangle  ABC  placé  d'une  manière  quel- 
conque par  rapport  au  plan  de  projection  {^g.  376),  et  menons  par  le 
sommet  B  le  plus  voisin  de  ce  plan  un  plan  P'  qui  lui  soit  parallèle.  La 
projection  aBc  du  triangle  ABC  sur  le  plan  P'  est  égale* à  celle  qu'on  ob- 
tiendrait en  le  projetant  sur  le  plan  primitif.  Or,  soient  0  le  point  où  le 
côté  AC  prolongé  rencontr(f  le  plan  P',  et  a  l'angle  du  plan  ABC  et  du 
plan  de  projection  ;  le  triangle  ABC  étant  la  différence  de  deux  triangles 
ABO,  CBO,  qui  ont  un  côté  BO  dans  le  plan  P',  on  a 

aBc=  aBO  —  c BO  =  ABO  cos a  —  CBO  cos a 
=  (ABO  —  CBO)  cosa  =  ABCcosa. 
Corollaire. 
707.  Le  théoî'ème  s'étend  à  la  projection  de  Paire  d'un  jjoljgone  plan 
et  même  d'une  courbe  plane  fermée. 

Il  suffit  de  faire  voir  que  la  proposition  a  lieu  pour  un  polygone,  puis- 
qu'une courbe  n'est  qu'un  polygone  d'un  nombre  infini  de  côtés  infini- 
ment petits. 
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Or,  ïîoientT,  T',  T", . . .  les  aires  des  triangles  qui  com|)Osent  le  poly- 
gone plan.?  et  t,  t\  t"....  les  triangles  correspondants  du  polygone  p, 
qui  est  la  projection  de  P;  chacun  des  triangK>s  de  la  deuxièrne  série  est 
évidemment  la  projection  du  triangle  correspondant  de  la  première,  et  si 
l'on  appelle  a  Tinclinaison  du  plan  du  polygone  P  sur  le  plan  de  projection, 
on  a 

t  =  T  COSa,      i'  =-.  V  C0S7.,      /"  :^  T"  COSa,  .  .  .  , 

d'où,  en  ajoutant, 

t-ht'-ht"-i-...  =  [T^T^T"-h...)cos'x    ou    />  =  Pcosa. 

Centre  des  distances  proportionnelles. 

708.  Soient  A  et  B  deux  points  donnés,  y.  un  coefficient  ou  nombre  fixe, 
d'ailleurs  positif  ou  négatif,  correspondant  au  point  A,  et  ^  un  coefficient 
relatif  au  point  B.  On  sait  (306)  que,  sur  la  droite  indéfinie  qui  passe  par 

les  points  A  et  B,  il  existe  un  point  unique  M  tel,  que  le  rapport  —  soit 
égal  en  grandeur  et  en  signe  à  -  ^-  Projetons  les  trois  points  A,  B,  M, 

sur  un  plan  quelconque  P,  parallèlement  à  une  direction  donnée  arbitraire- 
ment, et  proposons-nous  de  déterminer  la  longueur  de  la  projetante  MM 
ou  z  du  point  M  en  fonction  des  coefficients  a  et  o,  et  des  projetantes 
AA,  =  rt'  et  BB,  =  ^  des  points  A  et  B. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  coefficients  a  et  ^  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Fi{î-  377.  Fig.  378. 


Dans  le  premier  cas  (/-.  377),  le  rapport  -  ^  est  négatif  et,  par  suite 
ï  (306,  187),  le  point  M  est  situé  entre  A  et  B.  D'ailleurs,  en  menant  CMD 
\   parallèle  au  plan  P,  on  voit  que  le  rapi)ort  ^  est  égal ,  en  valeur  ub- 

*    ^«^"^'  ^  BD  =  ^31'  on  a  donc  -  -  ^  ^  .  -  i__^,  .^où 


Dans  le  second  cas  (/g^.  378),  le  rapport  -  ^  est  positif  et,  par  suite,  U 

8. 


€ 

MA    '  a—  z 

z  —  a 

a 

-  MB  "  b-z     ^" 
(l'x  +  b^^ 

z-b 
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point  M  esl  situé  sur  l'un  des  prolongements  de  AB  (306,  187).  On  a 
alors 

d'où 


C'est  la  même  formule  que  dans  le  premier  cas.  oi-\-^  sera  le  coefficient 
attribué  au  point  M. 

709.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  points  A,  B,  M,  étaient  si- 
tués d'un  même  côté  du  plan  P;  mais  cette  restriction  n'est  pas  néces- 
saire, et  la  formule  (i')  subsiste  pour  toutes  les  dispositions  possibles  de 
la  figure,  pourvu  qu'on  regarde  les  nombres  a,  b,  z,  qui  mesurent  les  pro- 
jetantes, comme  positifs  pour  les  points  situés  d'un  côté  du  plan  P,  et 
comme  négatifs  pour  les  points  situés  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  B,  M,  étant  situés  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  au  plan  P,  menons  un  plan  P'  parallèle  à.  P  et  à  une  distance  h 
assez  grande  pour  que  les  trois  points  A,  B,  M,  soient  au-dessus  du  plan  P', 
Alors,  si  a\  b\  z\  mesurent  les  projetantes  relatives  à  ce  plan  P,  on 
aura  (708) 

[x-\-o)  z'  —  a'  ry.-+-  b  'p. 

En  retranchant  de  cette  égalité  l'identité 

on  obtient  la  relation 

(a-h^)  [z'  —  h]  =  («'  — /i)a+(//-//)^. 
Mais,  en  ayant  égard  aux  signes  des  projetantes,  on  a  toujours 

z'  —  /{  —  z,     a'  —  //  =:  a,     b'  —  h  -~  b. 
/?,  />,  3,  étant  les  projetantes  relatives  au  plan  P.  Donc  la  formule 

subsiste  dans  tous  les  cas. 

710.  Cela  posé,  soient  A,  B,  C,  D,. .  .,L,  autant  de  points  qu'on  voudra, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  Tespaco;  désignons  par  «,6,7, 
fj, . . . ,  A,  les  coefficients  correspondants,  et  par  n^  b,  (:,fl, ...,/,  les  nombres 
jiositifs  ou  négatifs  qui  mesurent  les  droites  projetant  obliquement  ou  or- 
thogonalement  les  points  A,  B^  C,  D,. . .,  L,  sur  un  plan  quelconque  P. 

Sur  la  droite  AB  {Jig,  379)  prenons  le  point  M,  tel,  que 

M^  _  _  e 

M,B""       a* 
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La  projetante  r.,  de  ce  point  sera,  en  grandeur  et  en  signe, 


«C-  379- 


Menons  M,C  et  prenons  sur  cette  droite  le  point  M^  tel,  que 
M,  M,  7 


M,C              a -+-6 

La  projetante  c. 

,  de  ce  point  sera 

s,  (a-Hê)4-r7       (iy.-\-h^j-hC') 

(a-i-^)-f-7  a-i-6-t-7 

En  menant  de  même  M^D  et  prenant  sur  cette  droite  un   point  M 

tel,  que 

M,  M,  B 


M3D  a-^^-^7' 

et  continuant  ainsi  jusqu'au  dernier  point  L,  on  obtiendra  finalement  un 
point  M  dont  la  projetante  z  aura  pour  expression 

/7  a  H-  ^  S  -t-  r  7  -h . . .  H-  /  )> 
(2) 


z  =r 


On  dit  que  ce  point  M  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
points  donnés  (A,  a),  (B,  ê),  (C,  7),...:  (L,  a).  On  arrive  d'ailleurs  au 
même  point  M  dans  quelque  ordre  que  l'on  joigne  les  points  donnés;  cela 
résulte  de  ce  que  la  formule  {2),  qui  exprime  la  distance  du  point  M  à 
un  plan  quelconque  P,  ne  porte  aucune  trace  de  l'ordre  suivi. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefTicients  a,  6,7,...,  a,  sont  égaux  entre  eux, 
le  point  M  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances;  sa  dislance  à 
un  plan  quelconque,  comptée  parallèlement  à  une  droite  arbitiaire,  es 

donnée  par  la  formule 

<-/  -f-  />>  -h  r  -f-  . . .  -h  / 


//  étant  le  nombre  des  points  considérés. 

711.  La  formule  (2),  qu'on  peut  écrire 
(3)  -,va=l«a, 
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en  désignant  en  général  par  la  notation  2  a  la  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients et  par  2<7a  la  somme  de  tous  les  produits  «a,  b^,. . . ,  /).,  exprime 
que  la  somme  des  produits  obtenus  en  nmltipUant  la  projetante  de  chaque 
point  par  son  coefficient  est  égale  au  produit  de  la  projetante  du  centre 
des  distances  proportionnelles  par  la  somme  des  coefficients. 

Pour  que  z  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  2r/a  le  soit,  car  on  sup- 
pose expressément  que  la  somme  2  a  des  coefficients  donnés  est  diffé- 
rente de  zéro.  Donc,  pour  (ju'un  plan  passe  par  le  centra  des  distances 
proportionnelles,  il  faut  et  il  suffiit  cpie  la  somme  des  produits  obtenus 
en  multipliant  chaque  projetante  lelative  à  ce  plan  par  le  coefficient  cor- 
respondant,'soit  égale  à  zéro.  Cette  condition  se  réduit  à  2^  =  o,  lors- 
qu'il s'agit  du  centre  des  moyennes  distances. 

712.  Nous  remarquerons  enfin  que,  dans  le  cas  où  tous  les  points  don- 
nés A,  B,  C, . . . ,  L,  sont  dans  un  même  plan  Q,  le  centre  M  est  aussi 
dans  ce  plan.  Si  on  prend  alors  pour  direction  des  projetantes  une  paral- 
lèle au  plan  Q^,  tous  les  pieds  des  projetantes  seront  situés  sur  l'intersec- 
tion XY  du  plan  Q  et  du  plan  P  de  projection  ;  cela  revient  donc  à  projeter 
sur  une  droite  quelconque  XY  du  plan  Q. 

Centre  de  gravité. 

713.  On  appelle  centj-e  de  gravité  d'une  ligne  droite  AB  le  centre  des 
moyennes  distances  de  ses  extrémités  A  et  B,  c'est-à-dire  par  conséquent 
le  milieu  de  cette  droite. 

Le  centre  de  gravité  d^ une  ligne  brisée  plane  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  divers  côtés  de  ce  contour  po- 
lygonal, ces  centres  ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  côtés  cor- 
respondants. 

II  est  aisé  de  voir,  d'après  cela,  que  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
d'un  triangle  ABC  est  le  centre  0  du  cercle  inscîit  au  tria/igle  A' B'  C  for/fié 
en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif  (Jig.  38o).  En  effet, 
si  l'on  mène  les  trois  hauteurs  A' A",  B'B",  C'C",  du  triangle  A'B'C,  et  si 
l'on  applique  la  formule  (3)  en  projetant  successivement  sur  chacun  des 
côtés  de  ce  triangle,  on  trouve 

AB.CC"  EC.A^A"  CA.B^B" 

AB  +  BC-+-CA'     AB-FBG-f-CA'     AB  +  BC-^CA' 

pour  les  distances  du  centre  de  gravité  aux  trois  droites  A'B',  B'C,  C'A'. 
Or,  comme  les  numérateurs  de  ces  trois  fractions  représentent  chacun 
l'aire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  cherché  est  équi- 
dislant  des  trois  côtés  du  triangle  A'B'C. 

714.  On  appelle  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  triangle,  ou  plus  ra- 
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pidement  centre  de  ^/wité  d'un  triangle,  le  centre  des  moyennes  dislances 
des  trois  sommets. 


Il  est  aisé  de  voir  (y%.  38i)  que  le  centre  de  gravité  G  d'/tn  triangle 
ABC  est  le  point  de  concours  des  médianes  de  ce  triangle;  car,  pour  avoir 
ce  centre,  il  faut,  d'après  la  construction  môme  du  n°710,  prendre  le  mi- 
lieu I  de  BC,  puis  diviser  lA  de  telle  sorte  que  -^  =  -•  Donc  le  point  G 
est  sur  la  médiane  AI,  au  tiers  de  sa  longueur  à  partir  de  la  base,  etc. 

715.  Un  polygone  ABCDE  étant  donné  [Jïg.  382),  si  on  le  décompose 
en  triangles  en  joignant  tous  ses  sommets  à  un  point  0  pris  dans  son  ])lan, 
et  que  l'on  cherche  le  centre  G  des  distances  proportionnelles  des  centres 
de  gravité  G,,  G„  G3,  G^,  G^,  de  ces  triangles,  en  leur  attribuant  des  coef- 
ficients proportionnels  aux  aires  des  triangles  correspondants,  on  aura  ce 
qu'on  appelle  le  centre  de  gravité  du  polygone.  Si  le  point  0  est  pris  à 
l'intérieur  du  polygone,  tous  les  triangles  sont  additifs,  et  l'on  donne  à 
tous  les  coefficients  le  signe  -+-  ;  si  le  point  0  est  pris  à  l'extérieur  du  po- 
lygone, il  y  a  des  triangles  additifs  et  des  triangles  soustractifs,  et  l'on 
donne  pour  coefficients  aux  centres  de  gravité  des  triangles  additifs  les 
aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  h-,  et  aux  centres  de  gravité 
des  triangles  soustractifs  les  aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  — . 


Fig.  382 


Pour  légitimer  cette  définition,  il  faut  prouver  que  la  position  du  centre 
de  gravité  G  du  polygone  est  indépendante  de  la  position  qu'occupe  le 
point  0  dans  son  plan.  A  cet  effet,  projetons  la  figure  sur  un  plan  quel- 
conque P,  en  donnant  aux  projetantes  une  direction  perpendiculaire  au 
plan  ABCDE.  Soient  g,  g^^g-,,  gy.g^,  g,,  les  projetantes   des  points  G,  G, 
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^•>i  G.,,  G,,  G^,    et   7,  7,,  7,,  7^,  7^,  7^,    les  coefficients   correspondants, 
c'est-à-dire  les  aires  du  polygone  ABCDE  et  des  triangles  OAB,  OBC,  OCD, 
ODE,  OEA,  prises  avec  les  signes  convenables. 
La  formule  (3)  donnant 

7  .^  représente  le  volume  du  tronc  de  prisme  droit  dont  ABCDE  est  la  base . 
En  eïïet  g^^  projetante  du  point  G,,  est  égale  au  tiers  des  projetantes  des 
points  0,  A  et  B,  puisque  g^  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois 
sommets  du  triangle  OAB.  Donc  y^.g^  représente  (6S3)  le  volume  du  tronc 
du  prisme  droit  dont  OAB  est  la  base.  De  même,  les  produits  7^. jO'^,  -^^-g^^... 
représentent  les  volumes  des  troncs  de  prisme  construits  sur  OBC,  OCD,.... 
D'ailleurs,  comme  les  facteurs  7,,  72,  73,...,  sont  positifs  ou  négatifs, 
suivant  que  les  triangles  correspondants  sont  additifs  ou  soustractifs,  on 
voit  que  les  produits  y^.g^,  ^2-g-2^  ■  •  •  ont  naturellement  le  signe  h-  ou  le 
signe  —  ,  suivant  que  les  troncs  de  prisme  qu'ils  représentent  sont  addi- 
tifs ou  soustractifs.  Donc,  enfin,  le  second  membre  de  la  relation  précé- 
dente exprime  la  mesure  du  volume  du  tronc  de  prisme  construit  sur  le 
polygone  ABCDE;  et,  en  désignant  ce  volume  par  V,  on  a 

7.^  =  V    ou    g=  -' 

La  distance  du  point  G  à  un  plan  quelconque  P,  comptée  perpendicu- 
lairement au  plan  ABCDE,  est  donc  indépendante  de  la  position  que  le 
point  0  occupe  dans  le  plan  du  polygone. 

THÉORÈME. 

716.  Vaire  latérale  (Van  tronc  de  prisme  quelconque  est  égale  au  jn'o- 
(luit  du  périmètre  de  la  section  droite  par  la  portion  de  la  parallèle 
aux  arêtes  du  prisme  y  menée  par  le  centre  de  gravité  du  contour  de  la 
section  droite  et  comprise  entre  les  deux  bases  du  tronc  [fig.  383). 


Soient  A'B'C'D'E'  A"B"C"D"E"  le  tronc  de  prisme,  et  ABCDE  une  sec- 
tion droite  située,  par  exemple,  au-dessus  des  deux  bases.  Par  les  mi- 
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lieux  L,  M,  N,  P,  R,  des  côtés  de  la  section  droite,  et  par  le  centre  de 
gravité  G  du  contour  de  cette  section,  concevons  des  parallèles  aux  arôtes 
du  prisme,  et  appelons  respectivement  /',  ///',  //,  y/,  z',^',  les  lougueurs  de 
ces  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan  de  la  base  A'B'C'D'E',  et  /",  ///", 
/î",  //,  /•",  ^",  les  longueurs  des  mêmes  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan 
de  la  base  A"B"C"D"E".  /,p,v,  tt,  p,  étant  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE,  EA, 
de  la  section  droite,  on  aura,  par  la  formule  (3), 

().-f-|:/H-v-h7r-f-p)^'  =  //*+-i:A/«'H-v«'-f-7r/>>'-|-p/-', 

(  A  -I-  U  -+-  V  -f-  TT  H-  p  )  g"  —   À  l"-i^  a  „i"-^  V  ,;"_!_  7Tyj"-|-  p  r'\ 

d'où,  en  retranchant, 

(  )>  H-  a  H-  V  -h  77  +  p  )  (^"  —  g^')  =  A  (  /"  -  /')  -f-  u{m"  —  m'  )  -f-  v  (  //'  -  n') 

Le  second  membre  représente  évidemment  la  somme  des  aires  des  faces 
latérales  du  tronc  de  prisme  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  du  premier. 
Or,  ce  premier  membre  est  le  produit  du  périmètre  >  h-  pu- v  h- tt  h- p  de 
la  section  droite,  par  la  portion  g"  —  g'  de  la  parallèle  aux  arôtes  du  prisme 
menée  par  G  et  comprise  entre  les  plans  A'B'C'D'E'  et  A"B"C"D"E^ 

THÉORÈME. 

717.  Les  centres  de  gravité  des  aires  de  toutes  les  sections  planes  d^un 
prisme  sont  situés  sur  une  Iné me  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisme. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  prisme  triangulaire,  car,  lorsqu'on 
projette  obliquement  ou  orthogonalement  un  triangle  sur  un  plan,  chaque 
médiane  du  triangle  primitif  a  pour  projection  une  médiane  du  nouveau 
triangle. 

Considérons  actuellement  un  prisme  quelconque;  soit  ABCDE  [fi^.  382) 
sa  section  droite,  qu'on  a  décomposée  en  triangles  en  joignant  aux  divers 
sommets  un  point  quelconque  0  de  son  plan  ;  soit  P  le  plan  d'une  section 
quelconque  incliné  d'un  angle  a  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Conser- 
vons toutes  les  notations  du  n"  715,  et  désignons  par  A',  B',  C,  D',  E',  0', 
G',  G', ,  G'j,  G3,  G'4,  G'j,  les  points  où  les  arôtes  du  prisme  et  les  parallèles 
à  ces  arêtes  menées  j)ar  les  points  0,  G,  G,,  G.^,  G3,  G^,  G^,  rencontrent  le 
plan  P.  G  étant  le  centre  de  gravité  de  la  section  droite,  on  a 

/•h    —    /l'fc.1^^    /ï-ft2^^    /3-t»3^^    /r&i^^    /o'&D 

et,  par  suite,  en  multipliant  par  cosa, 

V  COSa.g  =  7,  COSy..g^  H-  7.^  COSa.-^, 

-^-7.  fOSa..-  -+-  7,  cosa.-  +  7,C0Sa. -.. 

Mais  les  points  G',,  G'^,  G3,  G'^,  G'j,  sont,  d'après  le  premier  alinéa,  les 
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centres  de  gravité  des  triangles  O'A'B',  O'B'C,  O'C'D',  O'D'E',  O'E'A', 
dont  se  compose  la  section  par  le  plan  P,  et  7,  cosa,  y.^cosy.,  73Cosa, 
7^  cosa,  7jCosa  sont  (706)  les  aires  de  ces  triangles  prises  avec  le  signe  -h 
ou  le  signe  —,  suivant  que  ces  triangles  sont  additifs  ou  soustractifs. 
Donc  la  dernière  relation  exprime  que  le  point  G' est  le  centre  de  gravité 
de  la  section  oblique. 

SCOLIE. 

718.  Le  théorème  correspondant' sur  les  centres  de  gravité  du  péri- 
mètre des  diverses  sections  planes  d'un  prisme  n'est  pas  vrai.  Les  centres 
des  sections  faites  par  une  série  de  plans  parallèles  sont  bien  situés  sur 
une  mêm,e  droite  parallèle  aux  arêtes,  mais  cette  droite  se  déplace  lors- 
que l'inclinaison  de  la  série  des  plans  parallèles  vient  à  changer. 

THÉORÈME. 

719.  Le  volume  cVun  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit 
de  l'aire  de  la  section  droite  par  la  distance  des  centres  de  gravité  des 
deux  bases. 

Dans  le  cas  où  la  section  droite  est  l'une  des  deux  bases  du  tronc,  le 
théorème  résulte  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit  aux  n"*  715  et  717. 
En  effet,  on  a  vu  au  n°  715  qu'en  désignant  par  V  le  volume  d'un  pareil 
tronc,  par  7  l'aire  de  la  section  droite,  et  par  g  la  parallèle  aux  arêtes  du 
prisme  menée  par  le  centre  de  gravité  de  cette  section  droite  jusqu'à 
l'autre  base,  on  avait  V  =  §^.7,  et  l'on  sait,  d'après  le  n°  717,  que  cette 
droite  g  réunit  les  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Considérons  actuellement  un  prisme  dont  les  arêtes  soient  obliques  sur 
les  bases  A'B'C'D'E'  et  A"B"C"D"E"  [fig.  383).  Désignons  par  V  son  vo- 
lume, menons  une  section  droite  ABCDE  au-dessus  des  deux  bases,  et  ap- 
pelons S,  V,  V",  l'aire  de  cette  section  et  les  volumes  des  deux  troncs 
compris  entre  cette  section  et  chacune  des  deux  bases  primitives.  Si  Ton 
observe  que  les  centres  de  gravité  G,  G',  G",  de  la  section  droite  et  des 
deux 'bases  sont  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes,  on  a 

V"=S.GG",    V'=S.GG' 
et,  par  soustraction, 

V"  — V'=  S(GG"-GG'),    ou    V=S.G'G". 

SCOLIE. 

720.  Soit  {fg.  383)  G"K  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité de  l'une  des  bases  sur  l'autre;  a  étant  l'angle  G"  du  triangle  rec- 
tangle KG"G',  on  a 

G"K  =  G'G"cosa; 

mais  l'angle  a  est  égal  à  l'angle  du  plan  de  la  section  droite  ABCDE  et 
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du  plan  de  la  base  A'B'C'D'E',  dont  nous  désignerons  l'aire  par  B;  on  a 
donc  (707) 

S  =  Bcossc, 
et,  par  suite. 

V  =  S.G'G"=  Bcosa—  =  B.G'K. 

COSa 
De  là  cet  autre  énoncé  : 

Le  volume  (Vun  tronc  de  prisme  (ikcIco/kjhc  est  é^ol  ait  pror/itii  de 
Vunc  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  de 
Vautre  base  sur  le  plan  de  la  première. 

ItX.  Nous  terminerons  en  signalant  à  l'attention  du  lecteur  le  mode  de 
démonstration  employé  au  n°  715.  Cette  méthode,  qui  consiste  à  faire  in- 
tervenir la  Géométrie  de  l'espace  dans  la  solution  d'un  problème  de  Géo- 
métrie plane,  est  surtout  remarquable  par  le  caraclère  intuitif  des  dé- 
monstrations qu'elle  fournit.  Les  travau.x  de  Desargues,  de  Monge,  et 
surtout  ceux  de  Poncelet,  dont  il, sera  question  dans  la  suite  de  cet  ou- 
vrage, ont  montré  que  cette  méthode  était  un  puissant  moyen  d'inves- 
tii^ation. 


QUESXIOAiS   PROPOSEES. 

§§  I,  II.  —   Du  prisme. 

616.  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  la  moitié  du 
produit  de  l'aire  d'une  face  latérale  par  la  distance  de  cette  face  à  l'arête 
opposée. 

617.  Si,  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  un  même  plan, 
on  prend  d'une  manière  quelconque  des  longueurs  égales  à  une  droite 
donnée,  le  volume  du  prisme  triangulaire  ainsi  formé  est  constant. 

618.  Couper  un  cube  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulier. 

619.  Deux  prismes  sont  égaux  :  i°  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune  à  chacune  et  sembla- 
blement  disposées;  2°  lorsqu'ils  ont  une  base  et  deux  faces  adjacentes 
égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

620.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  leurs  faces 
latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

621.  Vérifier  par  la  Géométrie  la  formule  qui  donne  le  cube  d'une 
somme  ou  d'une  différence  de  deux  parties. 
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6±2.  On  donne  trois  droites  deux  à  deux  non  situées  dans  un  même 
plan,  et  l'on  demande  de  construire  un  paralléiipii^ède  dont  trois  arêtes 
soient  sur  ces  trois  droites. 

623.  Dans  tout  prisme  quadrangulaire,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  huit  fois  le  carré  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux  communs  de  ces  diagonales  considérées  deux 
à  deux.  —  Application  au  parallélipipède  quelconque. 

624.  Dans  un  hexaèdre  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  quatre  fois  la  somme  des 
carrés  des  quatre  droites  qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  du 
polyèdre  et  les  milieux  des  diagonales  de  deui  faces  opposées.  —  Appli- 
cation au  parallélipipède. 

625.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  partage  un  parallélipi- 
pède en  deux  parties  équivalentes. 

626.  Dans  tout  prisme  triangulaire,  l'aire  de  la  plus  grande  face  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

627.  De  tous  les  primes  de  n  faces,  c'est  le  prisme  régulier  qui  a  : 

1°  La  plus  petite  aire  latérale,  les  bases  étant  équivalentes  et  les  hau- 
teurs égales  ; 

2**  La  plus  grande  base  et  le  plus  grand  volume,  les  aires  latérales  étant 
équivalentes  et  les  hauteurs  égales  ; 

3**  La  plus  grande  hauteur  et  le  plus  grand  volume,  les  bases  et  les 
aires  latérales  étant  respectivement  équivalentes; 

4°  La  plus  petite  base  et  la  plus  grande  hauteur,  les  aires  latérales  et 
les  volumes  étant  respectivement  équivalents. 

628.  De  deux  prismes  réguliers,  celui  dont  le  nombre  de  faces  est  le 
plus  grand  possède  les  quatre  propriétés  énoncées  dans  le  numéro  pré- 
cèdent. 

629.  De  tous  les  prismes  quadrangulaires,  c'est  le  ciibe  qui,  à  égalité 
d'aire,  possède  le  plus  grand  volume  et  qui,  à  égalité  de  volume,  possède 
la  plus  petite  aire. 

§§  III.  IV.   —    De  la  pyramide. 

630.  Démontrer  que  deux  tétraèdres  sont  égaux  :  i"  lorsqu'ils  ont  un 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées  ;  a**  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés:  T  lors- 
qu'ils ont  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées :  4**  lorsqu'ils  ont  une  arête  égale  et  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  disposés. 
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031.  Les  plans  menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arêtes 
dun  lélraèlrese  rencontrent  en  un  même  point. 

()3i.  Les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  létr.  èdre  se  ren- 
contrent en  un  même  point.  • 

(>33.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  d'un  télraèdre  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  rencontrent  en  un 
même  j>oint. 

<>3i.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  télraèdre  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées  se  rencontrent  en  un 
même  point,  situé  au  quart  de  chacune  de  ces  droites  à  partir  de  la  face 
correspondante. 

G3o.  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

630.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  télraèdre  un  point  lel,  qu'en  le 
joignant  aux  quatre  sommets,  on  décompose  ce  télraèdre  en  quatre 
tétraèdres  équivalents. 

(»37.  Si  l'on  prend  un  point  0  dans  l'intérieur  d'un  télraèdre  SABC,  et 
si  l'on  prolonge  les  droites  SO,  AO,  BO,  CO,  jusqu'à  la  rencontre  des 
faces  opposées  en  .v,  a,  b,  r,  on  a  la  relation 

Ov       O^       Ob       Or 

S.V  "^  Art  "^  Bù~^lW~  '• 

038.  Si  l'on  cou^>o  un  prisme  ou  une  pyramide  par  un  plan  non  parallèle 
à  la  base,  et  si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  section  jusqu'à  la  rencontre 
des  côtés  correspondants  de  la  base,  les  points  d'intersection  obtenus 
sont  en  ligne  droite. 

039.  Étant  données  les  faces  d*un  tétraèdre,  trouver,  en  ne  se  servant 
que  du  compas,  la  longueur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  et  le  pied  de  celle 
hauteur  sur  le  plan  de  la  base. 

OiO.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièilre  égal,  sont  enlre  eux 
comme  les  produits  respectifs  des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle.  — 
En  déduire  la  première  partie  du  théorème  du  if  084. 

041.  Deux  tétraèdres  qui  ont  une  arête  égale  et  les  angles  dièdres  cor- 
respondants à  cette  arête  égaux  chacun  à  chacun,  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  faces  qui  comprennent  le  dièdre  égid. 

(U2.  Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  partage  l'arête 
opposée  en  deux  segments  proportionnels  aux  faces  qui  comprennent  l'angle 
dièdre.  —  Considérer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur. 

043.  Soient  le  tétraèdre  SABC  et  le  point  0  où  la  droite  SO  également 
inclmée  sur  les  trois  faces  latérales  (yo/r  la  question  oîW)  rencontre  la 
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base  ABC;  démontrer  que  les  triangles  OAB,  OBC,  OAC,  sont  proportion- 
nels aux  faces  latérales  correspondantes. 

Gli.  Le  plan  déterminé  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  le  milieu  de 
l'arête  opposée  partage  ce  téfraèdre  en  deux  tétraèdres  équivalents. 

645.  Si  par  la  droite  DE,  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées 
SA,  BC,  d'un  tétraèdre  SABC,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe 
l'arête  SB  en  F  et  l'arête  AC  en  G,  la  droite  FG  est  divisée  par  la  droite 
DE  en  deux  parties  égales. 

64G.  Tout  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  le  partage  en  deux  volumes  équivalents. 

647.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  tétraèdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  détermine  avec  les  faces 
de  ce  tétraèdre  un  autre  tétraèdre  qui  soit  au  premier  dans  un  rapport 
donné. 

6i8.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  angle  trièdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  ferme  l'angle  Irièdre  en 
déterminant  un  tétraèdre  de  volume  déterminé. 

649.  Quelle  estla  différence  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles  et  d'un  prisme  de  même  hauteur  ayant  pour  base  la  demi-somme 
des  baises  du  tronc  de  pyramide?  —  Quelle  erreur  commet-on  en  rempla- 
çant l'un  des  volumes  par  l'autre,  pour  une  hauteur  de  6  mètres  et  pour 
des  bases  du  tronc  de  pyramide  égales  à  S^'i,  75  et  à  a'^'i,  85? 

650.  Mener,  parallèlement  à  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné, 
un  plan  qui  partage  un  tétraèdre  donné  en  deux  parties  équivalentes. 

651.  Trouver  l'expression  du  volume  d'ur\  tronc  de  pyramide  quel- 
conque à  bases  parallèles,  en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramide 
triangulaires. 

652.  Démontrer  que  le  volume  d'un  tronc  de  parallélipipède  quel- 
conque a  pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  des  quatre  arêtes  latérales. 

653.  Les  arêtes  latérales  d'une  pyraniide  triangulaire  SABC  ont  pour 
longueurs  L,  M,  N;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  abc  non  pa- 
rallèle à  la  base,  qui  rencontre  les  arêtes  latérales  à  des  distances  du 
sommet  égales  à  /,  /?/,  n  :  trouver  le  volume  du  tronc  de  pyramide  ainsi 
déterminé. 

654.  On  donne  deux  tétraèdres  SABC,  S'A'B'C,  tels,  que  les  droites 
qui  unissent  les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point; 
démontrer  que,  si  les  faces  correspondantes  des  deux  tétraèdres  se  cou- 
pent, les  quatre  droites  d'intersection  sont  dans  un  môme  plan. 
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O.^S.  Soit  un  tétraèdre  SABC;  par  un  point  0  pris  dans  la  face  SBC, 
on  mène  aux  arêtes  SA,  AB,  AC,  jusqu'aux  faces  ABC,  SAC,  SAB,  les 
parallèles  OD,  OE,  OF  :  démontrer  la  relation 

OD       OE      0F_ 
SA  "^  AB  "^  AC  ~  ^' 

050.  Soit  un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  jilan  quelconque  DEF  :  me- 
nons les  diagonales  des  quadrilatères  ABDE,  BCFE,  ACFD;  ces  diagonales 
se  rencontrent  deux  à  deux  aux  points  G,  H,  K,  et  les  droites  SG,  SH, 
SK,  coupent  elles-mêmes  les  côtés  de  la  base  ABC  aux  points  L,  M,  N; 
démontrer  :  i^'  que  les  transversales  AM,  BN,  CL,  se  coupent  en  un 
môme  point  0  de  la  base  ABC;  -2°  que  les  transversales  SO,  AH,  BK,  CG, 
se  coupent  en  un  môme  point  Pde  l'espace.  —  Examiner  le  cas  où  la  sec- 
tion DEF  est  parallèle  à  la  base  ABC. 

057.  Dans  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  non  parallèles, 
les  points  d'intersection  des  diagonales  des  trois  faces  latérales  et  les 
points  d'intersection  des  côtés  des  bases  prolongés  deux  à  deux,  sont  dans 
un  même  plan. 

058.  La  hauteur  d'un  tétraèdre  régulier  est  égale  à  la  somme  des  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  du  polyèdre  sur 
ses  quatre  faces.  —  Examiner  le  cas  où  le  point  est  choisi  extérieurement. 
(  P^oir  l'exercice  25.  ) 

059.  Si,  par  un  point  quelconque  pris  dans  l'espace,  on  fait  passer 
plusieurs  droites  parallèles  et  égales  aux  différents  côtés  d'un  polygone 
ou  plusieurs  polygones  parallèles  et  égaux  aux  différentes  faces  d'un  po- 
lyèdre quelconque,  la  somme  algébrique  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant la  longueur  ou  l'aire  de  chacun  des  éléments  ainsi  transportés  par 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  lui  d'un  autre  point  constant  de  l'espace, 
est  égale  à  zéro.  —  Application  au  théorème  précédent  (les  produits  con- 
sidérés sont  positifs  ou  négatifs  su'iYanl  que  les  faces  transportées  laissent 
ou  non  d'un  même  côté  le  centre  commun  des  perpendiculaires). 

000.  Soit  le  tétraèdre  SABC;  menons  une  section  quelconque  DEF  pa- 
rallèle à  la  base  ABC,  et  joignons  les  milieux  des  côtés  de  cette  section 
aux  sommets  opposés  de  la  base  :  les  trois  droites  obtenues  se  croisent 
en  un  même  point  dont  on  demande  le  lieu. 

061.  Par  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  la  base  d'une 
pyramide  régulière,  on  mène  à  cette  base  une  perpendiculaire  qui  ren- 
contre toutes  les  faces  de  la  pyramide  ou  leurs  prolongements  ;  démontrer 
que  la  somme  des  distances  des  points  de  rencontre  obtenus  à  la  base  de 
la  pyramide  est  constante. .—  Considérer  le  cas  où  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire élevée  à  la  base  est  extérieur  à  cette  base. 
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G62.  Étant  données  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  et  les  distances 
d'un  point  à  trois  des  faces,  déterminer  la  distance  de  ce  point  à  la  qua- 
trième face. 

663.  Quelle  est  la  différence  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramide  à 
bases  parallèles  et  d'un  prisme  de  même  hauteur  ayant  pour  base  la 
section  faite  dans  le  tronc  de  pyramide  à  égale  distance  de  ses  bases? 

664.  Quand,  dans  un  tétraèdre,  sur  les  trois  couples  d'arêtes  opposées, 
deux  sont  formés  d'arêtes  perpendiculaires,  la  môme  condition  est  rem- 
plie par  le  troisième  couple. 

665.  Dans  un  tétraèdre,  on  peut  considérer  les  six  angles  dièdres  for- 
més par  les  quatre  faces  prises  deux  à  deux,  et  les  douze  angles  formés 
par  les  six  arêtes  avec  les  deux  faces  auxquelles  elles  se  terminent.  Ceci 
posé,  dans  tout  tétraèdre  où  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires 
entre  elles  : 

1°  La  somme  des  dix-huit  angles  indiqués  est  constante  et  égale  à 
douze  angles  droits; 

1°  Les  hauteurs  se  croisent  en  un  môme  point; 

3°  Les  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  se  croisent  au  point 
de  rencontre  des  hauteurs. 

666.  Étant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  construit  sur  les  faces  SAB, 
SBC,  SAC,  trois  prismes  triangulaires  quelconques  dont  les  bases  supé- 
rieures se  rencontrent  en  0;  sur  la  base  ABC  du  tétraèdre,  on  construit 
alors  un  quatrième  prisme  triangulaire  en  prenant  ses  arêtes  latérales 
égales  et  parallèles  à  la  droite  SO  :  démontrer  que  le  volume  de  ce  der- 
nier prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  des  trois  premiers 
prismes.  (  Fo//- l'exercice  416.) 

667.  La  base  d'une  pyramide  régulière  étant  un  hexagone  de  3  mètres 
de  côté,  calculer  la  hauteur  de  celte  pyramide,  sachant  que  son  aire  laté- 

•    raie  est  dix  fois  l'aire  de  sa  base. 

668.  Mener  un  plan  parallèle  à  la  base  d'un  tétraèdre  donné,  de  ma- 
nière que  ce  plan  détermine  un  autre  tétraèdre  dont  l'aire  totale  soit  la 
moitié  de  celle  du  tétraèdre  donné. 

669.  Construire  un  tétraèdre,  connaissant  : 

1°  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  et  les 
angles  que  font  entre  elles  ces  trois  droites; 

'2°  Un  point  de  chaque  arête; 

3"  La'base  et  les  longueurs  des  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
arêtes  opposées; 

4**  La  base  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de  la  base  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées. 

670.  Trouver  le  volume  d'une  pyramide   triangulaire,   en    regardant 
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cette  pyramide  comme  la  limite  de  la  somme  des  prismes  inscrits  dans 
cette  pyramide,  l'inscription  étant  effectuée  comme  au  n"  Gi^. 

G71.  Soit  une  pyramide  triangulaire  SABC.  Par  le  milieu  E  de  Varète 
SB,  on  mène  le  plan  DEF  parallèle  à  la  base  ABC,  le  plan  EGIl  parallèle 
à  la  face  ASC  et  le  plan  EDH;  la  pyramide  SABC  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  deux  prismes  triangulaires  équivalents  et  en  deux  pyramides 
triangulaires  équivalentes.  On  peut  faire  subir  la  mémo  décomposition  à 
la  pyramide  SDEF,  et  continuer  ainsi  indéfiniment  :  en  déduire  le  volume 
de  la  pyramide  SABC. 

672.  Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  SABC,  à  ({uelle  distance 
de  la  base  ABC  doit-on  mener  un  plan  parallèle  abc,  pour  que  le  rapport 
des  volumes  de  la  pyramide  ^abc  et  du  tronc  de  pyramide  Màtabc  soit 
égal  à  /;/? 

673.  Étant  données  trois  droites  parallèles  non  situées  dans  un  même 
plan,  on  porte  sur  l'une  d'el^es  une  longueur  AB  donnée,  et  l'on  prend 
arbitrairement  un  point  C  sur  la  seconde  droite,  un  point  D  sur  la  troi- 
sième; démontrer  : 

1"  Que  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  ABCD  est  constant, 
quelles  que  soient  les  positions  des  points  C  et  D  et  la  parallèle  sur 
laquelle  on  porte  la  longueur  AB;  2°  que  ce  volume  est  proportionnel 
à  AB. 

()74.  On  donne  l'arête  A  d'un  prisme  triangulaire  quelconque;  sur  l'une 
des  arêtes,  on  prend  à  partir  de  la  base  une  longueur  j:;  sur  la  seconde 
arête,  on  prend  de  même  une  longueur  <?,  et  sur  la  troisième  une  lon- 
gueur b.  Par  les  trois  points  ainsi  déterminés,  on  fait  passer  un  plan  qui 
divise  le  prisme  en  deux  parties.  Pour  quelle  valeur  de  x  ces  parties 
seront-elles  équivalentes? 

()7o.  Trouver  le  volume  du  corps  limité  par  quatre  plans  parallèles 
deux  à  deux,  une  face  parallélogramme  et  un  quadrilatère  gauche  ayant 
pour  plan  directeur  celte  face  parallélogramme. 

676.  Étant  donnés  quatre  polygones  plans  disposés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  trouver, un  point  tel,  qu'en  le  donnant  pour 
sommet  commun  aux  pyramides  ayant  pour  bases  ces  polygones,  les  vo- 
lumes de  ces  pyramides  soient  entre  eux  comme  quatre  droites  ou  quatre 
nombres  donnés. 

()77.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées, 
de  manière  que  la  section  soit  maximum. 

678.  Par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre,  on  peut  faire  i)asser  une  infinité  de  plans  :  quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  minimum? 

II.  Q 


l3o.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPàCE. 

679.  Dans  une  pyramide  SABCD  dont  la  base  ABCD  est  un  trapèze, 
on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son  inclinaison  sur  la 
base  ABCD,  la  direction  des  arêtes  parallèles  AB  et  CD,  les  angles  de  la 
face  SBC,  et  l'on  demande  de  construire  la  pyramide.  —  Même  problème, 
en  supposant  qu'on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son 
inclinaison  sur  le  plan  donné  de  la  face  SBC  et  les  angles  de  cette  der- 
nière face. 

680.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire,  le  couper  par  un  plan  tel, 
que  la  section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 

681.  Partager  une  pyramide  quadrangulaire  régulière  en  deux  parties 
équivalentes,  par  un  plan  mené  par  l'un  des  côtés  de  la  base. 

682.  Construire  le  parallélipipède  circonscrit  à  une  pyramide  trian- 
gulaire. 

683.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  le  tiers  du  volume  du  parallélipipède 
circonscrit; 

684.  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  régulier  par  la  considération  du 
parallélipipède  circonscrit. 

685.  Tout  tétraèdre  n'a  qu'un  seul  parallélipipède  circonscrit;  mais 
tout  parallélipipède  correspond  à  deux  tétraèdres  inscrits,  qu'on  peut 
appeler  conjugués  et  qui  sont  équivalents;  l'un  de  ces  tétraèdres  étant 
donné,  construire  le  second. 

686.  Calculer  le  volume  du  noyau  octaèdre  commun  aux  deux  tétraèdres 
conjugués  d'un  même  parallélipipède. 

687.  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  de  l'un  des  tétraèdres 
conjugués  d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  quatre  de  ces  arêtes 
opposées  deux  à  deux,  il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux 
inclinaisons  différentes,  qui,  en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-même, 
coupe  ces  arêtes  en  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence. 
Dans  quelle  position  du  plan  sécant,  le  diamètre  variable  de  cette  circon- 
férence est-il  minimum? 

688.  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  des  deux  tétraèdres  con- 
jugués d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  huit  de  ces  arêtes  situées 
dans  quatre  faces  du  parallélipipède  et  parallèles  entre  elles  deux  à  deux, 
il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux  inclinaisons  ditférentes,  qui, 
en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-môme,  coupe  ces  arêtes  en  huit  points 
situés  sur  une  circonférence. 

689.  Par  un  point  S  pris  sur  le  prolongement  de  l'axe  d'un  prisme 
hexagonal  régulier  et  par  les  côtés  du  triangle  équilatéral  obtenu  en 
joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  de  sa  base  supérieure,  on  fait 
passer  des  plans  qui  détachent  du  prisme  trois  tétraèdres  et  les  remplacent 
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par  un  tétraèdre  unique  reposant  sur  sa  base  supérieure;  déterminer  la 
position  du  point  S  qui  rend  minimum  l'aire  du  décaèdre  ainsi  construit 
(alvéole  des  abeilles). 

690.  Sur  une  première  droite  AA',  on  donne  deux  points  fixes  n  cl  h; 
sur  une  seconde  droite  quelconque  BB',  deux  points  mobiles  c  et  d  restent 
à  une  distance  constante  :  chercher  pour  quelle  position  du  segment  a/ 
l'aire  de  la  pyramide  abcd  est  minimum. 

§§  V,  VI.  —  Figures  sfmctn</uc:s.  —  Volyèdrcs  semblables. 

691.  Déterminer  les  arêtes  d'un  parallélipipède  rectani^le,  sachant 
qu'elles  sont  proportionnelles  aux  nombres  «,  b,  c^  et  que  le  volume  du 
parallélipipède  est  V. 

692.  Chercher  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres,  dont  l'un  a 
été  formé  en  menant  par  les  sommets  de  l'autre  des  plans  parallèles  aux 
faces  opposées. 

693.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  i"  lorsqu'ils  ont  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées;  a**  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente 
à  ti  ois  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  ; 
3°  lorsqu'ils  ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  semblable- 
ment disposées  ;  4"  lorsqu'ils  ont  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun  à  cha- 
cun et  semblablement  disposés. 

694.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  de  deux  faces  homologues. 

693.  Une  droite  comprise  entre  deux  faces  d'nn  polyèdre  donné  est 
divisée  en  plusieurs  segments;  sur  chaque  segment,  considéré  comme 
l'homologue  de  la  droite  donnée,  on  construit  un  polyèdre  semblable  au 
polyèdre  donné.  Démontrer  que  Faire  de  ce  polyèdre  est  égale  au  carré 
de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  polyèdres  segmentaires,  et 
que  son  volume  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
volumes  de  ces  mêmes  polyèdres. 

696.  Construire  deux  droites  qui  soient  dans  le  même  rapport  que  deux 
cubes  donnés. 

697.  Démontrer  que  le  tétraèdre  formé  en  joignant  les  points  de  ren- 
contre des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné,  est  semblable  au 
symétrique  de  ce  tétraèdre:  chercher  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
tétraèdres. 

698.  On  nomme  centre  de  symétrie  d'un  système  de  points  un  point  0 
tel,  qu'en  le  joignant  à  un  point  quelconque  A  du  système  et  en  prolon- 

9- 
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geaiit  la  droite  AO  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  le  point  A'  ainsi 
obtenu  soit  aussi  un  point  du  système  proposé.  —  Démontrer  d'après  cela 
que,  d  ms  tout  système  de  points  limité,  il  ne  peut  exister  qu'un  centre 
de  symétrie. 

699.  On  nomme  axe  de  symétrie  d'un  système  de  points  une  droite 
telle,  qu'en  faisant  tourner  le  système  d'un  certain  angle  autour  de  cette 
droite,  la  nouvelle  position  de  chaque  point  du  système  soit  l'ancienne 
position  d'un  certain  point  du  même  système.  —  Démontrer  que  le  plus 
petit  des  angles  capables  de  restituer  ainsi  le  lieu  des  points  du  système, 
dans  la  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axe  de  symétrie,  est  une  par- 
tie aliquotc  -  de  36o  degrés.  Suivant  que  q  est  égal  à  2,  3,  4?  •  •  •  ?  l'axe 

de  symétrie  est  binaire^  ternaire,  quaternaire^ ...  ;  ry  est  Vordre  de 
symétrie. 

700.  On,  nomme  plan  de  symétrie  d'un  système  de  points  un  plan  tel, 
qu'en  abaissant  d'un  point  quelconque  du  système  une  peri)endiculaire 
sur  ce  plan  et  en  prolongeant  cette  perpendiculaire  d'une  quantité  égale 
à  elle-même,  l'extrémité  ainsi  obtenue  soit  encore  un  point  du  système. 
—  Démontrer  que,  si  un  système  possède  divers  axes  et  divers  plans  de 
symétrie,  tous  ces  axes  et  tous  ces  plans  doivent  se  couper  en  un  même 
point. 

701.  Dans  tout  système  possédant  un  plan  et  un  centre  de  symétrie, 
la  droite  menée  par  le  centre  normalement  au  plan  est  un  axe  de  symétrie 
d'ordre  pair. 

702.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie,  l'intersection 
de  ces  plans  est  un  axe  de  symétrie. 

703.  Un  systtirae  dépourvu  d'axe  de  symétrie  ne  peut  posséder  à  la 
fois  un  centre  et  un  plan  de  symétrie. 

701.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie  non  rectangu- 
laires, il  en  possède  un  troisième. 

705.  Lorsqu'un  système  possède  un  plan  P  de  symétrie  et  un  axe  L  de 
symétrie  oblique  à  ce  plan,  la  droite  L'  homologue  de  L  par  rapport  au 
plan  P  est  un  nouvel  axe  de  symétrie. 

706.  Lorsqu'il  existe  dans  un  système  deux  axes  de  symétrie  binaires, 
la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  ces  axes  par  leur  point  d'irrtersection 
est  un  axe  de  symétrie. 

707.  Lorsqu'un  système  possède  trois  axes  quaternairçs  rectangulaires 
entre  eux,  il  possède  en  même  temps  quatre  axes  ternaires. 

708.  Étudier  les  polyèdres  considérés  dans  le  livre  précédent,  soUs  le 
rapport  de  leurs  centres,  de  leurs  axes  et  de  leurs  plans  de  symétrie. 
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§  VII.  —  Appendice. 

700.  Soit  un  polyèdre  divisé  on  P autres  polyèdres  quelconques  ;  soientS 
le  nombre  des  sommets  de  ces  ditîérents  polyèdres  y  compris  le  premier, 
F  le  nombre  de  leurs  faces,  A  le  nombre  de  leurs  arêtes;  on  aura  la  formule 

A-f-P-hi=  F  +  S. 

710.  En  se  reportant  à  Texercice  précédent,  quelle  est  la  relation  entre 
les  nombres  d'arèles,  de  faces  et  de  sommets  appartenant  à  la  surface 
extérieure  du  polyèdre  proposé,  etles  nombres  d'éléments  analogues  si  lues 
à  l'intérieur  de  ce  polyèdre? 

7H .  Étant  données  autant  de  droites  qu'on  voudra  passant  par  un  môme 
point  0,  trouver  le  lieu  des  poinis  tels,  qu'en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  les  droites  données,  la  somme  des  produits  des  dis- 
tances du  point  0  à  ces  perpendiculaires  par  des  droites  données  suit  égale 
à  un  carre  donné  m^. 

712.  Étant  donnés  autant  de  i)lans  qu'on  voudra  passant  par  un  môme 
point,  trouver  le  lieu  des  poinis  tels,  que  la  somme  des  produits  (!e  leurs 
distances  aux  plans  donnés  par  des  droites  données  soit  constante. 

713.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  dès  angles  qu'une  droite  ou  un 
plan  forme  avec  trois  axes  ou  trois  plans  pepcndiculaires  entre  eux  est 
égale  à  l'unité. 

71i.  Le  carré  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  quelconque  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux. 

715.  Si  A  et  A'  sont  les  aires  de  deux  figures  situées  dans  un  môme  plan, 
P  et  P',  Q  et  Q',  R  et  R',  les  projections  de  ces  deux  tigures  sui-  trois 
plans  perpendiculaires  entre  eux,  on  a 

AA'  =  PP'-f-QQ'  +  RR'. 

7iC.  Étant  donnés  les  angles  que  deux  droites  ou  deux  plans  forment 
respectivement  avec  trois  axes  ou  trois  plans  rectimgulaires,  trouver 
l'angle  de  ces  deux  droites  ou  de  ces  deux  plans. 

717.  Étant  données  les  projections  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  sur 
trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectangulaires,  trouver  sa  projection  sur  un 
quatrième  axe  ou  un  quatrième  plan  qui  fait  des  angles  connus  a\(c  les 
trois  premiers. 

718.  La  somme  des  carrés  ^(ti^  projections  d'autant  de  droites  ou  d'autant 
d'aires  planes  qu'on  voudra  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectangulaires 
quelconques  est  constante. 
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719.  Trouver  l'axe  ou  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  projections  de 
droites  ou  d'aires  planes  données  est  un  maximum.  —  Cette  môme  somme 
est  constante  lorsqu'on  projette  sur  des  axes  ou  des  plans  faisant  le  même 
angle  avec  l'axe  ou  le  plan  de  projection  maximum. 

720.  Dans  un  polygone  quelconque,  la  somme  des  projections  de  tous 
les  côtés  sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro.  —  Dans  tout  polygone 
convexe,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
autres,  moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
mêmes  côtés  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

721.  Dans  un  polyèdre  convexe  quelconque  :  i"  la  somme  des  projec- 
tions de  toutes  les  faces  sur  un  plan  quelconque  est  égale  à  zéro;  'i°  le 
carré  de  l'une  des  faces  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  au- 
tres, moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
mêmes  faces  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  du  dièdre  qu'elles  com- 
prennent. 

722.  Lorsque  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  et  l'une  des  bases  A 
restent  fixes,  le  plan  de  l'autre  base  B  passe  par  un  point  fixe,  et  l'aire 
de  cette  base  B  est  minimum  lorsque  son  plan  est  perpendiculaire  aux 
arêtes  du  tronc. 

723.  De  toutes  les  pyramides  de  n  faces  latérales,  qui  ont  même  hau- 
teur et  des  bases  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui  a  la  plus 
petite  aire-  latérale.  —  De  toutes  les  pyramides  dont  la  base  a  /i  côtés  et 
dont  les  aires  latérales  sont  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régufière  qui 
a  le  plus  grand  volume. 

724.  De  tous  les  tétraèdres  dont  les  aires  sont  équivalentes,  le  tétraèdre 
régulier  a  le  plus  grand  volume. 

725.  La  base  d'un  tétraèdre  est  semblable  à  un  triangle  donné;  la 
somme  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  est  constante;  enfin,  les  deux 
autres  faces  sont  perpendiculaires  à  la  base  :  de  tous  les  tétraèdres  qui 
remplissent  ces  conditions,  celui  dont  la  base  est  un  quart  de  la  somme 
donnée  a  le  plus  grand  volume. 

726.  La  base  p  d'une  pyramide  a  n  côtés  et  est  semblable  à  un  polygone 
donné  ;  la  somme  p  -h  a  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  a  est  constante  : 
le  volume  de  la  pyramide  est  maximum  lorsque,  a  étant  égale  à  2  [3,  la  face 
latérale  a  est  perpendiculaire  à  la  base  p. 

727.  Démontrer  que,  dans  la  recherche  du  centre  des  distances  pro- 
portionnelles d'un  système  de  points,  on  peut  remplacer  plusieurs  dexes 
points  par  leur  centre  particulier,  pourvu  qu'on  donne  à  ce  centre  un 
coefficient  égal  à  la  somme  des  coefficients  des  points  correspondants. 
—  Inversement,  on  peut  remplacer  un  point  par  plusieurs  autres  dont  il 
est  le  centre,  et  dont  la  somme  des  coefficients  est  égale  à  son  coefficient. 
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728.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  trapèze. 

729.  Trouver  :  i°  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle;  i°  le  centre 
de  gravité  d'un  secteur  circulaire  (on  nomme  centre  de  gravite  (fune 
ligne  courbe  ou  cViine  aire  terminée  par  une  ligne  courbe,  la  limite  des 
positions  du  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l'aire  d'une  ligne  poly- 
gonale inscrite  ou  d'un  secteur  polygonal  inscrit). 

730.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  (on  appelle  ainsi  le 
centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  tétraèdre). 

731.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre,  on  le  décompose 
en  tétraèdres  en  joignant  un  point  quelconque  de  l'espace  à  tous  ses  som- 
mets; on  prend  les  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres,  puis  on  cherche 
le  centre  de  tous  ces  centres  partiels  affectés  chacun  d'un  coefficient  pro- 
portionnel au  volume  du  tétraèdre  correspondant.  —  Démontrer  que  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  ainsi  défini  est  indépendante  de  la  position  du 
point  qu'on  a  choisi  pour  sommet  comçiun  des  tétraèdres. 

732.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  pa- 
rallèles. 

733.  La  somme  de  trois  faces  latérales  d'un  tétraèdre  étant  donnée,  son 
volume  est  maximum  lorsque  ces  faces  latérales  sont  des  triangles  rec- 
tangles isocèles,  perpendiculaires  entre  eux. 

73i.  Parmi  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  les  faces  d'un 
angle  polyèdre  S  et  dont  la  base  est  déterminée  par  un  plan  qui  passe  par 
un  point  fixe  P  situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  S,  celle  dont  le  volume  est 
maximum  a  le  point  P  pour  centre  de  gravité  de  sa  base. 

73 j.  i"  Parmi  toutes  les  pyramides  équivalentes  limitées  latéralement 
par  les  faces  d'un  même  angle  polyèdre,  celle  dont  la  hauteur  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  la  base,  a  la  base  minimum; 

1°  De  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  le  même  angle 
polyèdre  et  qui  ont  des  bases  équivalentes,  la  pyramide  de  volume  maxi- 
mum est  celle  dont  le  sommet  se  projette  orthogonalement  au  centre  de 
gravité  de  la  base; 

3°  Enfin,  de  toutes  les  pyramides  de  même  hauteur,  limitées  latérale- 
ment par  le  même  angle  polyèdre,  la  pyramide  de  volume  minimum  est 
celle  dont  la  hauteur  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  base. 


36. 
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LIVRE  VIL 

LES  CORPS  RONDS. 


CYLINDRE  DE  RÉVOLUTION. 


DÉFINITIONS. 

722.  On  nomme  surface  cyiindrique  de  révolution  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  GG'  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe  XX'  à  laquelle  elle  est  parallèle  et  invariablement 

La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  (ïaxe  de  la  surface,  et  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  (ïarête. 

723.  Tout  point  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circonférence 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est 
sur  l'axe;  car,  pendant  la  rotation,  la  perpendiculaire  AO 
abaissée  du  point  A  sur  XX'  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et 
conserve  toujours  la  même  longueur. 


On  appelle  section  droite  toute  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe.  Il  résulte  des  considérations  précédentes 
que  les  diverses  sections  droites  d'une  même  surface  cylin- 
drique sont  des  circonférences  égales  ':  le  rayon  commun  de 
ces  cercles,  c'est-à-dire  la  distance  des  deux  parallèles  XX' 
el  GG',  est  le  rayon  de  la  surface  cylindrique,  et  l'on  voit 
que  le  lieu  des  points  de  l'espace  situés  à  une  distance  donnée 
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iViine  droite  fixe  est  la  surface  cylindrique  de  révolution  qui 
a  cette  droite  pour  axe  et  la  distance  donnée  pour  rayon. 

724^.  Considérons  une  droite  fixe  XX',  un  plan  P  parallèle  à 
celte  droite,  et  désignons  par  R  la  distance  de  la  droite  au 
plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  dislance  de  la  droiie  à  sa 
projection  AA'  sur  le  plan  [fig;.  385).  Le  lieu  des  points  du 
plan  P,  situé  à  une  distance  donnée  ô  de  la  droite  XX',  se 
compose  de  deux  droites  BB'.et  CC  parallèles  à  XX',  placées 
de  part  et  d'autre  de  \A',  et  à  une  dislance  de  cette  droite 
égale  au  côlé  AB  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OAB, 
dont  l'hypoténuse  OB  est  égaie  à  â,  et  l'autre  côlé  OA  de 
l'angle  droit  égal  à  B.  Il  en  est  ainsi  tant  que  à  est  plus  grand 
que  B;  lorsque  ô  devient  égal  ou  inférieure  B,  le  lieu  se  ré- 
duit à  la  droite  AA'  ou  cesse  d'exister. 

D'après  cela  (723),  un  ])lan  parallèle  à  l'axe  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seuhî,  ou  n'a  aucun  point  commun  avec  la 
surface,  suivant  que  la  distance  du  plan  à  l'axe  est  inférieure, 
égale  ou  supérieure  au  rayon  de  la  surface. 


725.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  où  le  plan  et  la 
surface  n'ont  en  commun  qu'une  génératrice  AC  [Jii^.  386). 

Un  tel  plan  peut  être  considéré  comme  la  position  limite 
d'un  plan  variable  qui,  passant  par  la  génératrice  fixe  AC  et 
par  une  génératrice  voisine  A'C,  tourne  autour  de  AC  jusqu'à 
ce  que  A'C  vienne,  en  restant  sur  la  surface  cylindrique,  se 
confondre  avec  AC.  Cela  étant,  soii  BB'  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  surface  cylindrique;  la  sécante  BB',  qui 
unit  les  points  B  et  B'  où  la  courbe  rencontre  les  génératrices 
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AC  et  A'C,  reste  constamment  dans  le  plan  variable  ACA'C; 
d'ailleurs  cette  sécante  devient  la  tangente  BN  à  la  courbe  BB', 
lorsque  la  génératrice  mobile  A'C  vient  se  confondre  avec  AC, 
c'est-à-dire  lorsque  le  plan  variable  ACA'C  atteint  sa  position 
limite;  donc  ce  plan  limite  contient  la  tangente  BN.  Ainsi,  le 
plan  limite  considéré  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  où  ces 
courbes  rencontrent  la  génératrice  AC;  on  lui  donne  le  nom 
de  plan  tangent  suivant  la  génératrice  AC. 

La  génératrice  AC,  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  cette  courbe  rencontre  AC, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  généra- 
trice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  la  section 
droite  AA',  on  voit  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
plan  déterminé  par  Vaxe  et  par  la  génératrice  de  contact  ;  en 
effet,  le  plan  tangent  renferme  la  droite  AM  qui,  étant  à  angle 
droit  sur  AO  et  sur  AC,  est  perpendiculaire  à  leur  plan  CAOX. 

726.  On  appelle  cylindre  de  révolution  le  corps  compris 
entre  une  surface  cylindrique  et  deux  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  de  cette  surface,  ou,  en  d'autres  termes,  la  figure  en- 
gendrée parla  rotation  d'un  rectangle  AA'0'0  autour  d'un  de 
ses  côtés  00'  [fig.  387). 

La  surface  cylindrique  engendrée  par  le  côté  AA'  est  la 
surface  latérale  du  cylindre;  les  cercles  décrits  par  les  côtés 
OA  et  O'A'  en  sont  les  hases,  et  la  droite  00'  en  est  la  Jiau- 
teur. 

Fig.  387.  Fig.  388. 


\       " 

\b{i^ 

1     II 
1      II 

1     II      i 
1     ■'      ' 

\  III 

1    il     ' 

1  m 

,^'"*"1 

^  i            1 

.^ 

727.  En  construisant  un  prisme  droit,  de  même  hauteur  que 
le  cylindre,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit au  cercle  de  base  du  cylindre,  on  obtient  un  prisme  in- 
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scrit  OU  circonscrit  au  rvlindre  [Jig.  388).  Le  plan  do  oliaque 
face  latérale  du  prisme  circonscrit  est  tangent  au  cvlindre 
(725).  Si  le  polygojie  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle  de  base 
est  régulier,  le  prisme  inscrit  ou  circonscrit  au  cylindre  est 
régulier  (593). 

Considérons  un  cvlindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier  inscrit. 
l  L'aire  latérale  du  prisme  s'obtient  en  multipliant  le  périmètre  de  sa  base 
par  sa  hauteur  ((509).  Or,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  de  base,  le  périmètre  de  ce  [mlygone  tend  vers 
une  limite  fixe  et  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés 
tendent  vers  zéro  (290);  d'ailleurs,  la  hauteur  du  prisme  reste  constam- 
ment égale  à  la  hauteur  du  cylindre.  Donc  l'aire  latérale  du  prisme 
inscrit  tend  vers  une  limite  fixe  indépendante  de  la  loi  suivant  la(juelle 
les  côtés  de  sa  base  tendent  vers  zéro  :  ccst  cette  limite  que  l'on  appelle 
Paire  latérale  du  cylindre. 

Considérons  en  second  lieu  un  cylindre  de  révolution  et  deux  prismes 
réguliers  de  bases  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cylindre 
[fs;.  388).  Le  volume  du  cylindre  est  compris  entre  les  volumes  des  deux 
prismes.  Or,  ces  deux  prismes  ont  même  hauteur,  et  le  rapport  des  aires 
de  leurs  bases  a  pour  limite  lunité  (441),  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  côtés  croît  indéfiniment;  par  suite,  le  rapport  des  volumes  des  deux 
prismes  tend  vers  l'unité,  et  il  en  est  de  môme  à  fortiori  du  rapport  du 
volume  du  cylindre  au  volume  de  l'un  quelconque  de  ces  prismes.  Donc  le 
volume  d'un  cylindre  de  révolution  est  la  limite  commune  des  volumes 
des  prismes  réguliers  de  bases  se/nblables  inscrit  et  circo/zscrit  dont  on 
fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  faces. 

Vi  importe  de  remarquer  que  ce  dernier  énoncé  est  un  véritable  théo- 
rème, tandis  que  l'énoncé  de  l'alinéa  précédent  relatif  à  l'aire  n'est  qu'une 
définition.  • 

728.  Deux  cylindres  de  révolution  sont  dits  5e/7zA/rt6/^5,  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  rectangles  semblables,  c'est- 
à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les 
rayons  de  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

729.  L'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  me- 
sure le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur. 

L'aire  latérale  du  cylindre  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
prismes  réguliers  inscrits  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfi- 
niment. D'après  cela,  soient  S,  C,  H,  l'aire  latérale,  la  circon- 
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férence  de  base  et  la  hauteur  du  cylindre  considéré;  soient  s 
et/?  l'aire  latérale  et  le  périmètre  de  la  base  d'un  prisme  régu- 
lier inscrit.  On  a  (609) 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  du  prisme,  s  tend  vers  S  ei  p  vers  C;  on  a  donc,  à  la 


limite, 


Srrr^^C.H. 


Corollaires. 


730.  Si  R  est  le   rayon  du  cylindre,  on  a  C  =  2TrR  et,   par 

suite, 

S=:27rRH. 

En  ajoutant  à  cette  aire  latérale  les  aires  des  deux  bases  ou 
le  double  ^ttR'  de  l'aire  de  l'une  d'elles,  on  obtient,  pour 
l'aire  totale  T  du  cylindre, 

ï  =  2TrRH  H- 27rR^  r=  27rR  (R -f- H). 

731.  Soient  S,  S',  les  aires  latérales;  T,  T',  les  aires  totales; 
R,  R',  les  rayons  et  H,  H',  les  hauteurs  de  deux  cylindres  de 
révolution  semblables.  On  aura  (728) 

R        H        R  +  H 


R'  ~ 

H  " 

~  R  +  H' 

et, 

par  suite. 

S 
S' 

RH 
"RM' 

R 
~R'' 

H        H^ 
H'"H^~ 

R^ 

T_ 

R( 

R  +  H) 

_  R 

R  -fH 

H^ 

R^ 

R'(R'H-H  )  "R'  R'H-H'~  H'^  "~  R'  * 

V 

Donc,  les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cylindres  de  ré- 
ifolution  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
rayons  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs. 

SCOLTE. 

73^.  Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier 
inscrit  ABCDEFA'B'C'D'E'F'  [Jig.  389);  par  une  rotation  autour  de 
l'arête  BB'  amenons  la  face  ABB'A'  dans  le  prolongement  de  la  face 
BCC'B';  puis,  par  une  rotation  autour  de  CC,  amenons  les  deux  faces  déjà 
réunies  dans  le  pFolongement  delà  face  suivante  CDD'C,  et  ainsi  de  suite 
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jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces  latérales  du  prisme  soient  réunies  sur  le 
plan  (le  la  dernière  d'entre  elles  AFF'A'.  Dans  son  mouvement  autour  de 
l'arôte  BB',  le  côté  AB  reste  perpendiculaire  à  celte  arête;  il' se  place  donc 
sur  le  prolongement  de  CB;  de  môme,  la  droite  ABC,  formée  par  la  réu- 


Vi^.  390. 
A'i  B'i         C,  D',        E't  F'i        A\ 


I  1 


Aj  B,         C,  D,         E,  F,         A, 


nion  de  AB  et  de  BC,  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  DC,  etc. 
On  obtient  donc  finalement  sur  le  dernier  plan  un  rectangle  AjA^A'^A', 
i^o-  ^9^)  ^^"^  ^'^  liauleur  est  celle  du  prisme  droit  et  dont  la  base  est 
égale  au  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Ce  rectangle  est  le  dcvdoppemcnt 
de  l'aire  latérale  du  prisme. 

Si  le  nombre  des  cotés  du  prisme  régulier  inscrit  dans  le  cylindre  croît 
indéfiniment,  le  rectangle  A,  A^A'^  A',  conserve  la  même  hauteur,  et  la 
longueur  de  sa  base  A,  A,  tend  vers  la  circonférence  de  la  base  du  cy- 
lindre. Le  rectangle  limite,  qui  a  une  hauteur  égale  à  celle  du  cylindre  et 
une  base  égale  à  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  est  dit  le  dêvc- 
loppcmc/it  de  Taire  latérale  de  ce  cylindre. 

THÉORÈME. 

733.  Le  volume  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  liant eur. 

Le  volume  du  cylindre  est  la  limite  des  volumes  des  prismes 
réguliers  inscrits,  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
D'après  cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cylindre,  l'aire  de 
sa  base  et  sa  hauteur;  soient  t^  et />  le  volume  et  l'aire  de  la  base 
d'un  prisme  régulier  inscrit  au  cylindre;  on  a  (G2G) 

V=zbM. 

Mais  lorsque  le  nombre  des  faces  du  prisme  croît  indélini- 
ment,  v  tend  vers  V  et  6  vers  B  ;  on  a  donc,  à  la  limite, 


V  =  B.H. 
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Corollaires. 

734.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre  considéré,  on  a  Bz^ttR- 
et,  par  suite, 

V=:7rR  .H. 

735.  Soient  V,  V,  les  volumes,  R,  R',  les  rayons.  H,  H',  les 
hauteurs  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  on 
aura  (728) 

R       II 

R'  ~  H' 

et,  par  suite, 

V  _  R^H  _  /  R  Y'  JL  _  ^  _  iî! 
V~R'^H'"V1^V  *H'~~R'   ~H'^' 

Donc,  les  volumes  de  deux  cylindres  de  réuolulion  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons  ou  comme 
les  cubes  des  hauteurs. 

7*36.  Exemple. 

Pour  mesurer  les  liquides,  on  emploie  des  vases  ayant  la 
forme  de  cylindres  de  révolution  dont  la  hauteur  est  double 
du  diamètre:  calculer  d'après  cela  les  dimensions  du  litre. 

La  capacité  du  cylindre  dont  on  demande  la  hauteur  H  est 
I  décimètre  cube;  en  prenant  le  décimètre  pour  unité  de  lon- 

gueur,   et  en  remarquant  que  le  rayon  du  cylindre  est  y? 

on  a  la  relation 

i; 


'(?)■•»- 

1         ou        rr-  = 

l6 

on  en  déduit 

»=\7 

=  l'^'",720. 

Le  litre  est  donc  un  cylindre  dont  la  hauteur  a  172  milli- 
mètres, et  dont  le  rayon  a  par  suite  43  millimètres. 

§  II.  -  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

DÉFINITIONS.  * 

737.  On   appelle  surface  conique  de  révolution  la  surface 
engendrée  par  une  droite  GSG'  tournant  autour  d'une  droite 
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fixe  XSX'  qu'elle  rencontre  en  un  point  S,  et  à  laquelle  elle 
(v-,1  invariablement  liée  {Jig,  Siji). 


La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  d'axe  de  la  surface,  et  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  d'arête.  Le  point  S, 
qu'on  nomme  sommet,  sépare  la  surface  conique  en  deux  par- 
lies  indéfinies  qu'on  appelle  nappes. 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,  passant  par  un  point 
donné  S,  font  un  angle  donné  a  avec  une  droite  donnée  D,  est 
une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  point  S  pour  som- 
met et  pour  axe  la  parallèle  menée  à  D  par  le  point  S. 

Un  point  quelconque  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  (723).  Par  suite,  toutes  les  sections  faites  par 
des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  des  circonférences 
dont  le  lieu  des  centres  est  l'axe  lui-même.  Quant  aux  rayons 
OA,  0' A',  de  ces  cercles,  la  similitude  des  triangles  SOA,  SO'A', 
prouve  qu'ils  sont  proportionnels  aux  distances  SO,  SO',  de 
leurs  plans  au  sommet,  ou  encore  aux  portions  correspon- 
dantes SA,  SA',  de  la  génératrice  SGG'.  Leurs  aires  sont  donc 
proportionnelles  aux  carrés  des  mêmes  lignes. 

738.  Considérons  une  droite  fixe  XSX',  un  plan  P  passant 
par  un  point  S  de  cette  droite,  et  désignons  par  a  l'angle  de 
la  droite  et  du  plan,  ^'est-à-dire  l'angle  aigu  de  la  droite  SX 
avec  sa  projection  SA  sur  ce  plan  [fig.  392).  Par  le  point  S^  on 
peut  mener  dans  le  plan  P  (537)  deux  droites  SB,  SC,  faisant 
avec  SX  un  angle  aigu  donné  w.  Ces  deux  droites  sont  sy- 
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métriques  par  rapport  à  AA'.  Il  en  est  ainsi  tant  que  w  est  su- 
périeur à  a;  lorsque  w  devient  égal  ou  inférieur  à  a,  les  deux 
droites  se  réduisent  à  la  droite  unique  SA  ou  cessent  d'exister. 
D'après  cela,  un  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface 
conique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette  sur- 
face, ou  une  seule,  ou  enfin  n'a  de  commun  avec  la  surface 
que  le  sommet,  suivant  que  l'inclinaison  du  plan  sur  l'axe  est 
inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'angle  aigu  de  la  généra- 
trice avec  l'axe,  c'est-à-dire  au  demi-angle  au  sommet  de  la 
surface  conique. 


Fig.  395. 


Fie-  39: 


Dans  le  cas  où  le  plan  donné  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face qu'une  seule  génératrice  SA  {fg-  ^9^),  on  peut  le  consi- 
dérer comme  la  position  limite  d'un  plan  variable  qui,  passant 
par  la  génératrice  fixe  SA,  et  par  une  génératrice  voisine  SA', 
tourne  autour  de  SxV  jusqu'à  ce  que  SA'  vienne  se  confondre 
avec  SA.  On  voit  dès  lors,  par  un  raisonnement  identique  à 
celui  qu'on  a  fait  pour  le  cylindre  (725),  que  ce  plan  renferme 
les  tangentes  AM,  BN , . . .  à  toutes  les  courbes  AA',  BB' , . . . 
que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  A,  B,.  .  .,  où  la 
génératrice  SA  rencontre  ces  courbes.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  tangent  suivant  la  génératrice  SA. 

La  génératrice  SA  et  la  tangente  à  ur^  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  cette  courbe  rencontre  SA, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  géné- 
ratrice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  une  sec- 
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lion  AA'  perpendiculaire  à  l'axe,  cm  voit,  comme  pour  le  cv- 
lindre  (725),  que  le  pla/i  tangent  est  perpendiculaire  an  plan 
déterminé  par  l'axe  et  la  génératrice  de  contact. 

739.  On  nomme  cône  de  révolution  le  corps  engendré  par 
la  rotation  d'un  triangle  rectangle  SOA  autour  de  l'un  des 
côtés  SO  de  l'angle  droit  SOA  [fig.  3()4). 

La  surface  conique  engendrée  par  l'hypoténuse  SA  est  la 
surface  latérale  du  cône;  le  cercle  décrit  par  le  côté  OA  est 
la  hase,  la  droite  SO  est  la  hauteur,  et  Thypolénuse  SA  est  le 
côté  on  y  apothème  de  ce  cône. 

Fi{j.  39/1.  Fig.  395. 


740.  Si  l'on  coupe  une  surface  conique  de  révolution 
{fig>  394)  par  deux  plans  AB,  A'B',  perpendiculaires  à  l'axe  et 
situés  d'un  même  côté  du  sommet  S,  on  obtient  un  volume 
terminé  par  une  portion  de  la  surface  conique,  et  par  les  deux 
cercles  AB,  A'B'.  Ce  corps,  que  l'on  nomme  tronc  de  cône  de 
révolution  à  bases  parallèles,  est  la  différence  des  deux  cônes 
SAB,  SA'B'.  On  peut  encore  le  considérer  comme  engendré 
par  la  rotation  du  trapèze  rectangle  AOO' A',  autour  du  côté  00'. 
La  droite  00'  est  la  hauteur  ûw  tronc;  les  cercles  Ali,  A'B', 
en  sont  les  bases,  et  A  A'  en  est  le  côté  ou  V apothème. 

En  coupanl  une  surface  conique  de  révolution  par  deux  plans  AB, 
A,  B,,  perpendiculaires  à  l'axe,  mais  situés  de  part  el  d'autre  du  sommet  S 
[fi^-  394)  on  obtient  un  corps  qui  est  la  somme  des  deux  cônes  SAB, 
SA,B,.  Il  convient  dft-donner  encore  à  ce  corps  le  nom  de  tronc  de  cône; 
mais,  pour  le  distinguer  du  tronc  de  cône  proprement  dit,  que  nous  avons 
défini  dans  l'alinéa  précédent,  nous  l'appellerons  tronc  de  cône  de  seconde 
espèce  (650). 

IL  10 
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741.  En  conslruisanl  une  pyramide  de  nneme  sommet  que 
le  cône,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit 
au  cercle  de  base  du  cône,  on  obtient  une  pyramide  inscrite  ou 
circonscrite  au  cône  [fig>  SgS).  Le  plan  de  chaque  face  latérale 
de  la  pyramide  circonscrite  est  langent  au  cône.  Si  le  poly- 
gone de  base  est  régulier,  la  pyramide  inscrite  ou  circonscrite 
est  régulière. 

On  appelle  nirc  latérale  criui  cône  la  limite  de  l'aire  latérale  d'une 
pyramide  régulière  inscrite  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
On  légitime  cette  définition  en  montrant  que  la  limite  considérée  existe 
et  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  base  de  la 
pyramide  tendent  vers  zéro.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on 
a  employé  pour  le  cylindre  (727);  seulement,  tandis  que  la  hauteur  du 
prisme  inscrit  au  cylindre  reste  fixe,  l'apothème  de  la  pyramide  régulière 
inscrite  au  cône  est  variable  et  tend  vers  l'apothème  du  cône. 

On  démontre,  absolument  comme  dans  le  cas  du  cylindre,  que  le  volume 
dUin  cône  de  l'évolution  est  la  limite  comnmne  des  volumes  des  pyramides 
régulières  de  bases  semblables  inscrite  et  circonscrite  dont  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  faces. 

74-2.  Deux  cônes  de  révolution  sont  dits  semblables  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables, 
c'est-à-dire  lorsque  leui^s  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les 
rayons  des  bases. 

THÉORÈME. 

743.  L'aire  latérale  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  de  sa  hase  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

L'aire  latérale  du  cône  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
pyramides  régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croît 
indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S,  C,  A,  l'aire  latérale,  la 
circonférence  de  base  et  l'apothème  du  cône  considéré,  et  s, 
p,  a,  l'aire  latérale,  le  périmètre  de  la  base  et  l'apothème  d'une 
pyramide  régulière  inscrite.  On  a  (G40) 


s  =  p  .  -  a. 

^  2 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
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base  de  la  pyramide,  5  tend  vers  S,  p  vers  C,  a  vers  A;  on  a 
donc,  à  la  limite, 

S  =  C.-A. 
•1 

Corollaires. 

744.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  C  --^ttR 
et,  par  suite, 

Sr=7rRA. 

En  ajoutant  la  base  t.\\\  on  a,  pour  l'aire  totale, 
T  =  rRA  H- rR'=:  ttR  (  A -f- R). 

745.  En  raisonnant  comme  au  n"73l,  on  reconnaît  que  les 
aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  de  révolution  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  des 
apothèmes  ou  des  hauteurs. 

746.  Considérons  un  cône  de  révolution  et  une  pyramide  régulière 
inscrite  SABCDEF  [fg.  896)  ;  par  une  rotation  autour  de  Tarète  SB.  ame- 


Fig.  396. 


Fig.  397. 


nons  la  face  SAB  dans  le  prolongement  de  la  face  SBC;  puis  par  une  rota- 
tion autour  de  SC,  amenons  les  deux  faces  déjà  réunies  dans  le  prolonge- 
ment de  la  face  suivante  SCD;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
faces  latérales  de  la  pyramide  soient  réunies  dans  le  plan  de  la  dernière 
d'entre  elles  FSA.  On  obtiendra  ainsi  un  secteur  polygonal  régulier 
S,A,B,C,D,E,F,Aj  [fig.  897),  ayant  pour  rayon  l'arèle  de  la  pyramide 

10. 
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régulière,  c'est-à-dire  l'apothème  du  cône,  et  pour  base  une  ligne  brisée 
régulière  A,  B,  C,  D,  E,F|  A^  égale  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide. 
Si  le  nombre  des  côtés  de  la  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône 
croît  indéfiniment,  le  secteur  S,  A|B|C,D,  E,F,  A^  conserve  le  môme  rayon 
et  la  base  dégénère  en  un  arc  de  cercle,  ayant  une  longueur  égale  à  celle 
de  la  circonférence  du  cône.  Le  secteur  circulaire  S,A,  A,^  obtenu  est  dit 
le  développement  de  l'aire  latérale  du  cône.  Il  est  aisé  de  calculer  le 
nombre  n  de  degrés  contenus  dans  l'angle  AjSA^  de  ce  secteur  circulaire. 
A  étant  l'apothème  du  cône  et  R  le  rayon  de  sa  base,  on  a 

fi         arc  A,  A,       2t:R        ,.  ,  o.^  „  R 

57r-  =  — -—-7^  =  — T-7     d'où      ?i  =  36o°  -• 

Pour  A  =  aR,  on  a  //  =  180'',  de  sorte  que  le  développement  est  un 
demi-cercle.  Le  cône  correspondant  est  dit  équilatérnl ;  sa  section  par  un 
plan  passant  par  l'axe  SO  est  yn  triangle  équilatéral  SAD.- 

THÉORÈME. 

747.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à 
bases  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  demi- somme 
des  circonférences  de  base  par  son  apothème. 

L'aire  latérale  du  tronc  de  cône  ADD'A'  [Jig.  398)  est  la  dif- 
férence des  aires  latérales  des  cônes  SAD,  SA'D'.  Cela  posé,  in- 
scrivons dans  le  cône  SAD  une  pyramide  régulière  Sx\BCDEF;  le 
plan  A'D'  de  la  base  supérieure  du  tronc  de  cône  décomposera 
cette  pyramide  en  deux  parties  qui  seront,  Tune,  SA'B'C'D'ET', 
une  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône  SA'D',  l'autre, 
ABCDEFA'B'C'D'E'F',  un  tronc  de  pyramide  régulier  inscrit 
dans  le  tronc  de  cône  ADD'A'.  Or,  les  aires  latérales  des  cônes 
SAD,  SA'D',  étant  les  limites  des  aires  latérales  des  pyramides 
SABCDEF,  SA'B'C'D'E'F',  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  faces  croît  indéfiniment,  l'aire  latérale  du  tronc  de  cône 
sera  égale  à  la  limite  de  l'aire  latérale  du  tronc  de  pyramide 
régulier  inscrit.  Soient  5,  «,  p,  />',  l'aire  latérale,  l'apothème, 
et  les  périmètres  des  bases  du  tronc  de  pyramide;  soient  de 
même  S,  A,  C,  C,  l'aire  latérale,  l'apothème  et  les  circonfé- 
rences des  bases  du  tronc  de  cône;  on  aura  (G41  ) 

s^~'-{p+p')a. 

Mais,  à  la  limite,  lorsque  les  côtés  du  polygone  ABCDEF  ten- 
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(lenl  vers  zéro,  s  tend  v(M's  S,/?  vers  (],  f/  vers  C,  a  vers  A,  et 
l'on  a 

S:=^(C-hC)A. 

COROLLAIHES. 

748.  Si  R  el  IV  sont  les  rnyons  des  bases  du  tronc,  on  a 
C=r  2  7:K,  C  —  2rK'  et,  par  suite, 

S=r7:(K  +  ir)A. 

Fiy.  398.  Fi{j.  399. 


749.  Par  le  milieu  A,  du  colé  AA'  [fig.  Sç)^),  menons  un  plaiji. 
parallèle  aux  bases  du  tronc  de  cône;  le  rayon  A,0,  de  la  sec-  ' 
tion  circulaire  déterminée  par  ce  plan  est  parallèle  (505)  aux 
rayons  AO,  A'C,  des  bases,  et  par  suite  (427)  égal  à  la  demi- 
somme  de  ces  rayons.  Donc  la  circonférence  A.l).  est  la 
moyenne  arithmétique  des  circonférences  de  base,  et  l'on 
peut  dire  que  Vaire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution 

a  pour  mesure  le  produit  de  l'apotliènie  par  la  circonférence 
équidistante  des  deux  hases. 

Ce  dernier  énoncé  s'applique  aussi  au  cylindre  et  au  cône, 
car  la  circonférence  équidisianle  des  bases  est  égale,  dans  le 
cylindre,  à  celle  de  la  base,  et,  dans  le  cône,  à  la  moitié  de 
celle  de  la  base. 

•THÉORÈME. 

750.  Le  volume  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  buse  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Le  volume  du  cône  est  la  limite  des  volumes  des  pyramides 
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régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfini- 
ment. D'après  cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cône,  l'aire 
de  sa  base  et  sa  hauteur;  soient  v  et  ^  le  volume  et  l'aire  do 
la  base  d'une  pyramide  régulière  inscrite  dans  ce  cône.  On 

a (643) 

Mais  lorsque  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  croît  indéfi- 
niment, (^  tend  vers  Y  ei  b  vers  B;  on  a  donc,  à  la  limite, 

Corollaires. 

751.  Si  B  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  B  =  ttB^  et, 
par  suite, 

V  =  ^7tR=H. 


On  voit,  comme  au  n°  735,  que  les  volumes  de  deux  cônes 
de  révolution  semblables  sont  dans  le  rapport  des  cubes  des 
hauteurs  ou  des  rayions  des  bases. 

752.  Lorsqu'un  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  l'un  de 
ses  côtés  AB  (fig.  ^oo),  le  triangle  ABC  engendre  un  cône 


dont  le  volume  est  le  tiers  (n°'  733,  750)  de  celui  du  cylindre 
engendré  par  le  rectangle  ABCD.  Par  suite,  le  volume  engendré 
en  même  temps  par  le  triangle  ADC  est  les  deux  tiers  du  même 
cylindre.  Celle  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

THÉORÈME. 

753.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à  bases 
parallèles  est  égal  à  la  somme  des  volumes  de  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et  pour 
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bases,  le  premier  la  base  inférieure,  le  second  la  base  supé- 
rieure, et  le  troisième  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  bases  du  tronc. 

Considérons,  comme  au  n"  Ihl ,  un  tronc  de  pyramide  ré- 
gulier inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Les  volumes  des  L\cy\\ 
pyramides  dont  ce  tronc  de  pyramide  est  la  différence  ayant 
respectivement  pour  limites  les  volumes  des  deux  cônes  dont 
le  tronc  de  cône  proposé  est  la  différence,  on  aura  le  volume 
de  ce  tronc  de  cône  en  prenant  la  limite  du  volume  du  tronc 
de  pyramide.  D'après  cela,  soient  V,  b,  B,  II,  le  volume,  les 
bases  et  la  hauteur  du  tronc  de  cône,  c^,,  b„  B,,  le  volume  et  les 
bases  du  tronc  de  pyramide  inscrit;  on  aura  (GV8) 

c^.  =  |(B, -f-^.-hV^BT^,). 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  tronc  de  pyramide  croît 
indéfiniment,  v^  tend  vers  V,  6,  vers  6,  B,  vers  B;  et  l'on  a,  à 
la  limite,  la  formule 

y=y(B-f-/;-f-v^), 

dont  l'énoncé  ci-dessus  n'est  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire. 

Corollaires. 

754.  Si  U  est  le  rayon  de  la  base  inférieure  B,  et  rie  rayon 
de  la  base  supérieure  b,  on  a  B  =  ttR^  b  =  T.r^  et,  par  suite, 

755.  Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  au  tronc  de  seconde  es- 
pèce; il  faut  seulement  substituer  le  mot  somme  au  mot  différence,  et 
remarquer  que  le  tronc  de  pyramide  inscrit  correspondant  étant  de  se- 
conde espèce,  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  c,  doit  avoir  le 
signe  —  (650 ).  On  obtient  ainsi  pour  le  volume  du  tronc  de  cône  de 
seconde  espèce  la  formule 

V  =  y  (B  +  ^-v/bT;)  =  ^  (R^-,-^-  R,). 
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756.  Parfois  dans  la  pratique,  notamment  pour  le  cubage 
des  troncs  d'arbres  non  équarris,  les  bases  diffèrent  assez 
peu  pour  qu'on  puisse  assimiler  sans  inconvénient  le  cône 
tronqué  à  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc 
et  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  à  égale  distance  des 
deux  bases.  L'erreur  commise  est  d'ailleurs  facile  à  évaluer; 
en  retranchant  le  volume  cylindrique 

2  )  f  =  71  H  { 1    5 


du  cône  tronqué  dont  le  volume  est  donné  par  la  formule  (i 
on  trouve 


5"'(- 


L'erreur  commise  est  donc  égale  au  volume  d'un  cône  ayant 
pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour  rayon  de  sa  base  la 
demi-différence  des  rayons  des  bases  du  tronc. 

Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (2)au  cubage  d'un  tronc 
d'arbre,  il  convient  de  la  préparer  de  la  manière  suivante  : 
soit  C  la  longueur  de  la  circonférence  moyenne  que  l'on  évalue 
au  moyen  d'un  cordon  métrique,  le  rayon  de  cette  circonfé- 
rence sera  —^  et,  par  suite,  le  volume  cherché 

2,77 

ttHD       ho 


Ainsi,  supposons  qu'on  ait  trouvé  i'",8o  pour  la  circonfé- 
rence moyenne  et  6'",5o  pour  la  hauteur,  on  aura  pour  le  vo- 
lume 

6,5  X  (1,8)- _  6,5  x(o,9)-_„ 

757.  La  question  du  jaugeage  des  tonneaux  se  rattache  à  la 
HK^sure  du  tronc  de  cône. 

En  considérant  le  tonneau  {/ig.f[oi)  comme  la  somme  de 
deux  troncs  de  cône  identiques  opposés  par  leur  grande  base, 
on  aurait  la  formule 

V=r:^7TH(R=-f  /M-Rr), 
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(Inns  laquelle  II  est  la  hauieur  totale  du  double  ironc,  /•  le  rayon 
du  fond  A  A',  et  K  le  rayon  de  la  grande  base  BB'  à  laiiuelle 

Fig.  4oi. 


Av' 

1 

■^ 

/' 

y' 

1 
1 

1 

-, 

Vh- 

^^ 

on  donne  le  nom  de  bouffe.  Mais  cette  formule  donne  un  ré- 
sultat trop  faible,  car  on  néglige  deux  fois  le  volume  engendré 
par  la  rolalion  du  segment  AMB  compris  entre  la  droite  AB 
ei  l'arc  AMB.  En  remplaçant  dans  la  parenthèse  \\r  par  H%  on 
obtient  une  formule 

qui  donne  au  contraire  un  résultat  trop  fort.  La  formule  qui 
s'adapte  le  mieux  à  la  forme  générale  des  tonneaux  est  la  sui- 
vante (*)  : 

V  =  ^  TT  H  [2 R^  +  /■=  -  ^  (R^  -  r^)  I . 


Pour  II  =  G'", 756,  R  =  0^,345,  r—  o'^,3o5,  la  première  for- 
mule donne  25o  litres,  la  seconde  2G1  et  la  troisième  254. 
Enfin,  nous  signalerons  la  formule 

V  =  0,620.0% 

qui  permet  de  jauger  les  tonneaux  ordinaires  d'une  manière 
très-rapide  et  suffisamment  approchée,  en  mesurant  seule- 
ment la  diagonale  BA'  =  1)  qui  va  du  trou  B  ou  horule  au  point 
le  plus  bas  A'  de  l'un  des  fonds.  .Les  jauges  diagonales  sont 
surtout  employées  dans  les  octrois.  En  calculant  d'avance,  à 
l'aide  de  la  formule  précédente,  les  valeurs  de  V  qui  répondent 
aux  diverses  valeurs  de  I)  et  inscrivant  ces  valeurs  sur  la  tige 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XL\  lU,  p.  (jG. 
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de  fer  que  l'on  introduit  dans  ie  tonneau,  on  obtient  la  capa- 
cité du  fut  par  une  simple  lecture. 

Pour  comparer  cette  dernière  formule  avec  la  précédente, 
il  suffit  d'observer  que  l'on  a  dans  le  triangle  rectangle  BA'I, 

BÂ=:Â^Ï+m'      ou      D'-=yR^-h{R-\-rY; 

4 

on  trouverait  ainsi  257  litres  pour  la  contenance  du  tonneau 
déjà  considéré. 

§  III.  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LA  SPHÈRE. 

DÉFIMTIONS. 

758.  On  appelle  surface  spliérique  la  surface  engendrée  par 
la  rotation  d'une  demi-circonférence  ABA'  autour  du  diamètre 
AA'  qui  la  termine  [Jîg.  ^01). 


Dans  ce  mouvement,  tout  point  de  cette  demi-circonférence 
décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l'axe  de  rotation 
AA'  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  sphère  est  le  corps  limité  par  une  surface  sphérique.  On 
confond  souvent  dans  le  discours  les  mots  sphère  et  surface 
spliérique,  de  même  qu'en  Géométrie  plane  on  dit  parfois 
cercle  pour  circonférence  de  cercle. 

759.  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  du  demi- 
cercle  ABA'  autour  du  diamètre  AA',  et  un  point  quelconque 
de  l'espace.  Quand  le  demi-cercle  générateur  vient  se  placer 
sui/aruAGA'  dans  le  plan  déterminé  par  AV  et  par  le  point 
considéré,  il  peut  se  faire  que  ce  point  soit  comme  E  à  Tex- 
lérieur  du  cercle  ACA',  ou  comme  1  à  l'intérieur,  ou  enfin 
comme  M  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Dans  le  premier 
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cas,  le  point  E  est  extérieur  à  la  sphère,  et  sa  distance  au 
centre  0  du  cercle  ACB  est  plus  grande  que  le  rayon  11  de  ce 
cercle;  dans  le  second  cas,-  le  point  l  est  intérieur  à  la  sphère 
et  la  dislance  01  est  moindre  que  R;  enfin  dans  le  troisième 
cas,  le  point  M  est  sur  la  surface  sphérique  et  la  dislance  OM 
est  égale  à  R. 

La  surface  sphérique  peut  donc  être  encore  définie  le  lieu 
géométrique  des  points  équidistants  d'un  point  fixe. 

Ce  point  fixe  0  est  dit  le  centre  de  la  sphère.  On  nomme 
rayon  toute  droite,  telle  que  OA  ou  OM,  menée  du  centre  0 
à  la  surface;  tous  les  rayons  d'une  même  sphère  sont  égaux. 
On  nomme  diamètre  toute  droite,  telle  que  MN,  passant  par 
le  centre  et  limitée  à  la  surface  sphérique;  tous  les  diamètres 
d'une  même  sphère  sont  égaux,  car  chacun  d'eux  est  la  somme 
de  deux  rayons. 

Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égales. 

760.  La  définition  donnée  au  n"  111  pour  la  tangente  aux 
courbes  planes  s'étend  aux  courbes  de  l'espace.  Il  est  aisé  de 
voir  d'après  cela,  que  la  tangente  MT  à  une  courbe  quel- 
conque AMB  tracée  sur  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  OM  mené  au  point  de  contact.  En  effet  [fi  g-*  4^3), 

Fig.  /|o3. 


prenons  sur  la  courbe  AMB  un  point  M'  voisin  du  point  M, 
menons  la  sécante  MM' S  et  joignons  le  centre  0  au  milieu  I 
de  la  corde  MM'.  Le  triangle  MOM'  étant  isocèle,  la  droite  01 
est  perpendiculaire  sur  MM'.  Or,  lorsque  la  sécante  MM'S 
tourne  autour  du  point  M  de  manière  à  devenir  à  la  limite  la 
tangente  MT,  le  point  I  milieu  de  MM'  se  réunit  au  point  M  en 
même  temps  que  le  point  M'.  L'angle  OMT,  position  limite  de 
l'angle  droit  OIS,  est  donc  lui-même  un  angle  droit. 

761.  On  appelle  angle  de  f/^wjccoM/'ôe*  passant  par  un  même 
point  de  l'espace,   l'angle  de   leurs   tangentes   en  ce  point. 
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Donc,  / 'angle  de  deux  combes  tracées  sur  la  sphère  est  égal  à 
l'angle  des  plans  menés  respectivement  par  le  centre  de  la 
sphère  et  parles  tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun; 
car  ces  tangentes  étant  perpendiculaires  au  rayon  qui  aboutit 
au  point  commun  (760),  leur  angle  mesure  précisément  le 
dièdre  des  deux  plans  considérés. 

THÉORÈME. 

762.  Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle. 

En  effet,  les  points  de  la  section  sont,  puisqu'ils  appartien- 
nent à  la  sphère,  situés  à  la  même  distance  du  centre  de  celte 
sphère;  or,  on  sait  (  92,  527)  que  le  lieu  des  points  d'un  plan 
équidistants  d'un  point  fixe  est  une  circonférence  de  cercle. 

Corollaires. 

763.  Si  le  point  Hxe  0,  qui  est  ici  le  centre  de  la  sphère 
(fig.  4o4)j  est  situé  dans  le  plan  sécant,  ce  point  est  le  centre 
même  de  la  section  ACB  dont  le  rayon  ne  diffère  pas  de  celui 
de  la  sphère. 

Si  le  point  fixe  0  est  extérieur  au  plan  sécant,  le  centre  1 
de  la  section  DEF  est  la  projection  du  centre  0  de  la  sphère 
sur  le  plan  sécant  (527).  Quant  au  rayon  OE  --  r  de  la  section, 
c'est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OIE  dont 
l'hypoténuse  OE  est  le  rayon  R  de  la  sphère  et  dont  l'autre 
côté  de  l'angle  droit  01  est  la  dislance  r/  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  sécant.  Ce  rayon  r  résulte  donc  de  la  formule 

r'z=zK'—d\ 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  les  sections  planes  de  la  sphère 
en  deux  classes  :  les  grands  cercles^  dont  les  plans  passent 
par  le  centre  de  la  sphère  et  qui  sont  tous  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  tous  pour  rayon  le  rayon  de  la  sphère;  et  les 
petits  cercles,  dont  les  plans  ne  contiennent  pas  le  centre  de 
la  sphère,  et  dont  les  rayons,  inférieurs  à  celui  de  la  sphère, 
décroissent  à  mesure  que  leurs  plans  s'éloignent  du  centre  de 
la  sphère.  Deux  petits  cercles  également  éloignés  du  centre  de 
la  sphère  sont  égaux,  et,  de  deux  petits  cercles  inégalement 
éloignés  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  grand  est  celui  qui  est 
le  plus  voisin  de  ce  centre. 
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Ajoutons  qu'il  faut  trois  points  de  la  surface  sphérique  pour 
délerniiner  un  peiil  cercle  (  JIG,  482),  tandis  que  deux  points 
suffisent  pour  déterminer  un  grand  cercle,  attendu  que  le 
centre  est  connu  (481);  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  les 
deux  points  donnés  ne  doivent  pas  être  en  ligne  droite  avec  le 
centre  de  la  sphère,  sans  quoi  le  plan  du  grand  cercle,  assu- 
jetti seulement  à  passer  par  un  diamètre,  pourrait  occuper  une 
infinité  de  positions  (481  ). 

Fiff.  /lo.i 


7G4.  7 ont  ^vand  cercle  divise  la  surface  sphérique  et  la 
sphère  en.  deux  parties  égales.  Car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  parties,  on  les  applique  sur  la  base  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  dans  le  même  sens,  les  deux  surfaces 
coïncideront,  sans  quoi  tous  les  points  de  la  surface  sphérique 
ne  seraient  pas  à  la  môme  distance  du  centre. 

7Go.  Deux  grands  cercles  APBP',  ABC  [fig.  4o^)»  se  divisent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  car  le  centre  0  de  la 
sphère,  appartenant  à  la  fois  aux  plans  de  ces  deux  cercles, 
est  situé  sur  leur  intersection  commune,  qui  dès  lors  est  un 
diamètre. 

76G.  L  ne  droite  ne  peut  couper  la  surface  sphérique  en 
plus  de  deux  points.  Car  cette  droite  ne  saurait  avoir  plus  de 
deux  points  communs  avec  la  circonférence  de  grand  cercle, 
située  dans  le  plan  déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  de 
la  sphère. 

7G7.  La  sphère  est  de  révolution  autour  d'un  diamètre 
quelconque  AB.  Car  la  circonférence  ACB  déterminée  par  un 
plan  quelconque  passant  par  AB,  ayant  même  centre  0  et 
même  rayon  OA  que  la  sphère,  engendrera  évidemment  cette 
surface  en  tournant  autour  de  AB  {/ig./\o5). 
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768.  On  nomme  pôles  d'un  cercle  de  la  sphère  les  exiré- 
milés  du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle. 

Deux  cercles  DFE,  ACB  {fig.  4o6),  dont  les  plans  sont  pa- 
rallèles, ont  les  mêmes  pôles  P  et  P'. 

Le  centre  I  d'un  cercle  quelconque  DE,  s,es  pôles  P  et  P',  et 
le  centre  0  de  la  sphère  sont  sur  une  môme  perpendiculaire 
au  plan  de  ce  cercle. 

Tout  grand  cercle  PFCP'  passant  par  les  pôles  P  et  P'  d'un 
cercle  DFE  a' son  plan  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 
puisqu'il  contient  la  droite  PP'  qui  est  perpendiculaire  à  ce 
dernier  plan. 

THÉORÈME. 

769.  Tous  les  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  DFE  de 
la  sphère  sont  à  égale  distance  de  chacun  des  pôles  P  et  P'  de 
ce  cercle. 

Fi{j.  /joC. 


En  effet,  la  droite  PI,  qui  joint  le  pôle  P  au  centre  I  du 
cercle  DFE,  étant  perpendiculaire  au  plan  DFE,  les  droites 
PD,  PF,  PE,...,  sont  des  obliques  qui  s'écartent  également  du 
pied  1  de  la  perpendiculaire  et  qui,  par  suite,  sont  égales. 

On  voit  encore  que  les  arcs  de  grand  cercle  PD,  PF,  PE,..., 
sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  cercle  considéré  DFE  devient  un 
grand  cercle  ACB,  la  même  propriété  subsiste;  mais  les  angles 
droits  PO  A,  POC,  POB,...,  ayant  leurs  sommets  au  centre  des 
grands  cercles  PAP',  PCP',  PBP^.  . .,  les  arcs  PA,  PC,  PD,..., 
sont  tous  égaux  au  quart  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

SCOLIE. 

770.  Des  deux  pôles  P  et  P'  d'un  petit  cercle  DFE,  nous  ne 
considérerons  désormais,  à  moins  d'avertissement  contraire, 
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que  le  pôle  P  qui  est  le  plus  rapproché  duplan  de  ce  cercle. 
Nous  donnerons  à  la  dislance  rectiligne  PD,  qui  sépare  le 
pôle  P  d'un  point  quelconque  D  du  cercle  DFE,  le  nom  de 
ilistance  polaire  de  ce  cercle,  et  à  la  longueur  de  l'arc  de  grand 
cercle  PD,  qui  va  du  pôle  à  un  point  quelconque  D  du  cercle 
DFE,  le  nom  de  rayon  sphérique  de  ce  cercle. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  au  quart  de  la 
circonférence  de  ce  cercle  ou  à  un  quadrant,  et  sa  distance 
polaire  est  égale  à  la  corde  de  cet  arc,  c'est-à-dire  au  côté  du 
carré  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

771.  Le  théorème  précédent  permet  de  tracer  des  circonfé- 
rences sur  une  sphère  solide  comme  on  les  trace  sur  un  plan. 
On  emploie  à  cet  effet  un  compas  à  branches  courbes,  afin  de 
ne  pas  être  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  On  donne  au 
compas  une  ouverture  (distance  des  deux  pointes)  égale  à  la 
distance  polaire  voulue,  et  l'on  place  la  pointe  sèche  au  point 
choisi  pour  pôle  ;  l'autre  pointe  décrit  alors  le  cercle  demandé. 

Pour  décrire  un  grand  cercle,  il  faut  avoir  sa  distance  po- 
laire, c'est-à-dire  la  corde  d'un  arc  égal  au  quart  d'un  grand 
cercle;  ce  qui  exige  la  connaissance  du  rayon  de  la  sphère. 

THÉORÈME. 

772.  L'angle  APB  de  deux  arcs  de  grand  cercle  PAP',  PBP', 
a  pour  mesure,  soit  l'arc  de  grand  cercle  AB  décrit  de  son  som- 
met P  comme  pôle  et  compris  entre  ses  côtés,  soit  le  plus 
petit  arc  de  grand  cercle  ppi  qui  unit  les  pôles  de  ses  côtés 

{fis-  407  )• 

En  effet  : 

1"  Les  arcs  PA,  PB,  étant  des  quadrants,  les  angles  POA, 
POB,  sont  droits,  et  l'angle  AOB  est  l'angle  plan  qui  mesure 
l'angle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  grands  cercles. 
iJVfais  (761)  cet  angle  dièdre  est  égal  à  l'angle  APB  des  deux 
arcs  de  grands  cercles,  et  l'angle  au  centre  AOB  a  pour  mesure 
l'arc  AB  ;  donc  l'arc  AB  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  APB. 

2°  Prenons  sur  la  circonférence  ABC,  à  partir  des  points  A 
et  B,  dans  le  même  sens,  deux  arCs  \p  et  B/?,,  égaux  à  un 
quadrant;  l'arc  ppi  est  évidemment  égal  à  l'arc  AB,  et,  pour 
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justifier  le  second  énoncé  du  théorème,  il  suffit  de  prouver 
que  p  ex  Pi  sont  les  pôles  des  cercles  PAP',  PBP'.  Or,  la  droite 
Oy^,  perpendiculaire  à  OA,  puisque  l'arc  Ap  est  un  quadrant, 

Fig.  407. 
1» 


et  perpendiculaire  à  OP,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  ABC,  est 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PAP';  p  est  donc  le 
pôle  de  ce  grand  cercle.  De  même,  /?i  est  le  pôle  du  grand 
cercle  PBP'. 

Nous  avons  dit  que  nous  portions  les  arcs  Ap  et  B/;,  dans 
le  même  sens,  à  partir  de  leurs  origines  respectives  A  et  B  ;  si 
on  les  portait  l'un  dans  un  sens  et  l'autre  en  sens  contraire, 
l'arc  ppi  serait  le  supplément  de  l'angle  des  deux  grands 
cercles.  Il  y  a  donc  une  précaution  à  prendre  dans  l'applica- 
tion du  Second  énoncé.  Il  faut  considérer,  pour  l'un  des  grands 
cercles  PAP',  le  pôle  y?  qui  est  du  même  côté  que  le  demi- 
cercle  PBP'  et,  pour  l'autre  grand  cercle  PBP',  le  pôle/>,  qui 
n'est  pas  du  même  côté  que  le  demi-cercle  PAP'. 

Corollaires. 
773.  Le  lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  incli- 
nés d'un  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné,  se  compose 
de  deux  cercles  dont  les  pôles  se  confondent  avec  ceux  du 
grand  cercle  donné.  Le  rayon  spliérique  de  ces  cercles  est 
égal  à  l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  donné. 

77^.  Pour  que  deux  grands  cercles  se  coupent  à  angle 
droit,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  renferme  le  pôle  de 
l'autre. 

775.  Deux  grands  cercles  APC,  BPD  {fg.  407),  forment  en 
se  coupant  au  point  P  quatre  angles  A  PB,  BPC,  CPD,  DPA  ;  les 
angles  adjacents  APB,  BPC,  sont  supplémentaires,  les  angles 
opposés  parle  sommet  APB,  CPD,  sont  égaux. 
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THÉORÈME. 

77G.  Tout  plan  AB  perpendiculaire  à  l 'extrémité  d 'un  ru)  on 
OC  est  tangent  à  la  spitère,  et  réciproquemenl  tout  plan  AB 
tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
OC  mené  au  point  de  contact  C  {Jig'  4^8). 

Fij.  /)08. 


On  dit  qu'un  plan  AB  csl  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
avec  celle  surface  qu'un  point  commun  C,  qu'on  nomme  point 
de  contact. 

Cela  posé,  soil  AB  un  plan  perpendiculaire  à  l'exlrémilé 
d'un  rayon  OC.  D  élanl  un  poinl  quelconque  de  ce  plan,  aulre 
que  C,  01)  sera  oblique  à  ce  plan  el  l'on  aura  OD]>OC,  de 
sorle  que  le  poinl  D  sera  exlérieur  à  la  spiière.  Le  plan  AB 
n'ayani  d'après  cela  que  le  point  C  commun  avec  la  surface 
sphérique,  sera  langent  à  celle  surface. 

Inversement,  si  AB  est  un  plan  langent  à  la  sphère  au 
poinl  C,  loul  poinl  D  de  ce  plan,  autre  que  C,  sera  extérieur  à 
la  sphère,  et  l'on  aura  OD;>OC;  donc  OC  élanl  la  plus  courte 
dislance  du  centre  0  au  plan  AB,  sera  perpendiculaire  sur  ce 
plan. 

Corollaires. 

777.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  sphérique^  on  peut  tou- 
jours mener  un  plan  tangent  à  celte  surface,  et  l'on  ne  peut 
en  mener  qu'un  (  5:M  ). 

778.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  (]  contient  les 
tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  la  surface  sphérique  (7G0,  523). 

779.  Considérons  une  sphère  0  et  un  point  extérieur  S 
(y^&- 409)-  Par  la  droite  OS,  menons  un  plan  quelconque  qui 
déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle  PAP',  ei  menons 

IL  ,1 
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par  S  une  langenie  S\  à  ce  cercle.  Pendant  que  le  demi- 
r.eicle  PAP'  en  lournanl  autour  de  l'axe  SO  engendre  la 
sphère,  la  tangente  SA  engendre  un  cône  de  révolution  quia 
en  commun  avec  la  sphère  le  cercle  AB  décrit  par  le  point  A. 
De  plus,  en  tout  point  M  de  ce  cercle,  le  cône  et  la  sphère  ont  le 

Fijj.  /,of). 


même  plan  tangent;  caria  génératrice  SM  et  la  tangente  MT 
au  cercle  AB,  qui  déterminent  le  plan  longent  au  cône  (738  j, 
sont  situées  l'une  et  l'autre  (778)  dans  le  plan  langent  à  la 
sphère.  On  dit  d'après  cela  que  le  cône  est  circonscrit  à  la 
sphère  et  que  la  sphère  est  inscrite  au  cône  le  long  du  cercle 
commun  AB. 

II  suit  encore  de  là  (|ue  par  an  point  extérieur  S,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère  0,  et  que 
toutes  les  tcuigentes  SA,  SM,  SB,...,  à  la  sphère ,  issues  du 
même  point  S,  sont  égales. 

Si  le  point  S  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  PP',  le  cône 
dégénère  en  un  cylindre  circonscrit,  et  le  lieu  des  points  de 
contact  delà  sphère  et  de  ce  cylindre  de  révolution,  devient  le 
grand  cercle  perpendiculaire  à  la  direction  PP'  des  généra- 
trices du  cylindre. 

THÉORÈME. 

780.  L'intersection  de  deux  sphères  A  et  B  est  une  circon- 
férence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  AB  des  deux  sphères  et  dont  le  centre  est  sur  cette 
ligne  {fig.^io). 

Car,  cette  intersection  n'est  autre  que  la  circonférence 
engendrée  par  la  rotation  autour  de  AB  du  point  C  commun 
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aux  deux  circonférences  suivant  lesquelles  les  deux  sphères 
sont  coupées  par  un  plan  quelconque  passant  par  AB. 


SCOLIE. 

781.^  Lorsque  deux  sphères  n'ont  qu'un  point  commun,  on 
dit  qu  elles  sont  tangentes  en  ce  point  qu'on  nomme  point  de 
contact;  le  point  de  contact  est  situé  sur  la  ligne  des  centres 
et  en  ce  point  les  sphères  ont  le  même  plan  tangent. 

Les  positions  relatives  de  deux  sphères  sont  au  nombre  de 
cmq  (120);  D  désignant  la  distance  des  centres  et  K  et  r  les 
rayons,  on  a  : 

D  >  K  4-  ,', 

si  les  deux  sphères  sont  extérieures; 

si  les  deux  sphères  se  touchent  extérieurement; 

ll-f-/>J)>K  — r, 
si  les  deux  sphères  se  coupent; 

D  =  1{  -  r, 
si  les  deux  sphères  se  touchent  intérieurement  ; 

si  l'une  des  sphères  est  intérieure  à  l'autre. 
Les  réciproques  sont  vraies. 

THÉORÈME. 
782.  Par  quatre  points  \,  B,  C,  D,  jwn  situés  clans  un  m^^me 
plan,  on  peut  faire  passer  une  surface  sp/iérique,  mais  une 
seule  [fi^.  f^ii). 

Il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  môme  distance  des  quatre  points  A,  B,  C,  D. 
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Or,  tout  point  équidistnnt  de  A,  lî,  C,  D,  doit  se  trouver  sur 
la  perpendiculaire  FH  élevée  au  plan  ABC  par  le  centre  F  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisque  celte  perpendicu- 
laire est  le  lieu  des  points  équidistanls  de  A,  B,  C,  (5*27);  il 
doit  aussi  appartenir  à  la  perpendiculaire EG  élevée  au  plan  ACD 
par  le  centre  E  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACD.  Comme 
deux  droites  FH,  EG,  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun, 
on  voit  d'abord  qu'il  ne  saurait  jamais  exister  qu'un  seul  point 
équidistant  de  A,  B,  C,  D.  En  second  lieu,  un  tel  point  existe 
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toujours  si,  conformément  à  l'hvpothèse,  les  points  A,  B,  C,  D, 
ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  En  effet,  le  plan  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  AC  étant  le  lieu  des  points 
équidistanls  de  A  et  de  C,  doit  contenir  EG  et  FH;  d'ailleurs, 
les  deux  droites  KF  et  KE,  suivant  lesquelles  il  rencontre  les 
plans  ABC  et  ADC,  se  coupent,  puisque  les  plans  ABC  et  ADC 
sont  distincts;  donc  les  deux  droites  EG  et  FH,  étant  situées 
dans  un  môme  plan  EKF,  et  étant,  dans  ce  plan,  perpendicu- 
laires à  deux  droites  KF  et  KE  qui  se  coupent,  ont  un  point 
commun  O.qui  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Corollaires. 

783.  Deux  sphères,  qui  ont  quatre  points  communs  non 
situés  dans  un  môme  plan,  coïncident. 

784-.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacune  de  ces 
faces,  se  coupent  en  un  môme  point. 

PROBLÈME. 
785.   Trouver  le  rayon  cVune  sphère  solide  (fig.  4^2 }. 
\\  existe  plusieurs  solutions  de  ce  problème;  voici  la  meil- 
leure. 
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D'un  point  P  de  la  surface  spliôrique  comme  pôle,  avec  une 
ouverture  de  compas  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ABC.  On 
relève  avex  le  compas  les  trois  dislances  reclilignes  AB,  BC, 
CA,  et  l'on  construit  sur  le  pa])ier  un  triangle  abc  ayant  pour 
côtés  ces  trois  longueurs.  On  détermine  le  centre  i  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  nbc^  et  la  droite  ai  est  égale  au  rayon  AI 

Fig.  4 12. 
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du  cercle  ABC.  Dès  lors,  si  du  point  a  comme  centre  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  celle  qui  a  servi  à  déciire  le  cercle 
ABC  sur  la  sphère,  on  décrit  un  petit  arc  de  cercle  jusqu'à  la 
rencontre  p  de  la  perpendiculaire  pip'  élevée  en  /  sur  ai,  on 
forme  un  triangle  api  égal  à  API,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  élever 
la  perpendiculaire  ap'  sur  ap  j)Our  avoir  en  pp'  le  diamètre 
PP'  de  la  sphère. 

Pour  obtenir  des  résultats  précis  lorsqu'on  n'a  à  sa  disposi- 
tion qu'une  portion  de  sphère,  il  faut  :  choisir  le  point  P  à  peu 
près  au  milieu  de  la  portion  de  surface  dont  on  dispose; 
prendre  une  distance  polaire  PA  aussi  grande  que  possible,  et, 
enfin,  dans  tous  les  cas,  choisir  les  points  A,  B,  C,  sur  le  cercle 
ABC,  de  telle  sorte  que  le  triangle  ABC  soit  à  peu  près  équila- 
léral. 

SCOLIE. 

786.  On  emploie  souvent  pour  déterminer  le  rayon  d'une 
sphère  solide  un  instrument  spécial,  qui  est  décrit  dans  les 
Traités  de  P/i)  si  q  ue  ci(\u  on  nomme  Sphéromèlre.  Cet  instru- 
ment fait  connaître  le  rayon  AI  =  rdu  cercle  ABC,  et  la  flèche 
PI  =  A.  La  construction  graphique  plane  reste  la  même;  seu- 
lement, au  lieu  de  déterminer  le  point  p  à  l'aide  d'un  arc  de 
cercle  décrit  du  pointa,  on  prend  ip  =  h.  Mais,  dans  ce  cas, 
on   préfère  le  calcul  à  la  construction  graphique;  B  étant  le 
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rayon  inconnu  de  la  sphère,  le  triangle  rectangle  PAP'  donne 

Âi'  =  IP.IP'     ou     i'  =  h{i^  -h), 
d'où  l'on  déduit 

PROBLÈME. 

787.  Tracer  sur  la  sphère  un  grand  cercle  passant  par  deux 
points  donnés  A  e/  B  {Jig,  4^3)- 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or,  la  distance  de  ce  pôle  P  à  chacun  des  points  A  et  B  est 
égale  à  la  corde  du  quadrant  (770);  on  l'obtiendra  donc  en 
décrivant  successivement  deux  arcs  de  cercle,  des  points  A 
et  B  comme  pôles,  avec  une  distance  polaire  égale  à  la  corde 
du  quadrant. 

Fig./,,3.  Fig.  /^,/i. 


PROBLÈME. 

788.  Mener  par  un  point  donné  A  sur  la  sphère,  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire   à  un  grand   cercle   donné   BP 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or,  ce  pôle  P  doit  se  trouver  sur  le  cercle  BP  (774),  et  être  à 
une  distance  du  point  A  égale  à  la  corde  du  quadrant.  On  l'ob- 
tiendra donc  en  décrivant,  du  point  A  comme  pôle,  avec  une 
dislance  polaire  égale  à  la  corde  du  quadrant,  un  arc  de  cercle 
qui  rencontre  en  P  le  cercle  donné  BP. 

§  IV.  -  AIRE  DE  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

789.  On  appelle  zone  la  portion  de  la  surface  sphérique 
comprise  entre  deux  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles.  Ces 
cercles  sont  les  bases  de  la  zone  et  la  distance  de  leurs  plans 
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est  sa  hauteur.  Ainsi,  tandis  que  la  demi-circonférence  PAlîP' 
engendre  une  sphère  en  tournant  autour  du  diamètre  VV 
(Jîi^: /\i5),  l'arc  AB  décrit  une  zone  dont  les  bases  sont  les 
cercles  AC  et  BD  décrits  par  les  points  A  et  B,  et  dont  la  hau- 
teur est  la  projection  ('.!)  do  l'arc  AB  sur  l'axe  PP', 

rij.  /iij. 


Si  l'un  des  plans  est  tangent  à  la  sphère,  l'un  des  cercles 
considérés  se  réduit  à  un  point,  et  la  zone,  qui  n'a  plus  alors 
qu'une  base,  reçoit  le  nom  de  calotte  sphérique.  Ainsi  l'arc  PA, 
en  tournant  autour  de  PP',  engendre  une  calotte  sphérique 
dont  le  cercle  AC  est  la  base  et  dont  PC  est  la  hauteui-, 

THÉORÈME. 
790.  Lorsqu'une  droite  AB  tourne  autour  d'un  axe  xf  situé 
dans  son  plan,  l'aire  quelle  engendre  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  projection  CD  de  cette  droite  sur  l'axe  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  10,  élevée  au  mi- 
lieu I  de  la  droite  AB  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  xy. 


Fig. /,,r. 


FiiT. 


117. 


'C-  'I' 


.4 18. 


*r^ 


•^        C-  M     O       D       .7       ./      \  MO    K  //        ./         C  M  D         H 

Nous  supposerons  que  la  droite  AB  est  située  tout  entière 
d'un  même  côté  de  l'axe  xy.  Dès  lors,  quelles  que  soient  les 
positions  relatives  de  AB  et  de  xy,  l'aire  engendrée  par  AB  w 
pour  mesure  (749) 

(i)  2r.IM.AB, 

-M  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  xy. 


l68.  GÉOMÉTIUE    DANS    l'eSPACE. 

Si  la  droile  AB  est  parallèle  à  xy  (,/ig.  4'^)»  ^^  théorème 
proposé  est  tout  démontré;  sinon  il  faut  transformer  l'expres- 
sion (i).  A  cei  effet,  menons  AE  parallèle  à  ^j  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  projetante  BD  {/ig.  ^iG);  les  triangles  ABE,  LVIO, 
sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  respectivement  per- 
pendiculaires, et  l'on  a. 

1M_]0 
AE  ""  AB 


d'où     1M.AB  =  I0.AE. 


L'expression  (i)  peut  être  alors  remplacée  par 

277.10.AE       ou       277.10. CD, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  situé  sur  l'axe  jt/ (^«■.  417  ), 

le  raisonnement  subsiste;  seulement  la  droite  AE  se  confond 

avec  l'axe. 

THÉORÈME. 

791.  Laive  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  ABCD, 
tournant  autour  d'un  diamètre  xf  qui  ne  la  trai>erse  pas,  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  inscrite  dans  la 
ligne  brisée  par  la  projection  K'D'  de  cette  ligne  sur  l'a.re  X)- 


X  a;  A 


Soient  0  le  centre  et  OI  =  OK=:OL,  l'apotlième  de  la  ligne 
brisée  régulière  ABCD;  si  l'on  désigne  par  aire  AB  l'aire  en- 
gendrée par  la  rotation  de  AB  autour  de  xj-,  on  a,  d'après  le 
théorème  précédent, 

aire  AB  =  A' B'. cire.  01, 
et  de  même 

aire  BC=:B'C'. cire.  01, 

aireCD  =  C'D'.circ.OI, 
d'où,  en  ajoutant, 

aire  ABC!)  :=  (  A'B'  +  B'C  +  CD'  )  .cire  01  =  cire  01.  A' D'. 
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COROLLAIRK. 

75)2.  Considérons  un  arc  do  cercle  AD  et  une  ligne  brisée  régulière 
inscrilo  ABCD;  tandis  que  l'arc  AD  tourne  autour  du  diamètre  xo)-,  la 
ligne  brisée  engendre  une  aire  (\u\  tend  vers  une  limite  indépendante  de 
la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés  tendent  vers  zéro.  En  elVet,  dans  le  pro- 
duit A'D'.  cire.  01  qui  mesure  cette  aire,  le  premier  facteur  A'D'  est  in- 
variable et  le  second  cire.  01  a  toujours  pour  limite  cire.  OA.  C'est  cette 
limite  de  l'aire  engendrée  par  la  ligne  brisée  régulière  inscrite  qu'on 
appelle  nirc  de  la  zone  décrite  par  l'arc  AD. 

793.  On  voit  sans  peine  que  la  ligne  brisée  A,B,C,  D,  circonscrite  au 
même  arc  et  semblable  à  la  ligne  inscrite  ABCD,  engendre  une  aire  qui 
tend  vers  la  même  limite.  En  effet;  on  a 

aireA,B,C,D,  _  A^,  D', .  circ.OA 
aire  ABCD     ~    A'D'.ciic.Ol 

circ.OA       0\ 
Or,  le  rapport  — — '—^r-~  =-  -^  tend  vers  l'unité  lorsque  le  nombre  des 
"         cire.  01        01 

côtés  de  la  ligne  brisée  ABCD  croît  indéfiniment,  et  il  en  est  de  même 

A'  T^' 

du  rapport  '  '     '  qui,  en  vertu  de  la  similitude  des  polygones  A'ABCDD', 
A',  A,  B,  C,  D,  D', ,  0,1  aussi  égal  à  -rj  • 

THÉORÈME. 

794.  L'aire  iVune  zone  sp/iérique  a  pour  mesure  le  produit 
(le  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  f^rand  cercle. 

Par  d<Hinition,  l'aire  de  la  zone  est  la  limite  vers  laquelle 
lend  Taire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  inscrite 
dans  l'arc  générateur  de  la  zone,  lorsque  le  nombre  d(^s  côtés 
de  cette  ligne  brisée  croît  indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S 
l'aire  de  la  zone,  H  sa  hauteur,  et  II  le  rayon  de  l'arc  généra- 
teur, c'est-à-dire  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  la  zone  ap- 
partient; soient  de  même  s  l'aire  engendrée  par  une  ligne  bri- 
sée régulière  inscrite  dans  l'arc  générateur,  et  a  l'apothème 
de  cette  ligne  brisée.  On  a  (791),  puisque  la  j)rojoction  de  la 
ligne  brisée  sur  l'axe  est  aussi  égale  à  lï, 

5  =  II. i-na. 

Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 


iyo.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

de  la  ligne  brisée,  H  reste  invariable,  s  tend  vers  S,  el«  vers  II. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

Corollaires.  ' 

795.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  et,  par  suite,  deux  zones  de  même  hau- 
teur sont  équivalentes. 

796.  Considérons  la  calotte  sphérique  engendrée  par  l'arc  AB 
tournant  autour  du  diamètre  AD  {fig.  4^0).  En  vertu  du  théo- 


rème précédent,  l'aire  de  celle  calotte  a  pour  mesure 

27:.AO.AC  =  7T.AD.AC     ou(223)     tt.Âb'. 

Donc,  une   calotte  sphérique  quelconque  équivaut  au   cercle 

dont  le  rayon  est  égal  à  la  corde  de   Varc  générateur  de  la 

calotte. 

THÉORÈME. 

797.  Vaire  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Car  cette  aire  peut  être  considérée  comme  une#zone  dont  la 
hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère.  D'ailleurs  le  raison- 
nement fait  pour  la  zone  s'applique  textuellement  à  ce  cas 
particulier. 

Corollaires. 

798.  S  étant  l'aire  d'une  sphère  de  rayon  il,  on  a 

Sr=2R.27rR  =  47rir. 

L'aire  de  la  sphère  est  donc  égale  à  quatre  grands  cercles. 
On  peut  dire  encore  qu'elle  équivaut  à  l'aire  d'un  cercle  dont 
le  rayon  serait  égal  au  diamètre  de  la  sphère. 

799.  Les  aires  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons  ou  des  diamètres. 
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800.  Voici  deux  applications  numériques  : 

1°  Trouver,    à  moins  d'un  wyrianièlre  carré,  la  surface  du 
globe  terrestre. 

On  sait,  par  la  définition   du  mètre,  que  la  circonférence 

ki'un  grand  cercle  du  globe  renferme  4o  niillions  de  mètres  ou 

/  .       '  ,.       '  ,  '     1  '  4^00 

4000  mynamelres;  son  diamètre  est  donc  égal  a  —-—  et,  par 

juile  (798),  l'aire  du  globe  est 

(4ooo\-       I G  000  000       ^  „,-,,, 

^^— j  =  — =5  092  958^' '"T 

i  un  mvriamètre  carré  près. 

2°  L'aire  d' une  sphère  est  i  mètre  carré  :  quel  est  son  rayon? 
La  formule 

47:11'=  I     donne     R  rr:  -  i/-i- ==  o">, -282, 

lun  millimètre  près. 


§  V.  -  VOLUME  DE  LA  SPHERE. 

DÉFINITIONS. 

801.  Soient  {fig.  421),  .rABj  le  demi-cercle  générateur 
Tune  sphère  et,  dans  ce  demi-cercle,  le  secteur  AOB  dont  la 
trojection  de  la  base  AB  sur  xy  est  ab.  Pendant  que  la  demi- 
irconférence  :rABj  engendre  la  surface  sphérique,  l'arc  AB 


ngendre  une  zone  (789),  et  les  rayons OA  etOBqui  limitent 
secteur  engendrent  (739  )  les  surfaces  latérales  de  deux  cônes 
e  révolution  ayant  pour  bases  les  cercles  A«etB/;.  La  por- 
ion  du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  les  surfaces  laté- 
îrales  de  ces  deux  cônes  et  la  zone  AB,  est  le  secteur  sphé- 
ique  correspondant  au  secteur  circulaire  AOB. 


'7^-  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Un  secteur  sphérique  est  donc  le  volume  en-endré  par  1 
rotation  d'un  secteur  circulaire  autour  d'un  diamètre  extérieu 
a  sa  surface;  la  zone  engendrée  par  l'arc  du  secteur  circulair. 
est  la  base  du  secteur  sphérique. 

,802.  On  appelle  segment  sphérique  la  portion  du  volume  d« 
la  sphère  comprise  entre  deux  plans  sécants  parallèles.  Le 
cercles  déterminés  par  ces  plans  parallèles  sont  les  hases  di 
segment  sphérique,  et  leur  dislance  en  est  la  hauleur. 

Lorsqu'un  des  plans  parallèles  devient  tangent  à  la  sphère 
le  cercle  correspondant  se  réduit  à  son  pôle,  et  l'on  a  un  seg- 
ment sphérique  à  une  hase. 

Si  l'on  ajoute  (flg.  421)  au  secteur  sphérique  AOB  les  deu> 
cônes  AOrt,  B06,  on  obtient  le  segment  sphériquecompris  entre 
les  deux  plans  parallèles  déterminés  par  la  rotation  des  per- 
pendiculaires ka,m,  autour  de  ^r.  Ce  segment  sphérique 
correspond  donc  à  la  rotation  du  trapèze  mixtiligne  «AB/>  au- 
tour  du  même  axe. 

THÉORÈME. 

803.  Lorsqu'un  triangle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dam 
son  plan  et  passant  par  l'un  de  ses  sommets  sans  traverser  sa 
surjace,  il  engendre  un  volume  qui  a  pour  mesure  le  produit 
de  l'aire  que  décrit  le  côté  opposé  au  sommet  fixe,  par  le 
tiers  de  la  hauteur  relative  à  ce  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  l'axe  xy  QX  AE 
pour  hauteur  relative  à  ce  sommet  :  nous  distinguerons  trois 
cas. 


/B 


D     y 


1°  Supposons  l'un  des  cotés  AB  du  triangle  ABC  confondu 
avec  l'axe  xy\  Suivant  que  la  hauteur  CD  qui  correspond 
au  côté  AB  tombe  à  l'intérieur  [fig.  ^11)  ou  à  l'extérieur 
[fig.  423)  du  triangle  ABC,  le  volume  engendré  par  ce  iriaii- 
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gle  est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ACD,  BCl). 

Kn  même  temps,  le  cylindre  engendré  par  la  rotation  du 
rectangle  ABB'A',  qui  a  même  bise  ei  même  hauteur  que  le 
triangle  donné  ABC,  est  la  somme  {ftg.  4*2?)  ou  la  différence 
if  S'  4^-3)  ^GS  cylindres  engendrés  par  la  rotation  des  rec- 
tangles ADCA',  BDCB',  dont  le  rectangle  ABB'A' est  lui-même 
la  somme  ou  la  différence.  D'ailleurs,  le  cône  AGI)  est  le  tiers 
Idu  cylindre  ADCA',  et  le  cône  BCD,  le  tiers  du  cylindre  BDCB' 
(752).  Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par 
le  triangle  ABC  est  le  tiers  du  cylindre  ABB'A',  et  l'on  a 


vol.ABC  1=^77 CD    .AB=:-7tCD.BC.AE. 

I  En  effet,  CD. ABi=:BC.AE,  ces  produits  représentant  tous 
deux  le  double  de  l'aire  du  triangle  donné.  Or,  tt.CD.BC  ex- 
prime (744-)  l'aire  latérale  du  cône  BCD  ou  l'aire  de  la  surface 
engendrée  par  le  côté  BC  dans  la  rotation  du  triangle  ABC. 
ar  suite, 

vol.ABC  =  aireBC-^. 

2"  Supposons  (y/g.  424)  que  le  côté  AB  du  triangle  n'ayant 
plus  que  le  sommet  A  sur  l'axe  jt/,  le  côté  BC  prolongé  vienne 
rencontrer  l'axe  au  point  D. 


i 


"ig.  /,2'|, 


D    y 


Le  triangle  ABC  étant  la  différence  des  triangles  ACD,  ABD, 
,  Je  volume  qu'il  engendre  est  la  différence  des  volumes  engen- 
ipdrés  par  ces  triangles.  On  aura  donc  (i") 


AE  AE 

vol.ABC  =  (aireDC  — aireDB)  -j-  :r3aireBC--^ 


3°  Supposons  enfin  que  le  côté  AB  du  triangle  n'ayant  plus 
)que  le  sommet  A   sur  l'axe  .rj,  le  côté  BC  soit  parallèle  à 
cet  axe. 


i 
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Le  volume  engendré  par  le  triangle   ABC,  est  la   somm( 
(/^.  425)  ou  la  différence  {Jig,  4.6)  des  volumes  engendréi 


Fiff.  425. 


'ig.  426. 


\ 


par  les  Inangles  ABE,  ACE.  Or,  le  volume  engendré  par  le 
tnangle  AliE  esl  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  Jar  le 
reclangle  AB'BE,  et  le  volume  engendré  par  le  triangle  ACE,  les 
deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  AC'CE(732l 
Donc  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par  lé 
inangle  ABC  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  B'C'CB,  somme  (A-.4^.5)  ou  différence  {fJ.A.Q) 
des  rectangles  AB'BE,  AC'CE;  et  l'on  a  encore  ' 


vol.ABC=|7rAE\BC 


aireBC-^. 


27:.AE.BC  exprime  en  effet  l'aire  latérale  du  cylindre  enten- 
dre par  le  rectangle  B'C'CB  ou  l'aire  de  la  surface  décrite%ar 
le  cote  BC  de  ce  rectangle. 

THÉORÈME. 
804.  Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  rAcruUer 
tournant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface,  a  pour 
mesure  le  produit  de  l'aire  que  décrit  la  li^ne  brisée  qui  hd  sert 
de  base,  par  le  tiers  de  l'apothème  de  cette  ligne  brisée 


Soit  {fig.  427)  le  secteur  polygonal  régulier  (433)  OABCD, 
tournant  autour  du  diamèlre  xy.  Décomposons  ce  secteur  en 
triangles,  en  joignant  au  centra  0  les  sommets  de  sa  base 
ABCD,  et  appelons  a  l'apotlième  de    cette  base.   Le  volume 
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engendré  par  le  seclour  sera  In  somme  des  volumes  engendrés 
par  les  irianj^les  qui  le  consliluenl.  Or  (803) 


vol.AOBr=aireAB.|, 


vol. BOC=:  aire  BC 

vol.CODr=aireCI).|. 
En  ajoutant  ces  égalités  membr.e  à  membre,  il  vient 


vol .  OABCD  =  (  aire  AB  4-  aire  BC  -f-  aire  CD  ) .  ^ 


ou 


vol.OABCD  =  aireABCI)-| 


SCOLIE. 


80o.  Soient  (/<,^  427)  AOD  un  secteur  circulaire  et  OABCD,  OA'B'C'D', 
deux  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
conscrit au  secteur  circulaire.  Si  l'on  désigne  par  a  et  a'  les  apothèmes 
des  deux  secteurs  polygonaux,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  la 
rotation  de  ces  secteurs  autour  d3  Taxe  .r/  est  (80i) 

n      nireABCD 

a'   aireA'B'C'iy 

• 
Mais,  lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée  régu- 
lière ABCD,  suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  les  deux  facteurs  du 
produit  qu'on  vient  d'écrire  tendent  l'un  et  laulre  vers  l'unité  (290, 793). 
Donc,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  secteurs  polygo- 
naux a  l'unité  pour  limite  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  à  fortiori  du 
rapport  du  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  circu- 
laire AOD  au  volume  décrit  par  chacun  des  secteurs  polygonaux  qui  le 
comprennent.  Donc  enfin  : 

Le  volume  (Viui  secteur  sphéritjue  est  la  limite  commune  des  volumes 
engendres  par  des  secteurs  poly^oiuuix  réguliers  sembl(d)les  i/iscrit  et 
.circonscrit  au  secteur  circulaire  corres])nn(lant,  lorsqu^on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  leurs  hases. 

TIIÉORKME. 

80G.  Le  volume  cru  12  secteur  spJiérique  a  pour  mesure  le 
traduit  de  l'aire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers 
lu  ray^on  de  la  s  pli  ère. 


176.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  la  limite  des  volumes 
engendrés  par  les  secteurs  polygonaux  réguliers  inscrits  dans  le 
secteur  circulaire  correspondant,  quand  on  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases.  D'après  cela,  soient  v 
le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  inscrit, 
5  l'aire  de  la  surface  décrite  par  sa  base,  a  son  apothème; 
soient  de  même  V  le  volume  du  secteur  sphérique,  S  l'aire 
de  la  zone  qui  lui  sert  de  base,  R  le  rayon  de  la  sphère. 
On  a  (  804  ) 

a 

Mais  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  base  du  secteur  polygonal,  v  tend  vers  V,  s  vers  S  et  a 
vers  R.  On  a  donc,  à  la  limite, 

R 


s  3 


Corollaires. 


807.  Dans  des  sphères  égales,  deux  secteurs  sphériques 
sont  entre  eux  comme  les  zones  qui  leur  servent  de  bases,  et, 
par  suite,  deux  secteurs  sphériques  dont  les  bases  ont  même 
hauteur  sont  é(]U{valents. 

THÉORÈME. 

808.  Le  volume  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de 
son  cure  par  le  tiers  du  rafon. 

Car  ce  volume  peut  être  considéré  comme  celui  d'un  sec- 
leur  sphérique  ayant  pour  secteur  circulaire  correspondant  un 
demi-cercle  ou  pour  ba'se  l'aire  de  la  surface  sphérique  elle- 
même.  D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  le  secteur  sphé- 
rique s'applique  textuellement  à  ce  cas  particulier.  M 

Corollaires. 

809.  Vêtant  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  dia- 
mètre D,  on  a 

810.  Les  volumes  de  deux  sphères  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  rayions  ou  des  diamètres. 
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811.  Voici  deux  applications  numériques  : 

i"  Trouver  le  volume  du  globe  terrestre. 

L'aire  du  globe  est  (800),  à  moins  d'un  myriamètre  caîré, 

20000000"^ 


6092953  myriamètres  carrés.  Son  rayon  est  d'ailleurs 

ou  6366  kilomètres,  à  i  kilonïètre  près.  Le  volume  du  globe 
terrestre,  égal  au  produit  de  son  aire  parle  tiers  dfl  rayon,  sera 
donc  I  081  000000  rnyriamètres  cubes,  à  un  million  de  myria- 
mètres  cubes  près. 

Si  l'on  prend  le  rayon  du  globe  terrestre  pour  unité,  le  rayon 
du  Soleil  est  représenté  par  108, 5.  L'aire  et  le  volume  du  So- 
leil sont  donc  environ  11800  fois  et  1280000  fois  l'aire  et  le 
volume  de  la  Terre  (799,  810). 

2"  Trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  le  volume  est  un 
mètre  cube. 


La  formule 


^  ttR'  =:  I      donne      R  =:  \/ -7-  —  o>",62o 


^-s/-. 


3'^"-'      'V47r 

à  moins  d'un  millimètre. 

SCOLIE. 

812.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  circonscrits  à  la  même 
sphère  ou  à  des  sphères  égales  sont  entre  eux  comme  les  aires 
de  ces  mêmes  polyèdres. 

Si  l'on  décompose,  en  effet,  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides, en  prenant  pour  centre  de  décomposition  le  centre  de 
la  sphère  inscrite,  la  mesure  du  volume  de  chacun  d'eux  s'ob- 
tiendra en  multipliant  l'aire  de  sa  surface  par  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  (64.6). 

THÉORËiME. 

813.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface,  équivaut 
au  sixième  du  cylindre  qui  a  pour  rayon  la  corde  du  segment 
et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  Taxe. 

IL  12 


l']S.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Le  segment  AmB  {/iir.  49.8)  est  la  différence  du  secteur  cir- 
culaire AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB;  la  portion  du  volume 

Fig.  /,28. 


T      D  0     F  y 


de  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  de  ce  segment  sera  donc 
égale  à  la  différence  des  volumes  du  secteur  sphérique  AOB 
et  du  triangle  tournant  AOB. 

DF  étant  la  projection  de  AB  sur  xy  et  OT  la  hauteur  du 
triangle  AOB,  on  aura  (790,  794,  803,  806) 

sect.  sph.  AOB  =  zone  AB-  -—  r^-rOA  .DF, 

01       3     — 2 
vol.  AOB  =  aire  AB  •  y  =-  -  tt  01  .  DF. 


Par  suite. 


vol.AmB=:|7:(OA  -  0i')DF. 


Le  triangle  rectangle  OIA  donnant 

—  2      — 2      —2      ab' 
OA  -  01  ==  AI   =  -7-   , 

4 

il  vient  en  réduisant 

vol.AwB=:^7rÂB\DF, 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

THÉORÈME. 

814.  Le  volume  d'un  segment  sphérique  équivaut  au  vo- 
lume d'une  sp Itère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  du  seg- 
îuent,  augmenté  de  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cy- 
lindres ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  segment,  et  pour 
bases  respectives  les  bases  du  segment. 

Le  trapèze  mixtiligne  DAmBF  {fig.  429)  engendre  un  seg- 
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ment  sphérique  en  tournant  autour  du  diamètre  scy {S02).  Ce 
segment  est  donc  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le 


Fig.  43o. 


'[\Z\ 


D       F  0 


X      D     ¥        0 


segment  circulaire  AmB  et  le   trapèze   rectangulaire  DABF. 
On  a  d'abord  (813) 

voI.AmB=:^7:AB\DF. 
o 

Le  trapèze  DABF  engendrant  un  tronc  de  cône  de  révolution, 
on  a  aussi  (Toi) 

voi.DABFr^:  ^  ttDF  (bF  +  aV  -f-  BF.AD)  • 

Par  suite, 

vol.DAmBF=  g  ttDF  (Âb'  4-  sBf'  h-  sÂd'  -h  2BF.  AD)  • 

D'ailleurs,  la  corde  AB  est  liée  à  la  hauteur  DF  et  aux  rayons 
BF  et  AD  des  bases  du  segment  sphérique  par  la  relation 


ou 


AB'  =  AE  -^BE  =:DF  -^(BF-AD)^ 
AB'  =  Df'h-BF   +  ad'  —  2BF.AD. 

En  substituant  cette  valeur  de  AB   et  en  simplifiant,  il  vient 

vol.DAmBF=g7TDF(DFV3BF'H-3ÂD'), 

ce  qu'on  peut  écrire 

vol.DAmBF  =  p  ttDf'  -h  -  (ttBf'.DF  -h  ttAd'  .  DF)  , 

de  manière  à  vérifier  l'énoncé  (809,  734-). 

Si  le  segment  considéré    n'a   qu'une  base,    c'est-à-dire  si 
(^g-.  430)  le  point  I)  vient  occuper  l'une  des  extrémités  du 

12. 


l8o.*  GÉOMÉTRIE   DANS    l'eSPACE. 

diamètre  scy,  on  a  simplement 


vol  DmBF  =  p,  ttBF  +  -  tt  BF  .DF. 

6  2 


SCOLIE. 


815.  Quand  le  segment  sphériquen'a  qu'une  base  {^fig.  43o), 
on  peut  exprimer  son  volume  V  en  fonction  de  sa  hauteur 
DF  =  //  et  du  rayon  R  de  la  sphère.  On  a  alors,  d'après  la  for- 
mule précédente, 

6  6 

D'ailleurs  (223), 

BF'  =  /i(2R  — /i), 


d'où 


b  2 


ou,  en  simplifiant, 


(i)  V=:7:A'(R-^/n- 

On  peut  trouver  directement  cette  formule,  en  regardant  le 
segment  à  une  base  comme  la  somme  ou  la  différence  du 
secteur  sphérique  terminé  à  la  même  calotte  sphérique  et  du 
cône  de  révolution  qui,  ayant  la  même  base  que  le  segment, 
a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Le  segment  sphérique 
est  la  somme  ou  la  différence  des  deux  volumes  indiqués,  sui- 
vant qu'il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  demi-sphère. 

Dans  le  premier  cas  {Jig.  ^^o),  on  a 

V  =  %R^A--7:RF'(R-/0; 

O  2 

dans  le  second  (  même  figure  ), 

V  =  I  t:  R '  A  +  ^  7T  BF  '  (  A  -  R }  • 

Ces  deux  formules  sont  identiques,  puisque  BF  a  toujours 
la  même  expression  ;  et,  en  les  simplifiant,  on  retrouve  la  for- 
mule (i). 


LIVRE    VII.    —    LES    CORPS    RONDS,  l8l  . 

Voici  une  application  numérique  : 

Calculer  le  volume  du  segment  sphérique  à  une  base  de  o'",  i 
de  hauteur  dans  la  sphèrenie  i  mètre  de  rayon. 

La  formule  (i)  donne 

V  =  ^77.0,01 .?., 9  =r  o'"', 091  I 06 
à  I  cenlimèlre  cube  près. 

§  VI.  -  PROPRIÉTÉS  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

816.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  surface 
sphérique  ABCDE  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grand 
cercle.  Ces  arcs  AB,  BC,  CD,  DE,  EA,  sont  les  côtés  du  poly- 
gone; les  angles  ABC,  BCD,...,  qu'ils  forment  et  les  som- 
mets B,  C, . .  . ,  de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du 
polygone  ifig.^3i). 


Un  polygone  sphérique  est  dit  convive  lorsque  chaque 
côté  prolongé  laisse  tout  le  polygone  dans  le  même  hémi- 
sphère. 

Chaque  côté  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  moindre 
qu'une  demi-circonférence  de  grand  cercle.  Car,  si  le  côté  AB, 
par  exemple,  était  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on 
pourrait  prendre  sur  AB,  entre  A  et  B,  un  point  I,  tel  que  Al 
fût  égal  à  une  demi-circonférence;  dès  lors,  le  grand  cercle 
auquel  appartient  le  côté  AE  passerait  par  le  point  1  (765),  et 
le  polygone  ne  serait  pas  tout  entier  dans  l'un  des  deux  hémi- 
sphères déterminés  par  ce  grand  cercle  AE. 


l82.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Un  polygone  sphérique  convexe  ne  peut  être  rencontré  en 
plus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle  (73). 

817.  Le  polygone  sphérique  le  plus  simple  est  le  triangle 
sphérique  ;  c'est  la  portion  ABC  delà  surface  de  la  sphère  com- 
prise entre  trois  arcs  de  grand  cercle  AB,  BC,  CA,  qui  sont 
chacun  moindres  quune  demi -circonférence.  D'après  cela,  un 
triangle  sphérique  est  toujours  convexe  ['fig-  432). 


On  pourrait  admettre  des  côtés  qui  surpasseraient  la  demi- 
circonférence,  et  appeler  encore  triangle  sphérique  la  figure 
formée  par  des  arcs  tels  que  AB,  AC,  BDG,  dont  le  dernier  est 
supérieur  à  une  demi-circonférence.  Mais  d'abord  cela  serait 
incommode,  parce  que  ces  nouvelles  figures  présenteraient 
des  angles  tels  que  A  qui  surpasse  deux  angles  droits;  et  en- 
suite cela  est  inutile,  car  la  connaissance  des  éléments  du 
triangle  sphérique  proprement  dit  ABC  entraîne  celle  de  tous 
les  éléments  de  la  figure  formée  par  les  arcs  AB,  AC,  BDC. 

Un  triangle  sphérique  est  isocèle,  équilatéral,  rectangle, 
dans  les  mêmes  circonstances  qu'un  triangle  rectiligne  (27). 

818.  Enjoignant  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC 
[fig.  4^4)  3u  centre  0  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  trièdre 
OABC,  dont  les  faces  OAB,  BOC,...,  ont  la  môme  mesure  (136) 
que  les  côtés  correspondants  AB,  BC, . .  .,  du  triangle  sphé- 
rique, et  dont  les  angles  dièdres  OA,  OB,.  .  .  ,  ont  la  même 
mesure  (7G1)  que  les  angles  A,  B,. . . ,  de  ce  triangle.  La  même 
remarque  s'étend  à  un  polygone  sphérique  ABCD  (^g.433)  et 
à  l'angle  polyèdre  correspondant  OABCD. 

D'après  cela,  à  chaque  propriété  des  angles  trièdres  ou  po- 
lyèdres répond  une  propriété  analogue  des  triangles  ou  poly- 
gones sphériques;  et,  pour  énoncer  cette  propriété,  il  suffit 
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(le  remplacer  respeclivemenl  les  mois  face  et  an^le  dièdre  par 
les  mots  côté  et  angle.  C'est  même  cette  marche  que  l'on  suit 
pour  établir  les  premières  propriétés  des  figures  sphériques. 
Mais  plus  tard,  et  pour  des  propriétés  moins  simples,  il  est 
ordinairement  préférable  de  faire  ['inverse,  c'est-à-dire  d'éta- 
blir directement  les  propriétés  des  figures  sphériques  pour  en 
déduire  les  propriétés  des  angles  polyèdres  correspondants. 


On  raisonne  en  effet  sur  une  surface,  et  en  particulier  sur  la 
sphère,  presque  aussi  aisément  que  sur  un  plan,  tandis  qu'il 
faut  un  certain  effort  pour  se  bien  représenter  une  figure  de 
l'espace  un  peu  compliquée.  L'étude  de  l'astronomie  ne  laisse 
à  cet  égard  aucun  doute,  et  la  conception  de  la  sphère  céleste 
est  un  des  plus  heureux  artifices  géométriques  qu'on  ait  ima- 
ginés. 

819.  Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  OABCD 
{/ig.  4^^)  ^'^'  ^6là  du  sommet  0,  on  forme  un  angle  polyèdre 
symétrique  OA'B'C'l)',  qui  détermine  sur  la  surface  de  la 
sphère  un  polygone  À'B'C'D'.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'  CD',  dont  les  sommets  sont  ainsi  diamétralement  opposés 
deux  à  deux,  sont  appelés  polygones  sphériques  symétriques. 
Les  considérations  développées  au  n**  566  conduisent  aux  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Deux  polygones  symétriques  ont  leurs  angles  et  leurs 
côtés  égaux  deux  à  deux  ;  ^'^  ces  polygones  ne  sont  pas  en  gé- 
néral superposableSy  attendu  que  les  parties  respectivement 
égales  sont  disposées  dans  un  ordre  inverse;  3°  pour  quun 
triangle  spliérique  soit  superposable  à  son  symétrique,  il  faut 
et  il  suffit  quil  ait  deux  angles  égaux,  et  dans  un  tel  triangle 
les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  égaux  ;  en  d'autres 
termes,  ce  triangle  est  isocèle. 


l84»  -  GÉOMÉTRIE   DANS    l'eSPACK. 

THÉORÈME. 

820.  Dans  tout  polygone  sphérique,  un  côté  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  effet,  soit  ABCl)  le  polygone  proposé  [fig,  433).  Dans 
l'angle  polyèdre  correspondant  OABCD,  on  a  (567) 

AOB  <  BOC  +  COD -h  J)OA . 
Donc (136) 

arc  AB  <<  arcBC  -h  arc  CD  4-  arcDA. 

SCOLIES. 

821.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  [fig-  435),  à  un  plus 
grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 

Cela  résulte  de  la  propriété  analogue  de  l'angle  Irièdre  (  568  ). 
On  peut  aussi  le  démontrer  comme  pour  le  triangle  rectiligne 
(36,  2«).  Soit  l'angle  ABC  plus  grand  que  l'angle  C;  on  pourra 
mener  dans  l'angle  ABC  un  arc  de  grand  cercle  BD  qui  fasse 
avec  BC  un  angle  DBC  égal  à  l'angle  C.  Le  triangle  BDC  ayant 
deux  angles  égaux  DBC,  DCB,  sera  isocèle  (819),  et  l'on  aura 
BD  z=  DC.  Or,  le  triangle  ABD  donne  (820) 

AB<AD-i-BD 

et,  en  remplaçant  le  côté  BD  par  son  égal  DC, 

AB  <  AD  +  DC     ou     AB  <  AC. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démontré  au 
n°  819  (3°),  et  en  raisonnant  comme  au  n°  37,  on  voit  que  :  ré- 
ciproquement, si  un  triangle  sphérique  est  isocèle,  les  angles 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux,  et  si  un  triangle  sphé- 
rique a  deux  côtés  inégaux,  au  plus  grand  côté  est  opposé  le 
plus  gratid  angle. 

822.  De  ce  qu'un  triangle  sphérique  isocèle  est  superpo- 
sable  à  son  symétrique,  il  résulte,  comme  au  n"  38.. que  dans 
tout  triangle  sphérique  isocèle  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint 
le  sommet  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire  sur  cette 
hase  et  divise  l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales. 

823.  Enfin,  les  propriétés  du  triangle  rectiligne  démontrées 


LIVUE    VU.    —    Li:S    CORl'S    RONDS.  l85. 

aux  n"*  31,  32  et  33,  s'appliquent  au  triangle  sphérique  et  se 
démontrent  de  même;  il  suffit  de  remplacer  le  mol  droite  par 
les  mois  arc  de  grand  cercle. 

Fig.  435. 


THÉORÈME. 

824-.  Dans  tout  pofygone  sphérique  convexe,  la  somme  des 
côtés  est  moindre  qu'une  circonférence. 

Car  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (570). 

La  démonstration  directe  est  d'ailleurs  facile.  Considérons 
d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  [Jig.  436),  et  prolongeons 
les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  leur  rencontre  A'  ;  les  deux  arcs 
ABA',  ACA',  sont  des  demi-circonférences  degrand  cercle(765), 
et  comme  dans  le  triangle  BCA'  le  côté  BC  est  moindre  que 
BA'  -+-  CA',  la  somme  AB  ~\-  AC  -f-  BC  des  côtés  du  triangle  ABC 
est  inférieure  à  ABA'  -h  ACA',  c'est-à-dire  à  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  un  polygone,  c'est- 
à-dire  en  remplaçant  un  côté  par  les  prolongements  des  deux 
qui  lui  sont  adjacents,  on  voit  que  si  la  proposition  est  vraie 
pour  un  polygone  convexe,  elle  subsiste  pour  le  polygone 
convexe  qui  a  un  côté  de  plus;  donc  elle  est  générale. 

THÉORÈME. 
825.  iSV  un  tr'uius^lc  splicrifiiic  A'B'C  est  le  triati^le palaire (Van  tr'utuij^le 
sphcrifjue  donne  ABC,  îéci promue  ment  ABC   sera  le  t  ricin  »  le  j)ol(iire  de 
ABC. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  triangle  polaire  et  l'objet  du  pré- 
sent théorème,  il  convient  de  faire  une  remarque. 

Soient  EIF  un  grand  cercle  {fi^.  437),  P  l'un  de  ses  pôles,  et  M  un 
point  quelconque  de  la  sphère.  Si  P  et  M  sont  d'un  même  côté  du  grand 
cercle  EF,  le  plus  petit  arc  de  grand  cercle  qui  va  de  P  en  M  est  moindre 
qu'un  quadrant  IM.  Si  P  et  M  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  EF, 
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le  plus  petit  arc  de   grand  cercle  allant  de  P  en   M  est  supérieur  à  un 

quadrant. 

Fig.  /,37.  Fig.  438. 

c 


Cela  posé,  on  nomme  triangle  polaire  d'un  triangle  sphérique  ABC  un 
nouveau  triangle  A'B'C  [Jïg.  438)  dont  les  sommets  sont  définis  de  la 
manière  suivante  :  A'  est  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle  BC  qui  est 
par  rapport  à  pe  grand  cercle  du  même  côté  que  le  sommet  opposé  A;  de 
même  B'  est  le  pôle  de  AC  qui  est  situé  par  rapport  à  AC  du  même  côté 
que  B,  et  C  est  le  pôle  de  AB  qui  est  placé  par  rapport  à  AB  du  même 
côté  que  C. 

Il  s'agit  de  démontrer  que,  réciproquement,  le  triangle  ABC  est  le 
triangle  polaire  de  A'B'C  A  cet  effet,  considérons  l'un  quelconque  de  ses 
sommets,  C  par  exemple;  A'  étant  le  pôle  de  BC,  l'arc  de  grand  cercle 
qui  joindrait  C  et  A' est  un  quadrant;  de  même  l'arc  de  grand  cercle  CB' 
est  un  quadrant,  puisque  B'  est  le  pôle  de  AC.  Donc,  le  point  C  (787)  est 
le  pôle  de  A'B'.  De  plus,  puisque  C  est  le  pôle  de  AB,  qui  se  trouve  par 
rapport  à  AB  du  même  côté  que  C,  le  plus  petit  arc  de  grand  cercle  allant 
de  C  en  C  est  moindre  qu'un  quadrant;  par  suite,  C  est  le  pôle  de  A'B' 
qui  se  trouve  par  rapport  à  A'B'  du  même  côté  que  C. 

SCOLIE. 

820.  D'après  cela,  le  triangle  polaire  A'B'C  d'un  triangle  donné  ABC 
peut  être  considéré  comme  obtenu  en  décrivant  des  sommets  A,  B,  C, 
pris  successivement  pour  pôles,  trois  circonférences  de  grand  cercle.  Ces 
trois  circonférences  divisent  la  surface  de  la  sphère  {fig.  438)  en  huit 
triangles,  doilt  l'un  A'B'C  est  le  triangle  polaire  de  ABC.  C'est  celui  qui 
est  tel,  que  les  sommets  A  et  A'  soient  d'un  même  côté  par  rapport  à  BC, 
les  sommets  B  et  B'  d'un  môme  côté  par  rapport  à  AC,  et  les  sommets  C 
et  C  d'un  même  côté  par  rapport  à  AB. 

Les  deux  trièdres  OABC,OA'B'C',qui  répondent  à  deux  triangles  polaires 
ABC,  A'B'C,  sont  supplémentaires  (57:2).  En  effet,  d'après  la  construction 
du  point  C,  on  voit  que  l'arête  OC,  par  exemple,  est  perpendiculaire  (  768) 
au  plan  AOB  et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  même  côté  que  OC  :  on 
raisonnerait  de  môme  pour  les  autres  arêtes  OB'  et  OA'.  Chaque  angle  de 
l'un  des  triangles  ABC,  A'B'C,  doit  donc  (573)  être  le  supplément  du  côté 
opposé  dans  l'autre  triangle.  Mais  cette  propriété,  en  vertu  de  laquelle 
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deux  triani:;les  polaires  sont  aussi  appelés  iri(in<;lcs  supiAcnicntuiics,  mé- 
rite d'tMre  démonlrée  directement;  c'est  là  l'objet  du  théorème  qui  suit. 


THÉORÈME. 

8:27.  .S7  ABC,  A'B'C,  sont  dcu.r  triangles  j)oI(iircs,  cIkkiuc 
lie  CCS  tridii^lcs  a  pour  iucsuit  une  (Icini-circonjêrencc  de 
moins  le  cote  opposé  dcms  i nuire  trin/igle  {^fii^.  439)- 


angle 
grand 


de  Vun 
cercle^ 


Fiff.  /,/ji 


En  effet,  considérons,  par  exemple,  l'angle  A  et  prolongeons,  s'il  le 
faut,  les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  la  rqncontre  de  l'arc  B'C;  puisque  A 
est  le  pôle  de  B'C,  l'angle  A  a  pour  mesure  l'arc  DE  (772);  mais  on  a  évi- 
demment 

DE  =  B'E-^DC  —  B'C. 

D'ailleurs  B'E  et  DC  sont  des  quadrants,  puisque  B'  est  le  pôle  de  AC  et 
C  le  pôle  de  AB.  On  a  donc 


DE  =  -  cire,  de  grand  cercle 


B'C. 


On  procéderait  de  la  même  manière  pour  les  angles  B  et  C. 

Les  triangles  ABC  et  A'B C  résultant  l'un  de  l'autre  par  la  même  con- 
struction (825),  la  propriété  que  nous  venons  do  démontrer  pour  les  an- 
gles A,  B,  C,  du  premier  triangle  convient  aux  angles  A',  B',  C,  du  second. 
On  prouverait  d'ailleurs  directement  que  l'angle  A',  par  exemple,  a  pour 
mesure  le  supplément  de  BC,  en  prolongeant  BC  jusqu'à  la  rencontre  de 
A'B' et  de  A' C. 

SCOLIE. 

828.  Les  propriétés  des  triangles  polaires  s'étendent  aux  polygones  et 
aux  courbes  sphériques. 

Soit  [Jig.  ^^o)  un  polygone  sphérique  convexe  ABCDE;  prenons,  des 
deux  pôles  de  l'arc  de  grand  cercle  EA,  celui  qui,  par  rapport  à  EA,  est 
dans  le  même  hémisphère  que  le  polygone  ABCDE;  prenons  d'une  manière 
analogue  les  pôles  B',  C,  D',  E',  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DE.  Le  polygone 
A'B'C'D'E'  sera  le  polygone />o/r///-^ du  proposé,  et  l'on  démontrera,  comme 
aux  n°'  825  et  827  :    r  que,  si  un  polygone  sphérique  A'B'C'D'E'  est  le 
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polygone  polaire  (Viui  polygone  donné  ABCDE,  réciproquement  ABCDE 
est  le  polygone  polaire  de  A'B'C'D'E';  2°  que,  dans  deux  polygones  po- 
laires, tout  angle  de  Vun  est  le  supplément  du  côté  de  Vautre  dont  le 
sommet  de  l'angle  considéré  est  le  pôle. 

829.  On  appelle  arc  de  grand  cercle  tangent  en  un  point  M  d'une 
courbe  sphérique  AMN  [fig.  440  '^  limite  des  positions  que  prend  le  grand 
cercle  mené  par  le  point  M  et  un  point  voisin  N,  lorsque  ce  second 
point  N  de  la  courbe  tend  vei's  le  premier.  Une  courbe  sphérique  est  con- 
vexe si  le  grand  cercle  tangent  en  l'un  quelconque  de  ses  points  laisse  la 
courbe  tout  entière  dans  un  seul  hémisphère  (816).  Une  courbe  sphérique 
convexe  ne  saurait  être  rencontrée  par  un  grand  cercle  en  plus  de  deux 
points;  et,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  deux  points  quel- 
conques de  la  courbe,  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  est  moindre 
qu'une  demi-circonférence,  est  à  ]'//?^«?/,7V'«/-dela  courbe. 

Cela  posé,  soit  A' M' (^^o-.  441)  une  courbe  sphérique  convexe;  en  un  point 
quelconque  M'  de  cette  courbe,  menons  le  grand  cercle  tangent  et  prenons 
le  pôle  M  de  ce  cercle  qui  est  dans  le  même  hémisphère  que  la  courbe  A'M'; 
le  lieu  des  points  M  est  la  courbe  polaire  AM  de  A'M'.  Inversement,  la 
courbe  A'M'  est  la  courbe  polaire  de  AM;  en  d'autres  termes,  le  point  M' 
est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  AM;  car  si 
N  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  N'T'  tangent  à  la  courbe  A'M'  en 
un  point  N'  voisin  de  M',  le  point  T'  sera  le  pôle  (787)  de  l'arc  sécant  MN, 
et  quand  ce  dernier  arc  deviendra  tangent  en  M,  le  point  T'se  confondra 
avec  M'.  Ainsi,  les  points  M  et  M'  des  deux  courbes  se  correspondent 
deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  le  point  M  soit  le  pôle  de  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  en  M'  et  que  le  point  M'  soit  le  pôle  de  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  en  M. 

Deux  figures  spliériques  polaires  sont  des  figures  corrélatives;  à  tout 
point  de  l'une  répond  un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre,  de  telle  sorte 
que.  si  trois  points  de  la  première  sont  sur  un  même  grand  cercle,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  correspondants  de  la  seconde  passent  par  un 
même  point,  pôle  de  ce  grand  cercle.  Tout  théorème  en  engendre  immé- 
diatement un  autre;  et  c'est  même  cette  corrélation  des  figures  sphériques 
qui  a  suggéré  l'idée  du  principe  général  de  dualité. 

Corollaire. 

830.  Dans  tout  triangle  sphérique  :  1°  la  somme  des  angles  est  comprise 
entre  deux  et  six  angles  droits  ;  'i°  le  plus  petit  angle  augmenté  de  deux 
droits  surpasse  la  somme  des  deux  autres. 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  angles  trièdres  (S75),  et 
les  propriétés  énoncées  peuvent  être  elles-mêmes  considérées  comme  une 
conséquence  des  propriétés  correspondantes  des  trièdres. 

Il  résulte  de  là  qu'un  triangle  sphérique  peut  être  rectangle,  bi-rectangle, 
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tri-rectangle;  c'est-à-dire  qu'il  peut  avoir  un,  deux  ou  trois  angles  droits; 
ses  trois  angles  peuvent  même  être  à  la  fois  oblus. 

Dans  tout  triangle  bi-reclangle,  le  sommet  de  l'angle  qui  n'est  pas  droit 
est  le  pôle  (787)  du  côté  opposé,  et  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle 
sont  des  quadrants. 

Dans  le  triangle  tri-reclangle,  tous  les  côtés  sont  des  quadrants;  sur  la 
même  sphère,  tous  les  triangles  tri-rectangles  sont  égaux;  un  tel  triangle 
est  le  huitième  de  In  sphère.  C'est  ce  qu'on  voit  en  menant  trois  grands 
cercles  perpendiculaires  entre  eux  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

831 .  Deux  triangles  sphériques  tracés  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  :  i°  lorsqu'ils  ont  un 
roté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun;  2"  lorsrpûils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 
3°  lorsqu'ils  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  4°  lorsqu'ils  ont  les 
angles  égaux  chacun  à  chacun.  —  Dans  tous  les  cas,  ils  sont  égaux  ou  sy- 
métriques,  suivant  cjue  la  disposition  des  éléments  donnés  est  la  même  ou 
est  inverse. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  propriétés  analogues  (577,  o78) 
des  angles  tiièdres.  On  peut  aussi  le  démontrer  directement. 

Supposons  d'abord  que  la  disposition  des  éléments  soit  la  môme  dans 
les  deux  triangles,  on  démontrera  l'égalité  pour  les  trois  premiers  cas  en 
raisonnant  comme  au  n**  34  de  la  Géométrie  plane.  Quant  au  quatrième 
cas,  il  résulte  du  troisième  par  la  considération  du  triangle  polaire  (827). 
Remarquons  en  outre  que  les  deux  premiers  cas  sont  aussi  corrélatifs  l'un 
de  l'autre. 

Si  la  disposition  des  éléments  données  est  inverse,  le  premier  triangle 
et  le  symétrique  du  second  présenteront  la  même  disposition  :  ils  seront 
donc  égaux  en  vertu  des  données;  par  suile,  les  triangles  proposés  seront 
symétriques. 

SCOLIE. 

832.  Un  trièdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de  deux  sphères 
Concentriques,  détermine  évidemment  sur  ces  sfihères  deux  triangles  sphé- 
riques  dont  les  angles  sont  respectivement  égaux  et  les  côtés  proj.orlion- 
nels.  Djux  triangles  sphériques  de  cette  nature  sont  dits  semblables. 

THÉORÈME. 

833.  Deux  triangles  sphériques  s/métriques  ABC,  A'B'C, 
sont  équivalents  [fig.  ^^1). 

Prenons  le  pôle  P  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  points 
A,B,  C,  el  menons  les  arcs  de  grand  cercle  PA,  PB,  PC,  qui 
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sont  égaux  entre  eux  (769).  Traçons  le  diamètre  POP'  et  les 
arcs  de  grand  cercle  P'A',  P'B',  P'C.  L'égalité  des  angles  POA, 
P'OA',  entraîne  celle  des  arcs  PA  et  P' A';  on  voit  de  même 
que  PB  =  P'  B',  et  PC=  P'  C;  par  suite,  comme  PA=:PB  =  PC, 
il  faut  qu'on  ait  P'A'  =  P'B'  =  P'C.  D'après  cela,  les  triangles 
PAB,  P'A'B',  sont  symétriques  et  isocèles;  ils  sont  donc  su- 
perposables.  De  même  les  triangles  PAC,  P'A'  C,  sont  égaux 
entre  eux,  ainsi  que  les  triangles  PBC,  P'B'C.  Donc  enfin,  le 
triangle  ABC,  somme  de  PAB,  PAC  et  PBC,  est  équivalent  au 
triangle  A'B'C,  somme  de  P'A'B',  P'A'C  et  P'B'C. 

Si  le  pôleP  tombait  à  l'extérieur  du  triangle  ABC,  ce  triangle 
ne  serait  plus  une  somme  mais  une  différence. 


Fig.  442. 


Fig.  443. 


Corollaire. 

834.  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  AC  A',  BC'B',  se  coupent 
dans  un  même  hémisphère  C'ABA'B',  la  somme  des  triangles 
opposés  AC'B,A'C'B',  est  égale  au  fuseau  dont  l'angle  est 
\CB{fig.U3). 

On  nommù  fuseau  la  portion  de  surface  sphérique  comprise 
entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC,  qui  se  terminent 
à  un  diamètre  commun  COC;  l'angle  ACB  ou  AC  B  de  ces  deux 
arcs  est  dit  V angle  du  fuseau. 

Cela  étant,  le  fuseau  compris  entre  CAC  et  CBC  se  com- 
pose du  triangle  ABC  et  du  triangle  ABC  ;  et,  comme  le  trian- 
gle A'B'C  est  évidemment  le  symétrique  de  ABC  et  que  deux 
triangles  symétriques  sont  équivalents,  on  voit  que  le  fuseau 
dont  l'angle  est  C  est  égal  à  la  somme  des  triangles  opposés 

ACB,A'CB'. 

THÉORÈME, 

835.  Si  Von  prend  pour  unité  d'angle  V angle  droit  et  pour 
unité  d'aire  l'aire  du  triangle  tri-rectangle,  un  fuseau  a  pour 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle. 
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On  voil  immédialemenl  que,  sur  fa  même  splière  ou  sur  des 
sphères  é- féales  :  i"  deu.v  fuseaux  de  même  a/ii^le  sont  superpo- 
sables;  a"  un  fuseau  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres,  si 
son  anf^le  est  égal  à  la  somme  des  angles  de  ces  deux  autres. 

Il  résulte  de  là  (135)  que  deux  fuseaux  quelconques  d'une 
même  sphère  sont  entre  eux  comme  leurs  angles. 

Cela  élanl,  soient  A  et  A'  les  nombres  qui  mesurent  les  an- 
gles de  deux  fuseaux  d'une  même  sphère,  l'angle  droit  étant 
pris  pour  unité;  et  soient  F  el  F'  les  nombres  qui  mesurent 
ces  fuseaux,  le  triangle  tri-reciangle  (830)  étant  pris  pour  unité 
d'aire;  on  aura 

£_  A 

F  ~  A'  ' 

Prenons  A'  =  i  ;  le  fuseau  correspondant,  ayant  son  angle  droit, 
sera  égal  au  quart  de  la  sphère,  c'est-à-dire  au  double  du  triangle 
tri-rectangle  :  on  aura  donc  ¥'  =z  ■?.  et,  par  suite, 

(i)  — i=r— ?      d'où      F=2A. 

2.1 
SCOLIE. 

83G.  Soient  a,  R  el  9,  l'angle  du  fuseau  évalué  en  degrés, 
le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres  el  l'aire  du  fuseau  éva- 
luée en  mètres  carrés  :  l'angle  droit  renfermant  90  degrés,  el 

le  triangle  tri-rectangle  étant  égal  au  huitième  ^ —  de  la  sphère, 


on  aura 


A  =  — ?      \ 


90  irrR^ 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

2)  9=-^-R-^. 

90 

Evaluons,  par  exemple,  le  fuseau  de  3o"  i5' dansla  sphère  dont 
le  rayon  est  i"',2.  Nous  aurons 

^7:X  1,44  =  0,434x7:=  i""i,52o5 

h  7  centimètre  carré  près. 
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THÉORÈME. 


837.  Si  l'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
triangle  tri-rectangle  pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  triangle 
spliérique  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent 
ses  angles,  diminuée  de  2. 


Soit  ABC  le  triangle  proposé;  achevons  le  grand  cercle  AB, 
et  prolongeons  les  côtés  AC,  BC,  jusqu'aux  points  A'  et  B'  où 
ils  rencontrent  ce  grand  cercle.  On  aura  évidemment 

ABC-f-BCA'r=zfus.A, 
ABC-4-ACB'r=fus.B, 

et ( 834 ) 

ABC-i-B'CA'=r:fus.C. 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  trois  égalités  se  com- 
pose de  la  demi-sphère  et  de  deux  fois  l'aire  du  triangle  ABC. 
Comme,  dans  le  s^^stème  d'unités  adopté,  la  demi-sphère  est 
mesurée  par  le  nombre  4»  si  l'on  désigne  par  S,  A,  B,  C,  les 
nombres  qui  mesurent  l'aire  et  les  angles  du  triangle,  on 
aura  (835) 

4  H-  -28  =  2A  -f-  2B  H- 2C, 

d'où 

(i)  S=:A-f-B-f-C— 2. 

SCOLIES. 

838.  Soient  K  le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres, 
0-  l'aire  du  triangle  en  mètres  carrés,  et  oc,  6,  y,  les  angles  de 
ce  triangle  évalués  en  degrés;  on  aura 

A^iL,     B=A,     c==X,    s=     " 


90  90  90  jttK' 
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et,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  fi), 

,    ,  a  -t-  6  -h  y  —  i8o     ,, 

lOO 

Voici  deux  exemples  : 

1°  Quelle  est,  sur  la  sphère  dont  raire  est  ^gale  à  i  mètre 
carré  y  l'aire  du  triangle  dont  les  angles  sont  de  6i  degrés, 
109  degrés,  127  degrés  P 

Le  rapport  de  ce  triangle  au  triangle  tri-rectangle  est,  d'après 
la  formule  (i), 

61  4- 109 -f- 127  —  180 117 

90  90  '    ' 

et  comme  le  triangle  tri-rectangle  est  ici  le  huitième  du  mètre 
carré,  l'aire  du  triangle  donné  est 

^  X  i,3i^ :o'»i,  1625. 

2^^  Quelle  est,  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  2'",  4,  l'aire  du 
triangle  sphérique  dont   les    angles  sont    de   5i°37',  ^3"  11' 
87-43'? 

La  formule  (2)  donne,  en  réduisant  en  minutes. 


(5i-f-73  +  87  — 180)60  -f-37-f-  M  -f-43 

=  I  ,o4o533  X  -  =^  3'-i,  2689 
à  I  centimètre  carré  près. 

839.  En  analyse,  on  évalue  généralement  les  angles  en  parties  du 
rayon  (297,  3'');  alors  l'angle  droit  répond  à  f ,  et  si  l'on  désigne  par  A', 
B',C',  les  angles  du  triangle  évalués  en  parties  du  rayon,  on  a 


et,  par  suite, 


A  +  P -f- C  —  2  .^  -  f  A'-h  B'^  C- 77). 


D'ailleurs,  le  rayon  de  la  sphère  étant  i,  l'aire  du  triangle  tri-rectangle 
"•  i3 
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«st  alors  mesurée  par  -■>  de  sorte  qu'on  a 
g  _  S'  _  -iS' 


S'  étant  le  nombre  qui  mesure  l'aire  du  triangle  dans  ce  nouveau  système 
d'unités.  On  a  donc  enfin  (837),  à  cause  de  la  formule  (i), 

S'=  A'-f-B'+C— TT. 

On  donne  à  ce  nombre  abstrait  A'  +  B'+C— -rr  le  nom  d'e.vràs  sphé- 
rique  du  triangle. 

THÉORÈME. 

840.  Si  Von  prend  Panglc  droit  pour  unité  d'angle  et  le  triangle  tri- 
rectangle  pour  unité  d'aire,  Vaire  d^un  polygone  s  plié  ri  que  de  n  côtés  a 
pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent  ses  angles,  diminuée  de 
•1  [n  —  'i). 

On  arrive  à  ce  résultat  en  décomposant  le  polygone  en  triangles  à  l'aide 
d'arcs  de  grand  cercle  diagonaux  issus  d'un  même  sommet,  et  en  appli- 
(juant  la  formule  (i)  du  n°  837  aux  [n  —  2)  triangles  ainsi  obtenus. 

SCOLIE. 

84i.  Soient,  dans  le  système  d'unités  adopté,  S,  A,,  Aj.. . . ,  A„,  les  me- 
sures de  Taire  et  des  angles  d'un  polygone  sphérique  convexe  de  n  côtés: 
on  aura 

S  =  (A,  -t-  A3  H-.  .  .-f-  AJ  —  '2  (/z  -  2). 

Désignons  par  <?,,  z?^, . . .,  /7,^,  les  nombres  qui  mesurent  les  côtés  du  po- 
lygone polaire  (828),  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  grand  cercle;  on  aura 

k,  =  i  —  a^,     X.^^'x  —  a,,....,     A„---2-«,„ 

et,  par  suite, 

S:=  [2/2  —  (rt,   -^  a^  -+-..  .-+-V/J]  — 2(/2  — 2)  =  4  — (rt,-H«,-H...-f-/7j, 

OU  enfin,  en  désignant  par  p  le  périmètre  du  polygone  polaire, 

Ainsi,  \aire  d'un  polygone  spliérique  convexe  est  égale  à  4  moins  le  pé- 
rimètre du  polygone  polaire  ;  cette  relation  mérite  d'être  remarquée. 

THÉORÈME. 
842.  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Une  pyramide  sphérique  est  la   portion   du  volume   de  la 
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sphère  cotiiprise  entre  les  faces  d'un  anf,Me  polyèdre  dont  le 
somnielest  au  centre  de  la  sphère;  le  polygone  sphérique  cor- 
respondant à  cet  angle  polyèdre  est  la  base  de  la  pyramide. 
Deux  pyramides  sphériques  sont  dites  symétriques  lorsqu'elles 
ont  pour  hases  des  polygones  sphériques  symétriques. 

On  appelle  onglet  la  portion  du  volume  de  la  sphère  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC  {Jig,  443)'  1^' 
fuseau  C'ACBC  est  la  base  de  l'onglet,  et  son  angle  est  Vangle 
de  l'onglet. 

On  démontre  que  : 

i"  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symétriques 
sont  équivalentes  (833); 

i""  Si  Ion  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit,  et  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  tri-rectangle  qui  est  le  huitième 
du  volume  de  la  sphère,  un  onglet  a  pour  mesure  le  double 
du  nombre  qui  mesure  son  angle  (835  j; 

3"  Dans  le  même  système  d'unités,  le  volume  d 'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  le  nombte  A  H-  B  -f  C  --  2, 
A,B,  C,  étafit  les  mesures  des  angles  du  triangle  sphérique  qui 
sert  de  base  à  la  pyramide  (837). 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  du  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  à  l'aire  de  sa  base  est  égal  au  rapport 
de  la  pyramide  sphérique  tri-rectangle  au  triangle  tri-reciangle; 
mais  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  du  volume  de  la  sphère 
à  son  aire,  c'est-à-dire  au  tiers  du  rayon.  Donc,  le  volume 
de  la  pyramide  sphérique  triangulaire  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  du  rayon.  Et  ce  théorème  s'étend  à  la 
pyramide  sphérique  polygonale,  en  décomposant  sa  base  en 
triangles. 

THÉORÈME. 

843.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la 
surface  de  la  sphère  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence,  qui  joint  ces  deux  points. 

1°  Il  faut,  avant  tout,  définir  la  longueur  (Vun  arc  de  courbe  tracée  sur 
la  sphère. 

«  Concevons  que,  dans  un  arc  de  courbe  sphérique  AB  [flg.  445),  on 
»  inscrive  une  suite  de  polygones  sphériques  se  déduisant  les  uns  des  au- 
))  très  d'après  une  loi  arbitraire  mais  bien  déterminée,  et  telle,  que  le 
»  plus  grand  côté  des  polygones  inscrits  aille  continuellement  en  décrois- 

i3. 
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«  sant  jusqu'à  zéro,  ce  qui  exige  que  le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones 
»  croisse  au  delà  de  toute  limite.  Prenons  seulement  dans  chaque  poly- 
»  gone  la  portion  inscrite  dans  l'arc  AB,  c'est-à-dire  la  portion  correspon- 
»  dante  aux  sommets  h,  /,...,  u^  compris  entre  A  et  B  :  la  longueur  de 
»  1  arc  AB  est,  par  définition,  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  périmè- 
»  très  de  ces  portions  de  polygones. 

»  Pour  légitimer  cette  définition,  il  faut  prouver  que  cette  limite  existe 
»  et  qu'elle  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  varient  les  polygones 
»  inscrits. 

»  D'abord,  on  peut  toujours  supposer  l'arc  AB  convexe;  sans  quoi,  on 
»  le  décomposerait  en  plusieurs  arcs  convexes,  et  la  proposition  une  fois 
))  démontrée  pour  les  arcs  partiels  s'étendrait  à  l'arc  total. 

»  Cela  posé,  soit  hk. .  .w  la  portion  d'un  polygone  sphérique  inscrite  dans 
»  l'arc  AB;  en  joignant  les  sommets  extrêmes  h  et  a  par  un  arc  de  grand 
»  cercle  Iivu  moindre  qu'une  demi-circonférence,  nous  formerons  un  po- 
»  lygone  sphérique  convexe  ///•. . .  uvh  que  nous  désignerons  par  P.  Construi- 
»  sons  le  polygone  sphérique  P'  polaire  de  P  (  8i28  )  ;  la  mesure  du  périmètre 
)>  de  P,  évaluée  en  prenant  un  quadrant  pour  unité,  sera  égale  à  4  dimi- 
»  nué  de  la  mesure  de  l'aire  du  polygone  P'  évaluée  en  prenant  le  triangle 
))  tri-rectangle  pour  unité  d'aire  (841  ).  Mais  le  périmètre  de  P  se  compose 
»  du  périmètre  de  la  portion  hf,. .  .u  de  polygone  inscrite  dans  l'arc  AB, 

Fig.  /,/i5. 


plus  l'arc  hvii  qui,  à  la  limite,  devient  l'arc  de  grand  cercle  moindre 
qu'une  demi-circonférence  joignant  le  point  A  au  point  B;  il  suffit  donc 
de  démontrer  que  l'aire  du  polygone  P'  tend  vers  une  limite  bien  dé- 
terminée et  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  varient  les  polygones 
inscrits  dans  la  courbe  AB.  Or,  soient  w  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle 
AB  et  aê  le  lieu  des  pôles  des  arcs  de  grand  cercle  tangents  à  la  courbe 
AB  en  tous  les  points  compris  entre  A  et  B;  le  sommet  de  P'  corres- 
pondant au  côté  hvu  tend  vers  le  point  w  (829),  et  tous  les  autres  som- 
mets de  P'  tendent  vers  les  différents  points  de  aê,  depuis  a  jusqu'à  ê; 
donc,  Taire  de  P'  tend  vers  l'aire  de  la  figure  limitée  par  a^  et  par  les 
arcs  de  grands  cercles  wa  et  wS  (*).  » 


(*)  Cette  démonstration  nous  a  été  communiquée  par  M.  O.  Bonnet. 
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2"  Il  est  maintenant  très-facile  de  trouver  le  plus  court  chemin  entre 
deux  points  A  et  B  sur  la  surlace  de  la  sphère  [Jig.  446). 

Soient  AMB  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une   demi- 
circonférence,  qui  unit    les  points  A  et  B,  et  AEFGIB   une 

Fig.  446. 


¥.y 


A 

courbe  sphérique  quelconque  tracée  entre  ces  deux  points. 
AEFGIB  étant  une  portion  de  polygone  sphérique  inscrite 
dans  cette  courbe,  on  aura  (820) 

AMB  <  AE-f-EF  ^  FG  -f^  GI  4-  IB. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  du  polygone  inscrii, 
le  second  membre  a  pour  limite  (1°)  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  AEFGIB.  Donc,  l'arc  de  grand  cercle  AMB  est  moindre 
que  toute  autre  courbe  sphérique  allant  de  A  en  B;  c'est  le 
plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la  sphère. 

THÉORÈME. 

844.  Si,  (Viui  point  0  de  la  sphère,  on  mène  .sur  un  ^rnnd  cercle  AB 
Parc  de  grand  cercle  01  perpendiculaire  et  moindre  (ju^un  (piadrant,  et 
plusieurs  arcs  de  grand  cercle  obliques  OC,  OD,  OE  [fig.  44/)  '• 

1°  L^arc  perpendiculaire  01  est  moindre  cjue  tout  arc  oblique  OC; 

1"  Deux  arcs  obliques  OC  et  OE,  dont  les  pieds  C  et  E  sont  èquidistants 
du  pied  I  de  Parc  perpendiculaire,  sont  égaux; 

3°  De  deux  arcs  obliques  OC  et  OD,  ou  OC  et  OE.  celui  dont  le  pied 
s'écarte  le  plus  du  pied  1  de  Parc  perpendiculaire  est  le  plus  long. 

Fig-  447- 


Observons  d'abord  que  du  point  0  on  peut  mener  un  grand  cercle,  et 
un  seul,  qui  soit  perpendiculaire  à  AB;  c'est  celui  qui  passe  par  le  point  0 
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et  par  lo  polo  P  du  grand  cercle  AB  (774).  Par  suite,  du  point  0  on  peut 
mener  dansThémisphère  OAB  deux  arcs  de  grands  cercles  perpendiculaires 
à  AB  :  l'un  01  moindre  qu'un  quadrant,  l'autre  OPI'  plus  grand  qu'un 
quadrant.  C'est  de  l'arc  01  qu'il  est  question  dans  le  théorème  énoncé.  La 
démonstration  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  identique  à  celle  du  n''  M  de 
la  Géométrie  plane;  nous  avons  même  employé  les  mêmes  lettres  afin 
que  le  texte  de  ce  numéro  pût  servir;  seulement,  les  triangles  qui  inter- 
viennent dans  la  démonstration  sont  ici  symétriques  au  lieu  d'être  égaux. 

Corollaires. 

845.  L'fiT'c  de  grand  cercle  01,  moindre  qiiun  quadrant,  mené  du  point  0 
à  angle  dirait  sur  un  grand  cercle  AB,  est  la  ligne  la  plus  courte  que  Von 
puisse  tracer  sur  la  sphère  du  point  0  au  grand  cercle  AB  (843,  844); 
nous  donnerons,  d'après  cela,  à  cet  arc  01  le  nom  de  distance  spliérique 
du  point  0  au  grand  cercle  AB. 

L'arc  OPI'  est  le  plus  long  de  tous  les  arcs  de  grand  cercle  qui  vont  du 
point  0  au  grand  cercle  AB,  dans  l'hémisphère  OAB. 

Les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont  vraies  (40). 

Le  lieu  géométjique  des  points  de  la  sphère  équidistants  de  deux  points 
de  cette  surface,  est  le  grand  cercle  perperidiculaire  sur  le  milieu  de  Parc 
de  grand  cercle  cjui  unit  les  deux  points  (48). 

Deux  triangles  sphériques  rectangles  sont  égaux  ou  symétriqnes  : 
i"  lorsqu'ds  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  oblique  égal;  i°  lors- 
qu'ils ont  Vhypoténuse  égale  et  un  côté  égal  (50). 

L'arc  de  grand  eercl'e  bissecteur  de  l'angle  de  deux  grands  cercles  est 
le  lieu  des  points  de  la  sphère  équidistants  des  deux  côtés  de  cet  angle  (  53  ). 

846.  Voici  encore  deux  remarques  importantes  : 

i"  Dans  tout  triangle  spJiérique  rectangle,  le  nond)re  des  côtés  supé- 
rieurs à  un  quadrant  est  pair.  En  effet,  soient  [fig.  448)  trois  grands 
cercles  APB,  AIB,  PIP',  perpendiculaires  deux  à  deux  ;  sur  AP,  prenons  un 
arc  AC  moindre  qu'un  quadrant,  et  joignons  par  un  arc  de  grand  cercle  CD 
le  point  C  à  un  point  quelconque  D  de  AIB.  Dans  le  triangle  rectangle  CAD, 
le  côté  AC  est  aigu,  et  l'on  voit  que  tant  que  AD  reste  aigu,  c'est-à-dire 
moindre  que  le  quadrant  AI,  CD  reste  inférieur  à  CI,  c'est-à-dire  à  un 
quadrant;  si  AD  devient  obtus  comme  AD,,  l'arc  CD,  est  supérieur  à  CI, 
c'est-à-dire  à  un  quadrant.  Le  triangle  ACD  a  donc  ses  trois  côtés  aigus, 
ou  un  aigu  et  deux  obtus.  On  prouverait  pareillement  que  le  triangle  rec- 
tangle CDB,  dont  le  côté  BPC  est  obtus,  possède  toujours  deux  côtés 
obtus  et  un  aigu  ;  car  BD  étant  obtus,  CD  est  aigu,  et  BD,  étant  aigu,  CD, 
est  obtus. 

2°  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  tout  angle  oblique  est  de 
même  espèce  que  le  côté  opposé.  En  effet,  l'angle  ACI  étant  droit,  l'angle 
ACD  est  aigu  et  l'angle  ACD,  est  obtus;  or  AD  est  aigu  et  AD,  est  obtus. 
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THÉORÈME. 
847.  Varv  de  grand  cercle  MT,  tangent  à  un  petit  cercle,  t 


99" 


dicidaire  à  V extrémité  du  ravnn  sphéri<nu 
contact  (/i,".  449). 

Fig.  448. 


t  perjjcn- 
PM  qui  aboutit  au  point  de 


En  effet,  par  le  point  M  et  un  point  voisin  M'  menons  l'arc  de  grand 
cercle  MM'S,  et  joignons  par  un  arc  de  grand  cercle  le  milieu  I  de  MM' 
au  pôle  P  du  petit  cercle.  Le  point  I  venant  en  M  en  môme  temps  que  M', 
l'angle  TMP  est  la  limite  de  l'angle  SIP;  mais- ce  dernier  angle  est  tou- 
jours droit  puisque  le  triangle  sphérique  PMM'  est  isocèle  (822);  donc, 
l'angle  TMP  est  droit. 

SCOLIE. 

848.  Lorsque  deux  petits  cercles  dUuie  sphère  se  coupent ^  Varc  de 
grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  Varc  de  grand  cercle  qui  j)asse  par  leurs  deux  points  cV intersection. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d\ine  sphère  sont  tangents,  leur  point  de 
contact  est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles,  et  l'arc  de 
grand  cercle  mené  par  le  point  de  contact  à  angle  droit  sur  celui  qui 
unit  les  pôles,  est  tangent  à  chacun  des  deux  petits  cercles. 

Désignons  par  R  et  r  les  rayons  sphériques  des  deux  petits  cercles,  et 
par  D  Tare  de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi-circonférence  qui  passe 
par  leurs  pôles  : 

.SV  les  cercles  sont  extérieurs  Vun  à  Vautre,  on  aura 

D>R-h/-; 

Si  les  cercles  sont  tangents  e.i  Icrictirmient,  on  aura 

Si  les  cercles  se  coupent,  on  avjra 

R-H/>D>  R  — r; 
Si  les  cercles  sont  tangents  intérieurement,  on  aura 


D  =  R-/; 

Si  les  deux  cercles  sont  intérieurs  Vun  à  V((utn 
D  <  R  -  r. 


on  aura 
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Les  raisonnements  sont  identiques  à  ceux  de  la  Géométrie  plane  (118, 
119,  120,  121,  122). 

11  y  a  cependant  une  condition  de  plus  à  laquelle  les  quantités  D,  R 
et  r,  doivent  satisfaire  dans  tous  les  cas.  Quelle  que  soit  la  position  rela- 
tive des  deux  cercles,  on  a  toujours 

D-+-R  +  /<4, 

en  prenant  le  quart  d'un  grand  cercle  pour  unité  de  longueur;  en  effet, 
D  est  toujours  moindre  que  2,  et  R  et  r  sont  l'un  et  l'autre  inférieurs  à  i . 
Ainsi  la  distance  sphéricjue  des  deux  pôles  et  les  rayons  sphériques  des 
deux  cercles  ont  une  somme  moindre  qu'une  circonférence  de  grand 
cercle. 

THÉORÈME. 

849.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  sphériques  qui 
ont  une  base  commune  DE  et  dans  lesquels  la  difféi-ence  entre  Vangle  au 
sommet  C  et  la  somme  D  -h  E  des  angles  à  la  hase  est  constante,  est  un 
arc  de  petit  cercle  qui  passe  par  les  points  D  et  ^  (y%*  45o). 

Fig.  45o. 


En  effet,  DEC  étant  Tun  des  triangles  satisfaisant  à  la  question,  et  P  le 
pôle  du  petit  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  triangles  PDG,  PCE,  PED, 
sont  isocèles  ;  par  suite,  la  différence  (D  -h  E)  —  G  est  égale  à  la  somme 
des  angles  PDE  -h  PED,  c'est-à-dire  au  double  de  l'un  des  angles  PDE, 
PED.  Ges  derniers  angles  sont  donc  constants;  il  résulte  de  là  que  le 
triangle  DPE  est  fixe  ainsi  que  le  point  P,  et  que  la  distance  PG  =  PD  est 
constante,  d'où  l'on  conclut  que  le  sommet  G  est  toujours  sur  le  cercle 
décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un  rayon  spliérique  égal  à  PD. 

Ge  théorème  est  l'analogue  de  celui  du  n°  143  de  la  Géométrie  plane. 
En  effet,  lorsque  dans  un  triangle  rectiligne  GDE  on  donne  l'angle  G,  on 
donne  par  cela  même  la  somme  D  -4-  E  des  deux  autres  et,  par  suite,  la 
différence  D  -f-  E  —  G.  ' 

Corollaire. 

850.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  G  des  triangles  spliéricpies  de 
même  hase  AB  et  de  même  aire,  est  un  arc  de  petit  cercle  passant  par  les 
points  E  et  D  diamétralement  opposés  aux  exti^énnlés  A  e/  B  de  la  hase 

(/^•45o). 
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En  effet,  quand  l'expression  A  -h  B  -+-  C  —  2  est  constante,  il  en  est  de 
même  de  C  —  D  —  E,  pui.^qu'on  a  évidemment  A  =  2  —  E,  6  =  2  —  D. 
Le  lieu  proposé  est  donc  le  môme  que  celui  des  sommets  des  triangles  CDE, 
dont  la  base  DE  est  fixe  et  dont  la  différence  entre  l'angle  au  sommet  et 
la  somme  des  angles  à  la  base  est  constante.  Par  suite  (849),  c'est  un 
arc  de  petit  cercle  passant  par  les  points  fixes  D  et  E. 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  est  connue  sous  le  nom  de 
théorème  de  Lexell. 

PROBLÈME. 

831 .  Mener  un  arc  de  giand  cercle  pcrpendicidaire  sur  un  arc  de  ^rand 
cercle  donné  AB,  en  son  mdieu;  ou,  diviser  un  arc  de  ^rnnd  cercle  AB  en 
deux  parties  égales  [Jtg.  45i  ). 

Il  suffit  de  décrire  des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  la  même  ou- 
verture de  compas,  deux  arcs  qui  se  coupent  en  C  et  D  ;  puis,  de  faire 
passer  un  grand  cercle  par  C  et  D. 

Remarquons  que  ce  grand  cercle  CD  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
tous  les  arcs  de  petit  cercle  dont  les  extrémités  sont  A  et  B, 

Fig.  45 1.  Fig.  452. 


PROBLÈME. 

85:2.  Trouver  le  pôle  dUin  petit,  cercle  passant  par  trois  points  donnes 
A,  B,  C,  sur  la  sphère  [fig.  452). 

Ce  pôle  P,  étant  équidistant  de  A,  B,  C,  est  à  l'intersection  des  arcs  de 
grand  cercle  (8S1)  élevés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arcs 
de  grand  cercle  AB  et  BC. 

Le  pôle  P  une  fois  connu,  on  tracera  le  petit  cercle  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  PA. 

PROBLÈME. 

8o3.  Par  un  point  A  pris  sur  un  arc  de  grand  cercle  AB,  mener  un  arc 
de  grand  cercle  incliné  d'un  angle  donné  sur  le  premier  [fig.  453  ). 

Sur  une  feuille  de  papier,  on  trace  un  angle  rectiligne  MON  égal  à  l'angle 
donné,  et  de  son  sommet  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  celui  de 
la  sphère,  on  décrit  un  arc  de  cercle  HK;  cet  arc  HK  sera  la  longueur  de 
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l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  du  grand  cercle  donné  et  du  grand 
cercle  inconnu. 

Fig.  453. 


A    ~ 


^ 


Cela  fait,  du  point  A  comme  pôle,  on  décrira  sur  la  sphère  un  grand 
cercle  DE;  puis,  en  prenant  pour  pôle  le  point  B  où  ce  cercle  coupe  le 
grand  cercle  donné  AB  et  en  donnant  au  compas  une  ouverlure  égale  à 
la  corde  HK,  on  décrira  un  petit  arc  de  cercle  coupant  DE  en  C;  il  ne 
restera  plus  alors  qu'à  mener  un  grand  cercle  par  les  points  C  et  A. 

PROBLÈME. 

854.  Construire  un  tricingle  splithiquc,  connaissant  trois  quelconques  de 
ses  six  éléments  (angles  ou  côtés). 

Ce  problème  offre  six  cas  distincts;  on  peut  donner  :  1"  les  trois  côtés 
ou  les  trois  angles;  1°  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ou  un  côté  et  les 
deux  angles  adjacents;  3**  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  ou 
deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux. 

Dans  cette  énumération,  nous  avons  réuni  chaque  fois  les  deux  cas  cor- 
rélatifs, c'est-à-dire  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre  par  la  considération  du 
triangle  polaire.  11  n'y  a  donc  que  trois  casa  traiter  directement. 

i"  On  donne  les  trois  côtés  a,  h,  c. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  rt>/^>r.  Traçons  un  grand  cercle 
sur  la  sphère,  et  prenons  sur  ce  grand  cercle  un  arcBC  égal  à/?;  du  point  B 
comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  h,  traçons 
un  arc  de  cercle,  et  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  r,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  ;  A  étant  un 
point  commun  à  ces  deux  arcs,  le  triangle  sphérique  ABC  sera  le  triangle 
demandé. 

Les  deux  arcs  se  coupent  généralement  en  deux  points  A  et  A',  situés 
de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  BC;  de  là  deux  solutions,  le  triangle 
ABC  et  le  triangle  A'BC,  symétiique  du  premier. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  cer- 
cles se  coupent,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (848),  en  supposant*'/,  h^  r,  exprimés 
en  degrés, 

«</->4-r,     a^h  —  c,     «-+-/>-+- r  <  SGo**. 


!1^ 
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La  seconde  condition  est  toujours  remplie,  puisque  nous  supposons 
fl>  />>  r;  les  conditions  de  possibilité  se  réduisent  donc  à 

a-Ch-^r    et     o-\-b-hc<:Z6o\ 

Donc,  pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  cotes 
i  donnés f  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  côté  soit  moindre  que  la  somme 
des  deux  autres,  et  que  la  somme  des  trois  côtés  soit  moindre  qu'une  cir- 
conférence de  grand  cercle.  Nous  savions  déjà  que  ces  conditions  étaient 
nécessaires  (820,  821). 

Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  angles 
donnés  A,  B,  C,  il  faut  et  il  suffit  que  son  triangle  polaire,  dont  les  côtés 
sont  i8o°  — A,  i8o°— B,  i8o°  — C,  soit  possible.  D'après  l'alinéa  précé- 
dent, en  supposant,  pour  fixer  les  idées. 

A<B<C,     d'où     iHo"  — A>  i8o°  — B>  i8o"  — C, 

il  faut  donc  qu'on  ait 

i8o"  — A<  i8o°-B~h  180"  — C 
et 

180"  — A  ^  180°  — B-+-  i8o°  — C<3Go'*, 

lOU 

A-i-i8o°>B-hC    et    A-hB-+-C>l8o^ 

Nous  savions  déjà  (830)  que  ces  conditions  étaient  nécessaires. 

1°  On  donne  deux  côtés  a  et  h  et  l'angle  compris  C. 

Même  solution  qu'en  Géométrie  plane  (150). 

y*  On  donne  deux  côtés  a  et  h  et  l'angle  A  opposé  au  côté  a  [fig.  454  ). 

Construisons  sur  la  sphère  deux  grands  cercles  formant  un  angle  égal 
à  A  (853).  Prenons,  à  partir  du  sommet,  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle, 
un  arc  AC  égal  à  h,  et  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  la  corde  de  /'/,  décrivons  un  arc  de  cercle;  B  étant  l'inter- 
section de  ce  cercle  avec  le  second  côté  de  l'angle,  le  triangle  ABC  sera 
■le  triangle  demandé. 

Fig.  .^,54. 


*<: 


^•^^'^ 


.  La  discussion  de  ce  problème  exige  quelque  attention. 

«  Achevons  le  fuseau  A,  et  du  point  C  abaissons  l'arc  CD  perpendicu- 
»  laire  sur  l'autre  côté  de  l'angle.  Dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
»  ACD,  l'arc  perpendiculaire  CD  sera  aigu  ou  obtus  suivant  que  l'angle 
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»  donné  A  sera  lui-même  aigu  ou  obtus  (846,  a"').  Si  l'arc  CD  est  aigu, 
»  il  sera  le  plus  court  de  tous  les  arcs  qu'on  pourrait  mener  du  point  C 
»  dans  le  fuseau  aux  divers  points  de  l'arc  ABA',  et  les  arcs  obliques  aug- 
))  menteront  en  s'éloignant  du  pied  de  l'arc  perpendiculaire;  si  l'arc  CD 
»  est  obtus,  il  sera  au  contraire  le  plus  grand  des  arcs  menés  du  point  C, 
»  et  les  arcs  obliques  augmenteront  en  se  rapprochant  du  pied  de  la  per- 
»  pendiculaire  (844,  845). 

»  Cela  posé,  pour  que  le  triangle  proposé  soit  possible,  il  faudra  cVahord 
»  que  le  côté  opposé  a  soit  au  moins  égal  à  Varc  perpendiculaire,  si 
»  Vangle  donné  A  est  aigu;  ou  plus  'petit,  si  l'angle  donné  A  est  obtus. 
»  Cette  première  condition  de  possibilité  est  évidemment  satisfaite  lors- 
»  que  l'angle  donné  A  et  le  côté  opposé  a  aussi  donné  sont  de  nature 
»  différente. 

»  Je  dis  maintenant  que  : 

»  k  et  a  étant  de  nature  difféi'ente,  le  problème,  s'il  est  possible,  ji'a 
»  qiCune  solution; 

»  k  et  a  étant  de  même  nature,  le  problème,  s'il  est  possible,  a  une  on 
»  deux  solutions. 

»  En  effet,  soient  A  aigu  et  a  obtus,  par  exemple.  Si  l'on  peut  tracer 
»  dans  le  fuseau,  par  le  point  C,  une  oblique  CB  égale  au  côté  «,  elle  ne 
»  pourra  se  trouver  évidemment  que  du  côté  de.  celle  des  obliques  ex- 
))  trêmes  b  ou  i8o°  —  ^  qui  sera  de  même  nature  que  «;  ainsi,  le  pro- 
»  blême  ne  peut  avoir  qu'une  solution.  Cette  solution  existera  pour 
»  <7  <  que  celui  des  arcs  ^  ou  180''  —  ^  de  même  nature;  le  triangle  sera 
»  impossible  pour  a  au  moins  égal  à  celui  des  arcs  b  ou  180''  —  b  de  mémo 
»  nature. 

»  Si  l'on  supposait  A  obtus  et  a  aigu,  on  arriverait  aux  mêmes  conclu- 
»  sions;  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  per- 
))  pendiculaire  CD  serait  obtus. 

»  Soient  A  et  a  aigus.  L'arc  perpendiculaire  CD  étant  alors  aussi  aigu^ 
»  on  voit  qu'il  pourra  exister  dans  le  fuseau  une  oblique  CB'  égale  à  a  du 
»  côté  de  celui  des  arcs  ^  ou  180"  —  b  qui  sera  aigu,  et,  à  fortiori,  qu'il  en 
»  existera  alors  une  autre  CB  du  côté  de  celui  des  deux  arcs  b  ou  180''  —  b 
»  qui  sera  obtus.  Ainsi  le  problème  pourra  avoir  deux  solutions.  Ces 
»  deux  solutions  existeront  pour  a  <  que  celui  des  arcs  b  ou  180°  —  b  de 
»  même  nature  ;  une  de  ces  deux  solutions  ne  sera  plus  possible  pour  a  au 
»  moins  égal  à  celui  des  arcs  b  ou  iSo°  —  b  de  même  nature.  Le  triangle 
»  sera  impossible  pour  a  <  que  l'arc  perpendiculaire  CD. 

»  Si  l'on  supposait  A  et  a  obtus,  on  arriverait  aux  mêmes  conclusions; 
»  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  perpendicu- 
»  laire  CD  serait  obtus  (*),  » 

(*)  Lemthéric,  Nouvelles  Annales,  t.  II,  i*"^  série. 
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PROBLEME. 


855.  Pnr  un  point  (lonnê  sur  la  splièrc,  mener  un  arc  de  grand  cercle 
tangent  à  un  petit  cercle  donné  [Jig  455). 

Fig.  /j55. 


Si  le  point  donné  est  sur  le  cercle,  il  suflit  d'élever  par  ce  point  un 
arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  rayon  sphérique  correspondant. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  point  donné  A  soit  extérieur  au  petit 
cercle  donné,  c'est-à-dire  soit  situé  dans  la  plus  grande  des  deux  calottes 
sphériques  séparées  par  le  petit  cercle.  Considérons  le  problème  comme 
résolu;  nommons  P  le  pôle  du  petit  cercle  donné,  B  le  point  de  contact 
de  l'arc  BA,  et  prolongeons  le  rayon  sphérique  PB  d'une  quantité  BC  =  PB. 
Le  point  Cse  trouve  d'abord  sur  un  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  d'un  arc  de  grand  cercle 
double  du  rayon  sphérique  r  du  petit  cercle.  Il  se  trouve  en  outre  sur  un 
second  cercle  décrit  du  point  A  comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  l'arc  PA  —  D;  car  BA  élant  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  PBC,  le  point  A  est  équidistant  de  P  et  de  C  (8io). 

Le  point  C  une  fois  obtenu  à  l'aide  de  ces  deux  cercles  auxiliaires,  on 
mènera  l'arc  de  grand  cercle  PC  qui  coupera  le  petit  cercle  en  B,  et,  en 
joignant  B  et  A  par  un  arc  de  grand  cercle,  on  aura  l'arc  tangent  de- 
mandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux  cer- 
cles auxiliaires  se  coupent,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (848) 

D<D-+-2r,     D>'2r— D,     D -^  D  h- !2/- <  4. 

La  première  condition  est  toujours  remplie,  et  les  deux  autres  équiva- 
lent à 

r<D<2-r; 

elles  expriment  précisément  que  le  point  A  doit  être  situé  hors  de  la 
calotte  sphérique  PB. 

Les  cercles  auxiliaires  se  coupent  en  deux  points  C  et  C;  de  là  deux 
solutions,  AB  et  AB'. 
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Observons  que  les  triangles  rectangles  PAB,  PAB',  qui  ont  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  égal,  sont  symétriques.  Donc,  les  deux  tangentes  splw- 
riques  AB  et  AB'  sont  égales^  et  Vare  PA  clhnse  en  deux  parties  égales 
chacun  des  angles  BPB',  BAB'. 

La  construction  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  au  problème 
analogue  de  Géométrie  plane  (169)  :  celle  que  nous  avons  donnée  est  pré- 
férable dans  la  pratique,  parce  qu'elle  exige  moins  de  place. 

PROBLÈME. 

856.  Mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  h  deux  petits  cercles 
donnés: 

Nous  nous  bornerons  à  indiquer  la  solution  et  les  conditions  de  possi- 
bilité, laissant  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  figure  et  de  compléter  la  dis- 
cussion. 

Soient  P  et  P'  les  pôles  des  deux  petits  cercles,  R  et  R'  leurs  rayons 
sphériques  et  D  la  distance  sphérique  PP';  D,  R  et  R',  étant  évalués  en 
prenant  le  quadrant  pour  unité.  Soit  d'abord  un  grand  cercle  tangent 
qui  coupe  l'arc  PP'  sur  son  prolongement;  si  A  et  A'  sont  les  points  où 
il  touche  les  cercles  P  et  P',  son  pôle  sera  à  la  fois  sur  les  grands  cercles 
PA  et  P'A';  il  sera  donc  le  troisième  sommet  d'un  triangle  dont  les  autres 
sommets  sont  P  et  P',  et  dont  on  connaît  les  trois  côtés  D,  i  —  R,  i  —  R'. 
Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R  — R'    et    D-rR-+-R'<2. 

Considérons  en  second  lieu  un  grand  cercle  tangent  qui  coupe  l'arc  PP' 
entre  P  et  P'.  On  verra  que  son  pôle  est  le  troisième  sommet  d'un  triangle 
dont  les  autres  sommets  sont  P  et  P',  et  dont  on  connaît  les  trois  côtés  D, 
I  —  R,  I  -+-  R'.  Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R-f-R',    I)-^R  — R'<2. 


§  VIL  -  GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SURFACES. 

DÉFINITIONS. 

857.  Une  surface  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
ligne  qui  change  de  position  et  môme  de  forme,  suivant  une 
loi  déterminée  et  continue.  Le  plus  souvent  on  règle,  au  moins 
en  partie,  le  mouvement  de  cette  ligne,  qu'on  nomme  gêné"' 
ratrice,  en  l'astreignant  à  ren-conirer  sans  cesse  certaines 
lignes  fixes  qu'on  appelle  directrices. 
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Voici  des  exemples  : 

1°  Une  surface  conique  est  le  lieu  des  positions  successives 
d'une  droite  A,  SA  ijig.  45>7)  qui  passe  toujours  par  un  point 
fixe  S  et  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  A>1B  plane  ou  gauche. 
Ici,  la  génératrice  est  constante  de  forme,  c'est  une  droite;  et 
l'une  des  directrices  se  réduit  à  un  point  S  qu'on  nomme 
sommet.  Une  surface  conique  a  deux  nappes  SA,  H,,  SAB,  sé- 
parées par  le  sommet. 


Fig.  45G. 


Fig.  /,57. 


2°  Une  surface  cylindrique  est  le  lieu  des  positions  succes- 
sives d'une  droite  AA'  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  ABC  et 
reste  parallèle  à  une  direction  donnée  (^'^.  45^>)-  Une  surface 
cylindrique  peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  sur- 
face conique  dont  le  sommet  s'est:  éloigné  indéfiniment  dans 
la  direction  donnée;  ou,  plus  brièvement,  c'est  une  surface 
conique  dont  le  sommet  est  à  l'infini  dans  une  certaine  di- 
rection. 

3"  Une  surface  de  révolution  est  le  lieu  des  positions  suc- 
cessives d'une  ligne  MNP  qui  tourne  autour  d'une  droite 
fixe  XY  à  laquelle  elle  est  invariablement  liée  [fg,  4^8).  Dans 
ce  mouvement,  tout  point  M  de  la  génératrice  MNP  décrit 
une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  XI, 
et  dont  le  centre  O  est  sur  cet  axe;  d'après  cela,  toutes  les 
sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont 
des  cercles  :  ces  cercles  M,  MM,,  N.NNa,  P.PP,,.  . .,  sont  les 
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parallèles  de  la  surface.  On  appelle  méridiennes  les  sections 
faites  dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  l'axe  XY;  deux 
méridiennes  quelconques  M,N,P,,  M^NîPi,  sont  des  lignes 
superposables  :  car,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  XOP,  de  l'angle 
P,  OP2  de  manière  à  amener  le  point  P,  sur  le  point  P,,  les 
points  M,,  N,,...,  arriveront  respectivement  sur  M2,  Nj,..., 
attendu  que  les  angles  M,  OM2,  N,  ON,, . . . ,  P,  OP2,  sont  égaux 
comme  angles  plans  d'un  même  dièdre. 

Fig.  458. 


Toute  courbe  tracée  sur  une  surface  de  révolution  peut 
être  prise  pour  génératrice  de  cette  surface;  le  plus  souvent 
on  choisit  pour  génératrice  la  courbe  méridienne.  Nous  avons 
déjà  étudié  trois  surfaces  de  révolution  :  la  surface  conique 
de  révolution  dont  la  méridienne  est  une  droite  qui  rencontre 
l'axe,  la  surface  cylindrique  de  révolution  dont  la  méridienne 
est  une  droite  parallèle  à  l'axe,  et  la  sphère  dont  la  méri- 
dienne est  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  l'axe. 

Les  surfaces  de  révolution  admettent  un  second  mode  de 
génération  fort  remarquable  :  on  peut  les  considérer  comme 
le  lieu  des  positions  d'un  cercle  dont  le  centre  parcourt  l'axe 
fixe  XY,  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  dont 
le  rayon  varie  suivant  une  loi  telle,  que  le  cercle  rencontre 
sans  cesse  une  méridienne  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur 
la  surface.  C'est  ce  cercle  variable  de  grandeur  et  de  position 
qui  est  alors  la  génératrice,  et  la  méridienne  ou  la  courbe  fixe 
considérée  sur  la  surface  qui  est  la  directrice. 

THÉORÈME. 
858.   i""  Les  sections  d'une  surface  cylindrique ,  par  deux 
plans  parallèles,  sont  ég^ales. 
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1*  Les  sections  d^une  surface  conique,  par  deux  plans  pa- 
rallèles, sont  semblables. 

En  effet  : 

i*  Soient  la  surface  cylindrique  AA'  et  deux  sections  ABC, 
A'B'C,  feiles  par  deux  plans  parallèles  {Jig.  456  .  Prenons 
quatre  points  A.  B,  C.  M,  sur  la  première  section,  et  menons 
les  génératrices  AA'.  BB',  CC,  MM',  qui  rencontrent  la  seconde 
section  en  A',  B',  C,  M'.  Les  quadrilatères  ABCM.  A  B'C  M', 
sont  superposables  comme  bases  opposées  d'un  prisme  qua- 
drangulaire.  D après  cela,  si  l'on  transporte  le  plan  de  la 
seconde  seciion  sur  celui  de  la  première,  dès  que  les  trois 
points  A',  B',  C,  seront  appliqués  sur  leurs  correspondants 
A,  B,  C,  tout  point  M'  de  la  seconde  seciion  coïncidera  avec 
son  correspondant  M  de  la  première. 

La  seciion  A'B'C  peut  être  considérée  comme  la  projection 
oblique  (588)  de  ABC:  on  peut  donc  encore  énoncer  ce  théo- 
rème de  la  manière  suivante  :  Lne  courbe  plane  quelconque 
est  égale  à  sa  projection  oblique  ou  orthogonale  ]  sur  un  plan 
parallèle  au  sien. 

a"  Soient  la  surface  conique  SAMB  et  deux  sections  AMB, 
A'M'B',  faites  par  deux  plans  parallèles  {Jig.  ^5-  \  Menons  par 
le  sommet  une  droite  quelconque  SOC  qui  rencontre  les  deux 
plans  en  0  ei  O',  et  projetons,  parallèlement  à  S^XT.  la  pre- 
mière section  AMB  sur  le  plan  de  la  seconde  :  cette  projection 
amb  étant  égale  à  AMB  ?  i*"  ,  la  proposition  sera  démontrée  si 
nous  prouvons  que  amb  et  A' MB'  sont  homothétiques.  Or. 
SMM'  étant  une  génératrice  quelconque  de  la  surface,  les 
droites  OM  et  O'M'  sont  parallèles,  et  Ton  a 

OM         SO 
0'M'~  S<»" 

ou,  en  observant  que  la  projection  m  de  M  est  située  surO  M' 
et  que  0'm  =  OM, 

O'm  _  SO 

ôrM^~  sa* 

Le  second  membre  de  cette  égalité  avant  une  valeur  indépen- 
dante de  h»  position  du  point  M'  sur  la  courbe  A'M'B*,  les 
courbes  amb  et  A'M'B'  sont  homothétiques. 

IL  ,4 
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SCOLIES. 

859.  On  nomme  section  droite  d'une  surface  cylindrique 
Ja  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  cylindre  est  le  corps  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  planes  parallèles.  Ces  séchons  sont 
les  bases  du  cylindre,  et  la  distance  de  leurs  plans  parallèles 
est  la  hauteur  de  ce  corps.  Le  cylindre  e^t  droit  ou  oblique^ 
suivant  que  ses  génératrices  sont  perpendiculaires  ou  obliques 
au  plan  de  la  base.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  n'est 
autre  que  le  cylindre  de  révolution  étudié  dans  le  §  I. 

L'aire  latérale  d'un  cylindre  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  son  arête  par  le  périmètre  de  sa  section  droite. 

Le  volume  d'un  cylindre  quelconqi/e  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ces  théorèmes  en  considérant  le  cylindre  comme 
la  limite  d'un  prisme  inscrit,  lorsque  les  côtés  de  la  base  poly- 
gonale tendent  vers  zéro. 

Les  théorèmes  relatifs  au  prisme  tronqué,  démontrés  aux  n"*  716,  717, 
719,  720,  sont  de  même  applicables  au  cylindre  tronqué. 

860.  Un  cône  est  le  corps  compris  sous  une  surface  conique 
limitée  d'une  part  à  son  sommet  et  de  l'autre  à  une  section 
plane,  qui  prend  le  nom  de  base;  la  hauteur  du  cône  est  la 
distance  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Un  cône  à  base  circu- 
laire est  droit  ou  oblique  suivant  que  la  projection  orthogo- 
nale du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  coïncide  ou  non  avec  le 
centre  du  cercle.  Le  cône  circulaire  droit  n'est  autre  que  le 
cône  de  révolution  étudié  au  §  IL 

LjC  volume  d'un  cône  quelconque  est  égal  au  tiers  du  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ce  théorème  en  considérant  le  cône  comme  la 
limite  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  les  côtés  de  la  base 
polygonale  tendent  vers  zéro. 

THÉORÈME. 

861.  Dans  un  cône  ou  dans  un  cylindre,  le  plan  SNT,  déter- 
miné par  une  génératrice  SN  et  par  la  tangente  NT  menée  à 
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une  courbe  ANB  située  sur  la  surface,  au  point  N  où  cette 
courbe  rencontre  la  génératrice,  est  le  même,  guette  que  soit 
la  courbe  considérée  [fig.  4^9)- 


Il  suflii  de  prendre  une  seconde  courbe  CMD  sur  la  surface 
coupant  la  génératrice  SN  au  point  M,  et  de  prouver  que  le 
plan  SNT  renferme  la  tangente  MR  menée  par  le  point  M  à 
cette  courbe.  Or,  le  plan  NSN',  mené  parla  génératrice  SMN  et 
une  génératrice  voisine  SM'N',  a  pour  limite  SNT,  puisque  la 
corde  NN'  tend  vers  la  tangente  NT.  D'ailleurs,  quand  N'  vient 
en  N,  M'  vient  en  M,  et  les  sécantes  NN',  MM',  deviennent  en 
même  temps  les  tangentes  NT  et  MR;  comme  les  sécantes 
MM',  NN',  sont  sans  cesse  contenues  dans  le  plan  SNN',  on  voit 
que  le  plan  SNT  renferme  la  tangente  MR. 

Ce  plan  SNT  est  dit  le  plan  tangent  au  cône  ou  au  cylindre 
suivant  la  génératrice  SN. 

Corollaire. 

802.  En  supposant  que  la  courbe  ANB  soit  plane,  on  arrive 
à  ce  théorème  :  La  tangente  NT  à  la  projection  ou  à  la  per- 
spective k^^  d'une  courbe  CMD,  ^5f  la  projection  ou  la  per- 
spective de  la  tangente  MR  à  cette  courbe  (588). 

Ce  corollaire  souffre  toutefois  une  exception,  lorsque  la  tan- 
gente de  l'espace  est  elle-même  une  des  droites  projetantes. 
La  projection  ou  la  perspective  de  la  tangente  se  réduit  alors 
à  un  point,  tandis  que  la  tangente  de  la  projection  ou  de  la 
perspective  est  une  droite  bien  déterminée;  c'est  la  trace  sur 
le  plan  de  projection  du  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône 
projetant,  suivant  la  génératrice  qui  coïncide  avec  la  tangente 
de  l'espace. 

'4. 
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THÉORÈME. 

863.  Le  lieu  des  tangentes  menées  par  un  jjoi/H  d'une  surface  aux  di- 
verses courbes  que  l'on  peut  tracer  par  ce  point  sur  la  surface,  est  un  plan. 

Fijj.  460. 


Soient  M  le  point  donné,  AMA'  une  section  plane  passant  par  ce  point,  et 
BB',  ce, . . . ,  des  sections  voisines  faites  par  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier ij/g.  460).  Si  l'on  prend  sur  ces  courbes  les  points  P,  Q,. . .,  où  la 
tangente  est  parallèle  à  MT,  on  obtiendra  une  courbe  continue  MPQ, . . . , 
située  sur  la  surface.  Soit  MU  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  M;  tout 
se  réduit  à  prouver  que  le  plan  TMU  renferme  la  tangente  MV  à  une 
courbe  quelconque  MG  tracée  par  M  sur  la  surface. 

Or,  soit  M'  le  point  où  la  courbe  MG  rencontre  la  section  BPB'; 
menons  les  cordes  MP,  MM',  et  projetons,  parallèlement  à  MP,  sur  le  plan 
de  la  première  section  AMA',  la  section  BPB';  la  courbe  MM,B,  ainsi 
obtenue  sera  tangente  en  M  à  MT.  En  effet,  la  tangente  à  la  projec- 
tion MM,  B,  doit  être  la  projection  de  la  tangente  PS  à  la  courbe  de  l'es- 
pace BPB'  (862),  et  la  projection  de  PS,  parallèlement  à  MP,  est  précisé- 
ment MT,  puisque,  par  hypothèse,  PS  et  MT  sont  parallèles.  Cela  étant, 
si  M,  est  la  projection  de  M',  le  plan  M,  MP  des  deux  cordes  MM,  et  MP 
renferme  sans  cesse  la  cordç  MM';  par  suite,  la  tangente  MV  sera  conte- 
nue dans  le  plan  limite  de  M,  MP;  or  ce  plan  n'est  autre  que  TMU, 
puisque  les  cordes  MM,  et  MP  ont  respectivement  pour  limites  les  tan- 
gentes MT  et  MU. 

Ce  plan,  lieu  des  tangentes  aux  diverses  courbes  que  l'on  peut  mener 
par  le  point  M  sur  la  surface,  prend  le  nom  de  plan  tangent  de  la  surface 
au  point  M. 

SCOLIES. 

804.  La  normale  à  une  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent  en  ce  point. 

865.  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  est  déterminé  par  les 
tangentes  à  deux  courbes  quelconques  menées  par  ce  point  sur  la  surface. 
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8G6.  Dans  toute  surface  réglée,  c'est-à-dire  engendrée  par  une  ligne 
droite,  le  plan  tangent  en  un  point  contient  la  génératrice  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  alors  déterminé  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  une  courbe  quelconque  menée  par  ce  point  sur  la  surface.  Ce  plan 
tourne  en  général  autour  de  la  génératrice.  Il  est  pourtant  une  classe  de 
surfaces  réglées,  pour  lesquelles  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long 
de  la  génératrice,  comme  cela  arrive  (861)  pour  les  cônes  et  les  cylin- 
dres. Ces  surfaces  sont  dites  dévcloppablcs,  tandis  qu'on  appelle  gauches 
les  surfaces  réglées  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  Les  surfaces 
développables  sont  ainsi  nommées  parce  qu'on  peut  les  étendre  sur  un 
plan  sans  les  déchirer  ni  les  replier.  Considérons,  en  effet,  une  surface 
telle,  que  les  plans  tangents  soient  les  mômes  le  long  de  chaque  généra- 
trice, c'est-à-dire  ne  changent  qu'en  passant  d'une  génératrice  à  l'autre  : 
l'ensemble  des  plans  tangents,  suivant  les  diverses  génératrices,  formera 
une  surface  polyédrique  circonscrite,  qui  a  pour  limite  la  surface  consi- 
dérée. Or  celte  surface  polyédrique  peut  être  étendue  sur  un  plan,  en 
faisant  tourner  chaque  face  plane  autour  d'une  arôte,  de  manière  à  la 
rabattre  sur  le  plan  de  la  face  précédente  ;  et  comme  cette  propriété  a 
lieu,  quelque  rapprochées  que  soient  les  génératrices,  il  en  est  de  même 
à  la  limite  pour  la  surface  considérée. 

867.  Le  plan  tangent  à  une  surface  peut  laisser  la  surface  tout  entière 
d'un  seul  côté  ;  il  y  a  alors  un  point  de  contact  unique  ou  une  ligne  de 
contact;  le  premier  cas  se  présente,  par  exemple,  pour  la  sphère,  le 
second  pour  le  cylindre  et  le  cône  à  base  circulaire.  Le  plan  tangent  peut 
aussi  couper  la  surface,  et  la  section  est  alors  une  courbe  à  nœud  :  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  en  un  point  delà  gorge  d'une  poulie. 

868.  Enfin,  nous  devons  observer  que  le  théorème  précédent  (863) 
cesse  parfois  d'être  vrai  en  certains  points  singuliers,  tels  que  le  sommet 
d'un  cône;  en  ce  point,  le  lieu  des  tangentes  forme,  non  pas  un  plan, 
mais  la  surface  conique  proposée.  11  en  est  de  même  au  point  d'une 
surface  de  révolution  situé  sur  l'axe,  lorsque  la  méridienne  rencontre 
cet  axe  sous  un  angle  différent  de  90  degrés.  Ajoutons  cependant  que,  si 
un  point  décrit  sur  la  surface  d'un  cône  une  courbe  bien  détermimée  et 
aboutissant  au  sommet,  le  plan  tangent  au  cône  en  chacune  de^  positions 
du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  parfaitement  déterminé,  et  il  lest  encore 
au  moment  où  le  mobile  atteint  le  sommet  du  cône;  c'est  le  plan  tangent 
suivant  la  génératrice  qui  touche  au  sommet  la  courbe  considérée. 

THÉOUÈiME. 

869.  Le  plan  tangent  en  un  point  M  d'une  surface  de  révolution  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM  (jui  passe  par  le  point  de  contact 
(./%■•  461). 

¥an  effet,  le  plan  tangent  en  M  contient  la  tangente  MT  au  parallèle 
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OM,  et  cette  tangente  MT  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM, 
comme  étant  à  angle  droit  sur  les  deux  droites  OM  et  OZ  de  ce  plan. 


Corollaires. 

870.  La  normale  MS  à  la  surface  au  point  M  est  contenue  dans  le  plan 
méridien  ZOM  (864).  Le  point  S,  où  elle  rencontre  l'axe  ZZ,,  est  d'ailleurs 
le  même  pour  toutes  les  normales  qui  répondent  aux  divers  points  d'un 
même  parallèle;  d'où  l'on  conclut  que  les  normales  menées  à  une  surface 
de  révolution  par  les  divers  points  dhin  parallèle ^  forment  un  cône  de 
révolution  cjui  a  son  sommet  S  sur  Vax^e  de  la  surface.  Les  tangentes  aux 
différents  méridiens  en  des  points  situés  sur  un  même  parallèle  y  forment 
aussi  un  cône  de  révolution  qui  est  circonscrit  à  la  surface  et  qui  a  son 
sommet  S,  sur  Vaxe  de  cette  surface.  L'angle  S,  MS,  qui  mesure  l'angle 
des  plans  tangents  aux  deux  cônes  au  point  M,  est  droit  :  les  deux  cônes 
sont  donc  orthogonaux . 

THÉORÈME. 

871.  Dans  le  cône  oblique  à  base  circulaire,  toute  section 
anti-parallèle  à  la  base  est  un  cercle. 

Soit  (Jig.  ^61)  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  ayant  pour 
base  le  cercle  0.  On  nomme  plan  principal  le  plan  SAB  mené 
par  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  0  de  la  base, 
perpendiculairement  au  plan  de  cette  base;  on  dit  qu'un  plan 
CMD  est  anti-parallèle  à  la  base,  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  principal  SAB  et  que  sa  trace  CD  sur  ce  plan  prin- 
cipal est  anti-parallèle  à  AB  par  rapport  à  l'angle  ASB  (195).  Il 
s'agit  de  prouver  que  la  section  CMD  est  un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  la  section,  menons  un  plan 
parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle 
A' MB'  (858)  décrit  sur  A'B'  comme  diamètre,  et  le  plan  CMD 
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suivant  une  droite  MP  perpendiculaire  au  plan  principal  (5G1  ). 
Or,  dans  le  cercle  A' MB',  on  a  (223) 


MP  =zPA'.PB'. 

D'ailleurs,  les  triangles  PCA',  PDB/,  sont  semblables  comme 

ayant  leurs  angles  égaux;  ils  donnent 
« 
PA'        VC 
WpF'     ^''^''      PA'.PB'=PC.PD. 


Donc 


MP   =:PC.PD 


et,  par  suite  (223),  le  point  M  appartient  à  un  cercle  décrit  iiur 
CD  comme  diamètre. 


Fig.  462. 


Fig.  463. 


H        M^ 


A  /Q 

K  R 


872.  RÉCIPROQUEMENT,  il  n'y  a  que  les  sections parollèles  et  les  sections 
anti-pfwallèles  h  In  base  qui  soient  des  cercles. 

En  effet,  considérons  une  section  circulaire  CMD  non  parallèle  à  la  base, 
et  soit  (7?^'.  462)  RR'  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan  de  la  base;  du 
centre  0,  abaissons  sur  RR'  la  perpendiculaire  OQ  qui  rencontre  la  circon- 
férence de  base  en  A  et  B;  menons  les  génératrices  SA,  SB,  et  les  tangen- 
tes AK  et  BL  qui  sont  évidemment  parallèles  à  QR.  Les  plans  SAK,  SBL, 
tangents  au  cône,  couperont  le  plan  MUR' suivant  deux  droites  CG  et  DH, 
tangentes  au  cercle  CMD  et  parallèles  à  RR';  par  suite,  la  droite  DCQ  sera 
perpendiculaire  à  RR',  et  l'on  conclut  de  là  que  les  cercles  AB  et  CD  sont 
perpendiculaires  au  mémo  plan  SAB  qui  passe  par  leurs  centres  et  par 
le  sommet  du  cône.  D'ailleurs,  en  menant  la  section  B'MA'  parallèle  à  la 
base,  on  a 

MP'=PA'.PB',    MP'-PC.PD,     d'où    PA'.PB'=  PC.PD. 

Les  triangles  PA'C,  PDB',  sont  donc  semblables,  et  les  angles  DB'A', 
DCA',  sont  égaux,  de  sorte  que  CD  est  anti-parallèle  à  AB. 
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Corollaires. 

873.  La  même  propriété  subsiste  pour  le  cylindre  oblique  à  base  cir- 
culaire. 

874.  Deux  sections,  Vnne  A,  B,  parallèle.  Vautre  CD  anti-parallèle  a  la 
hase  d\in  cône  oblique  h  hase .  circulaire ,  sont  toujours  situées  sur  une 
même  sphère ;.c^y  les  deux  sections  circulaires  A,  B,  et  CD  [fg.  463  )  doivent 
(871)  être  perpendiculaires  à  un  même  plan*  SAB  passant  par  leurs 
centres,  et  le  quadrilatère  A,  B,  DC  situé  dans  ce  plan  doit  être  inscrip- 
tible;  les  cercles  A,B,  et  CD  sont  donc  sur  la  sphère  dont  le  grand  cercle 
passe  par  les  quatre  points  A,,  B,,  C,  D. 

Inversement,  par  deux  cercles  A,  B,  et  CD  placés  sur  la  surface  d'une 
sphère,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes.  —  En  effet,  soient 
[fg.  463)  A,  B,  DC  une  section  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  par 
les  centres  des  deux  cercles,  et  A,  B,,  CD,  les  diamètres  de  ces  cercles, 
déterminés  par  la  section  A,B,  CD;  les  plans  de  ces  cercles  seront  per- 
pendiculaires au  plan  sécant  A,  B,  CD.  Or,  si  l'on  mène  les  droites 
A,  C  et  B,  D,  leur  point  de  concours  S  sera  le  sommet  d'un  cône  ayant 
pour  base  le  cercle  A,  B,  et  passant  par  les  points  C  et  D.  Mais  l'angle 
DCS  est  égal  à  l'angle  A,  B,  S;  donc,  la  section  CD  faite  dans  le  cône  par 
un  plan  perpendiculaire  à  A,  B,  DC  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamètre  ; 
donc  ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle  CD  de  la  sphère.  Il  y  a  un  se- 
cond cône  qui  coupe  la  sphère  suivant  les  mêmes  cercles  A,  B,  et  CD  ; 
son  sommet  est  à  l'intersection  S'  des  deux  diagonales  B,  C  et  A,  D.  Ces 
deux  cônes  peuvent,  dans  certains  cas,  dégénérer  en  cylindres. 

875.  Il  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que  lorsqu'un 
cône  S  pénètre  dans  une  sphère  suivant  un  cercle  A,  B,,  il  en  sort  suivant 
un  second  ceirle  CD. 

876.  Dans  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  les  centres  des  sections 
parallèles  à  la  base  sont  distribués  sur  une  même  droite  passant  par  le 
sommet;  les  centres  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  sont  aussi  placés 
sur  une  seconde  droite  passant  par  le  sommet.  Il  importe  de  connaître  la 
situation  respective  de  ces  deux  droites. 

Soit  SAB  la  section  principale  du  cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit 
sur  AB  comme  diamètre.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ASB  [fig.  464) 
est  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  contient  le  cercle  AB  et  le  sommet  S 
du  cône.  La  tangente  SG  au  cercle  SAB  est  la  trace  sur  SAB  du  plan 
tangent  à  la  sphère  en  S,  et  ce  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan 
SAB  de  la  figure;  d'ailleurs,  la  droite  SG  est  anti-parallèle  à  AB,  à  cause 
de  l'égalité  des  angles  BAS,  BSG.'Donc  le  plan  tangent  SG  est  parallèle 
aux  plans  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  AB,  et  la  question  se  ré- 
duit à  trouver  le  centre  d'une  section  quelconque  parallèle  à  ce  plan  tan- 
gent. Nous  choisirons  celle  qui  passe  par  le  point  de  concours  T  des  tan- 
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gentesen  A  et  en  B  au  cercle  ASB,  c'est-à-dire  par  le  sommet  T  du  cône  qui 
esi  circonscrit  à  la  sphère  suivant  le  cercle  AB.  En  menant  par  le  point  T 

Fig.  /,6/i. 
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la  parallèle  GTD  à  SG,  on  aura  le  diamètre  de  cette  section.  Or,  il  est  aisé 
de  voir  que  le  point  T  en  est  précisément  le  contre,  c'est-à-dire  que  le 
point  T  est  le  milieu  de  CD.  En  effet,  l'angle  TBD,  égal  à  SBK,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  SIB;  l'angle  TDB,  alterne-interne  de  BSG,  a  la 
même  mesure  ;  donc  le  triangle  TBD  est  isocèle  et  l'on  a  TD  =  TB.  On  voit 
pareillement  que  TC  =  TA;  par  suite,  comme  TA  =  TB  (170),  on  a 
TC  =  TD.  Ainsi,  le  lieu  des  centres  des  sections  anti-parallèles  à  la  base 
AB  est  la  droite  ST  qui  joint  le  sommet  S  (la  sommet  T  dUin  cône  auxi- 
liaire circonscrit,  suivant  le  cercle  AB,  à  la  sphère  déterminée  par  ce 
cercle  et  par  le  sommet  S  du  cône  primitif. 

§  VIII.  -  APPENDICE. 
Des  polyèdres  réguliers  convexes. 

877.  Un  polyèdre  régulier  est  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont  égaux 
entre  eux. 

THÉORÈME. 

878.  //  ne  peut  exister  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  du  n"  69.^.  On 
peut  d'ailleurs  la  démontrer  directement  en  quelques  mots. 

La  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe  devant  être  inférieure 
à  quatre  angles  droits  (570),  si  les  faces  sont  des  triangles  équilatéraux, 
on  ne  peut  assembler  autour  d'un  même  point,  pour  former  un  angle  po- 
lyèdre, que  trois  ou  quatre  ou  cinq  de  ces  triangles.  On  construit  ainsi  : 
le  tétraè'dre  régulier  compris  sous  quatre  triangles  équilatéraux  ;  Xoctaèdre 


fiÈomtnn  vass  listack. 

iDt  thatn^es  èqwhilénm;  ïianaêdre  règal^er, 
ina^  tnm^^B  éqmhiétmÊi^  An  delà,  six  timt^es  éqirilaté- 
iTm  mhne  pomt  donnent  «s  angle»  plans  dont  la 
est  épie  â  quatre  angles  droits  :  il  n'y  a  pins  d*angie  polyèdre, 
les  SX  triaagies  se  tUNiveni  déireioppés  dans  nn  même  plan. 

On  ne  pent  eaplofcr  les  camés  on  les  pentagones  réguliers  qa'en  les 
aâiemblant  par  trms,  fnmpie  Tangle  d'un  carré  est  droit  et  qœ  celai  d'an 
pentj^one  régnfier  est  ég^  à  |  tf'an^  droit.  On  a  ainsi  \ hexaèdre  r^- 
fier  on  cnbe,  compris  sons  six  carrés  h^aa^  et  le  ilotlécaèdre  ré^ui^ri 
won»  àome  pentagones  réguliers. 

antre  polyèdre  légnlier  am%e%e  n'est  possible,  puisque,  Tangle 
iTnn  iMxagone  r^;nlier  étant  égal  â  f  d'angle  droit,  trois  angles  d'hexa- 
gone n^idier  font  en  soiimif  quatre  angles  droits. 

Kons  pionreronS'  Tesistenre  des  cinq  polyèdres  r^liei^  énoncéS;  en 
nHMtrant  cowent  on  pent  effectuer  leur  construction. 

PROBLÈME. 

879.  CoaUndre  un  poijédre  régulier,  ainnaiisant  son  arête. 

La  eonrtrnction  dn  tétraèdre  régulier  et  cdle  du  cnbe  ne  peuvent  offrir 
ancnnedigcnlté,  d'apréscnqniaétéditauinrslHetfefô.  Xoosnenons 
oecaperoas  que  de  rœtaèdre,  da  dodécwdre  et  de  1  icosaèdre. 

OetaèdtT  régulier, 

{Jfg,  465  j  un  carré  ABCD  de  côté  a.  tlerOÊm  en  son  centre  O 


aae  perpendiculaire  indéfinie,  et  portons  de  part  et  d'autre  du  point  0  sur 
cette  perpindicnbire  une  longueur  ^ale  au  rayon  dn  carré  ABCD,  c'est- 

a  V  ï 
a-dire  â  — ^--"  En  joignant  les  points  S  et  S'  ainsi  obtenus  aux  sommets 

A,  B,  C,  D;  Ml  tonnera  un  octaèdre  r^ulîer  SABCDS'.  En  effet,  iffs  huit 
arête»  SA,  SB,. . .,  S^0,  sont  ^les  erstre  elles  et  à 


^^rr^^y/ç7^=,. 
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Les  huH  6ce5  d«  polyèdre  eoutniU  siNiidoac  des  tràagk 
égaux.  De  plus,  ses  six  mf^  polyèdres  soliC  égMK  «i^ 
angles  S  et  B,  par  esMqile^  sont  les  angles  en  sonael  de  d 
quadrangulÙRS  régulières  SABCD,  BASCS\  évîdeflHBnit 
comme  ayant  même  base  et  lime  Inutpur. 

On  peut  résumer  la  ccmstnictkiQ  de  roctaèdre  régulier  e* 
que  trois  draites  égales  et  peq^endîcubMres  eatre  elks  en  le«r 
telles  que  AC,  BD^  SS\  ont  pour  extrémitiés  les  six.  sonmels  d'un  pareil 
poU-èdre. 

Dodêcardrr  n^ptlier. 

Soit  (^.  466)  pn  pentagone  relier  ABCDE  de  câté  m.  PnewMis  d  au- 
tres pentagones  reliées  de  côté  «.  Avec  de«x  de  ce$  pentagones  joints 


au  pentagone  ABCDE,  formons  en  A  un  angle  trièdne  qui,  ayant  ses  foces 
égales,  aura  aussi  ses  angles  dièdres  égaux.  Les  tro:s  cdtès  BA.  BC.  BH^ 
déterminent  alors  un  angle  trièdre  B^  é^l  à  langle  trièdne  A,  oomaae 
ayant  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  fiices  é^le-s  entre  elles  et 
chacune  i  chacune.  On  peut  donc  former  à  tous  les  sommet  du  penta* 
gone  ABCUS  des  angles  trièdres  égaux  i  A^  en  employant  des  pentagones 
réguliers  égaux  à  ce  pentagone  et  disposés  comme  lindîque  la  figure.  Le 
pentagone  ABCIK  est  commun  à  tous  les  anglets  trièdres  :  le  second,  le 
troisiètne  et  le  quatrième  trièdre  nécessitent  Taddition  d^un  nouTOM  pen« 
tagone  ;  le  dernier  angle  trièdre  en  £  se  trouTe  tout  ooi^truit. 

On  obtient  ainsi  un  assemblage  de  six  pentugUMS  régoliefs  é«aux  et 
également  inclinés.  Cet  assemblage  coBSlilue  une  suriàne  polyédrale  n«* 
\'erie,  moitié  du  dodécaèdre;  et  les  sommets  d«  décagone  fnwcAe  {*) 
Ft>  H 1 K  l  M  N  PR  (^^li  la  termine  correspondent  suoQ«8ii«ment  à  ««  et  à  «énur 
pet  iirs>  les  nn|^  de  ce  décagone  sont  éganx  entre  eux  : 

en  c     :.        ..  .  \  angles  trièdres  en  A  et  en  F  sont  égaux  comme  ayant 


^*)  Gtt  déoifMi«  taigmmckt;  c»t  m  K^  quAtirt»  )H>int&  K,  F,  G,  H,  <^i^At  dMu 
un  MèNM  plan,  ceplaii  CMitrajim  au^isi  Ic'  fk>int  \,  il  n\  jiur»îi  |>1tt$  â^aa^ 
|riUi«  w  A. 
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un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et  chacune  à 
chacune.  L'angle  HFG  est  donc  égal  à  Tangle  EAB  et,  par  suite,  à  l'angle 
FGH.  On  peut  alors  faire  tourner  le  polygone  FGHIKLMNPFI  sur  lui-même, 
en  faisant  passer  le  sommet  F  en  G,  le  sommet  G  en  H,  etc.,  sans  qu'il 
cesse  de  coïncider  avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  môme  manière  la  seconde  moitié  du  dodécaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra,  d'a- 
près cela,  rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur 
l'autre  les  polygones  qui  les  terminent,  en  établissant  la  coïncidence  des 
sommets  du  premier  où  il  n'y  a  qu'un  pentagone  et  des  sommets  du  se- 
cond qui  en  réunissent  deux.  Comme  les  plans  de  ces  pentagones  ont 
déjà  entre  eux  l'inclinaison  nécessaire  pour  composer  un  angle  trièdre 
égala  l'angle  A,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  dodécaèdre  régulier 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers  égaux  formant  vingt  angles 
trièdres  égaux. 

Icosaèdre  régulier. 
Prenons  [fg.  467)  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  côté«.  Élevons  en 
son  centre  0  une  perpendiculaire  et,  dans  le  plan  déterminé  par  le  rayon 

Fig.  467. 


OÂ  et  cette  perpendiculaire,  décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec  a 
pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  perpendiculaire  au  point  S; 


a\J'^^' 


car  a  est  plus  grand  que  OA  =  a  K/ ^—  •  Les  arêtes  SA,  SB, . . . ,  SE, 

seront  égales  entre  elles  et  à  a.  Par  suite,  la  surface  latérale  de  la  pyra- 
mide pentagonale  SABCDE  sera  formée  de  cinq  triangles  équilatéraux 
égaux  entre  eux  et  également  inclinés,  puisque  les  angles  trièdres  isocèles 
en  A,  B, . . . ,  E,  sont  égaux  entre  eux  comme  ayant  leurs  trois  faces 
égales  chacune  à  chacune. 

Ceci  posé,  en  chacun  des  sommets  A  et  B  du  triangle  SAB,  plaçons 
(comme  l'indique  la  seconde  figure)  le  sommet  d'une  pyramide  identique 
à  la  première  SABCDE,  de  manière  que  les  deux  nouvelles  pyramides 
ABSEFG,  BASCHG,  aient  respectivement  avec  la  première  les  faces  com.- 
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nuinos  ASB  et  ASE,  BAS  et  BSC,  et  entre  elles  les  fnces  communes  ASB 
ol  ABG.  Nous  aurons  ainsi  un  assemblage  de  dix  triangles  équilaléraux 
égaux  et  également  inclinés. 

Cet  assemblage  forme  une  surface  polyédrale  ouverte,  moitié  de  Tico- 
saèdre,  et  les  sommets  de  l'hexagone  gauche  (*)  CDEFGH  qui  la  termine 
réunissent  successivement  deux  et  /ro/.v  triangles.  D'ailleurs,  les  angles  de 
cet  hexagone  sont  égaux  :  l'angle  DEF,  |>ar  exemple,  est  égal  à  l'angle 
EFG,  car  tous  deux  sont  évidemment  égaux  à  l'angle  EAG.  On  peut  donc 
faire  tourner  le  polygone  CDEFGH  sur  lui-même,  en  faisant  passer  le 
sommet  C  en  H,  le  sommet  fl  en  G,  etc.,  sans  qu'il  cesse  de  coïncider 
kvec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  môme  manière  la  seconde  moitié  de  ricosaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra  donc 
I  rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur  l'autre  les 
polygones  qui  les  limitent,  en  faisant  correspondre  les  sommets  de  l'un 
qui  réunissent  trois  triangles  aux  sommets  de  l'autre  qui  en  réunissent 
deux.  Comme  les  plans  de  ces  triangles  ont  déjà  entre  eux  l'inclinaison 
nécessaire  pour  constituer  alors  en  chaque  sommet  un  angle  polyèdre  égal 
à  l'angle  S,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  icosaèdre  régulier  compris 
sous  vingt  triangles  équilatéraux  égaux  formant  douze  angles  pentaèdres 
égaux. 


SCOLIE. 

wF  //F 

880.  En  ayant  recours  aux  formules  S  =  —  et  A  =  —  du  n"  (>9r>,  on 

m  '1 

forme  facilement  le  tableau  suivant  qui  renferme  les  nombres  des  élé  ' 

ments  des  cinq  polyèdres  réguliers  convexes,  dont  nous  connaissons  les 

nombres  de  faces  : 
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7^ 


y  ûX  :^ 
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r 


Tétraèdre  régulier.. 
Hexaèdre  régulier. . 
Octaèdre  régulier  .  . 
Dodécaèdre  régulier 
Icosaèdre  régulier.  . 


W 


(*)  Le  contour  CDEFGH  est  gauche;  car  si  les  quatre  points  C,  D,  E,  F,  étaient 

dans  un  même  plan,  les  deux  jtentagones  ABCDE,  BSEFG,  qui  ont  déjà  dans 

i  le  plan  CDE  les  sommets  B  et  E  communs,  seraient  tous  deux  dans  ce  même 

plan,  qui  contiendrait  le  point  A  en  même  temps  que  les  points  R,  E,  F;  ce 

qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  précède. 
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Le  nombre  des  faces  de  l'hexaèdre  et  le  nombre  de  côtés  de  ses  facei 
sont  respectivement  égaux  au  nombre  des  sommets  de  l'octaèdre  et  ai 
nombre  d'arèles  de  ses  angles  polyèdres.  Il  en  est  de  même  réciproque- 
ment pour  l'octaèdre  comparé  à  l'hexaèdre;  le  nombre  darêtes  resie  h 
môme  de  part  et  d'autre.  Les  mêmes  conditions  sont  remplies  par  le  do 
décaèdre  et  l'icosaèdre.  On  peut  donc  regarder  les  polyèdres  réguliers  con 
vexes  comme  conjugués  deux  à  deux  ;  car  le  tétraèdre  régulier  ayan 
autant  de  faces  que  de  sommets  est  conjugué  à  lui-môme. 

THÉORÈME. 

881 .  Tout  polyèdre  régulier  convexe  est  inscriplihle  et  circonscriptihh 
h  la  sphère. 

Soient  [fig.  468)  dans  le  polyèdre  régulier  considéré  deux  IJaees  adja 
centes  ABCDE,  ABG'D'E',  dont  0  et  0'  sont  les  centres. 

Fig.  468. 


Les  perpendiculaires  OK  et  O'K  au  côté  commun  AB  se  couperont  ei 
un  mê:ne  point  K;  les  perpendiculaires  OS  et  O'S  aux  deux  faces  ABCDE 
ABC'D'E',  lieux  respectifs  des  points  à  égale  distance  de  leurs  sommets 
se  couperont  en  un  point  S,  car  elles  sont  situées  dans  le  plan  OKO'  per 
pendiculaire  à  AB  au  point  K.  Les  deux  triangles  rectangles  KOS,  KO'S 
seront  d'ailleurs  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  ont  Ihypoténuse  KS  com 
mune  et  le  côté  KO  égal  au  côté  KO'  comme  apothèmes  de  deux  poly 
gones  réguliers  égaux.  L'angle  OKO'  mesurant  l'inclinaison  constante  di 
deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  l'angle  OKS  égal  à  l'angle  O'KS  seri 
la  moitié  de  cette  inclinaison,  et  le  triangle  KOS  sera,  par  suite,  conslan 
pour  toutes  les  faces. 

Si  Ton  considère  une  troisième  face  0",  contiguë  à  la  face  ABCDE  pai 
le  cô|(é  CD  dont  le  milieu  est  L,  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  face  pai 
son  centre  0"  coupera  donc  la  droite  OS  au  point  S,  de  manière  que  1< 
triangle  LO"S  soit  identique  au  triangle  KOS  ou  à  son  égal  OLS. 

En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  perpendicu'airei 
élevées  aux  différentes  faces  du  polyèdre  par  leurs  centres  se  coupen 


r 
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mutuellement  en  un  même  point  S,  situé  à  la  môme  distance  de  toutes 
los  faces  et  à  la  même  distance  de  tous  les  sommets. 

Donc,  la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  passe  par  tous  les  sommets 
du  polyèdre  régulier  ou  lui  est  circonscrite;  la  sphère  de  même  ^centre  S 
et  de  rayon  SO  est  tangente  à  toutes  les  faces  du  polyèdre  en  leurs  centres 
ou  lui  est  inscrite. 

Le  point  S  est  le  centre  du  polyèdre  régulier;  SA  est  son  rayon,  SO  son 
apothrnie. 

Corollaires. 

882.  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  régulier  en  pyramides  en  prenant 
pour  centre  de  décomposition  le  centre  même  du  polyèdre,  les  pyramides 
obtenues  sont  régulières  :  Tout  polyèdre  régulier  peut  donc  être  partagé 
en  autant  de  pyramides  régulières  (pCil  a  de  faces. 

Les  faces  latérales  de  ces  pyramides  ét.ml  prolongées,  décomposent  évi- 
demment la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  en  autant  de  polygones  sphé- 
riques  réguliers  égaux  que  le  polyèdre  considéré  a  de  faces. 

Le  volume  d^un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
aire  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  (G 46). 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  ordre  étant  nécessairement  sembla- 
bles, le  rapport  des  côtés  ou  des  volumes  de  ces  polyèdres  est  aussi  celui 
des  ra)ons  ou  des  cubes  des  rayons  des  sphères  inscrites  ou  circon- 
scrites. 


883.  Les  centres  des  faces   dUin  polyèdre  régulier  sont  les 
d'un  autre  polyèdre  régulier  conjugué  du  premier  [Jig.  469). 


sommets 


Fig.  469. 


Soient  A  l'un  des  sommets  du  polyèdre  donné  et  S  le  centre  commun 
des  sphères  inscrite  et  circonscrite  à  ce  polyèdre.  Désignons  par  0,  0', 
0",  etc.,  les  centres  des  faces  réunies  autour  du  point  A.  Ces  points,  étant 
également  distants  des  points  S  et  A,  sont  situés  dans  un  même  plan  per- 
pendiculaire à  SA  en  un  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 

polygone  OO'O" De  plus,  L  étant  le  milieu  du  côté  AB,  le  triangle 

OLO'est  constant,  et  le  polygone  inscrit  OO'O". . .  ayant  ses  côtés  égaux 
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est  régulier.  Le  polyèdre  formé  en  joignant  les  centres  des  faces  du  po- 
lyèdre proposé  a  donc  déjà  pour  faces  des  polygones  réguliers  égaux,  et 
le  nombre  de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  sommets  du  polyèdre 
donné.  Jl  reste  seulement  à  prouver  que  ces  polygones  sont  également 
inclinés.  Or,  si  Ton  considère  les  deux  faces  du  nouveau  polyèdre  qui 
s'appuient  sur  le  côté  00',  l'angle  dièdre  qu'elles  comprennent  est  le  sup- 
plément de  l'angle  constant  ASB  des  deux  perpendiculaires  SA  et  SB  à 
ces  deux  faces. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente. 

On  voit  qu'en  appliquant  la  construction  indiquée  sous  l'une  ou  sous 
l'autre  forme,  le  tétraèdre  régulier  conduit  à  un  nouveau  tétraèdre, 
l'hexaèdre  régulier  à  un  octaèdre  régulier  et  réciproquement,  le  dodé- 
caèdre régulier  à  un  icosaèdre  régulier  et  réciproquement;  ce  qui  justifie 
la  dénomination  de  conji/^ués  donnée  à  ces  polyèdres  (880). 

PROBLÈME. 

88-4,  U/i  polyèdre  régulicj'  com>exe  étant  donne,  trouver  :  i°  Vineli- 
naison  de  deux  faces  adjacentes;  2°  les  rayons  des  sphères  inscrite  et 
circonscrite , 

i"  Soient  [fis;.  470)  S  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite, 

Fig.  470. 


\ 


AB  le  côté  commun  aux  deux  faces  adjacentes  dont  les  centres  sont  0  et 
0',  L  son  milieu  :  l'angle  OLO'  mesure  l'inclinaison  cherchée  L 

AB  étant  perpendiculaire  au  plan  OLO',  les  plans  OLO'  et  ASB  sont  per- 
pendiculaires. Par  suite,  si  du  point  S  comme  centre  nous  décrivons  une 
sphère,  sa  rencontre  avec  Uangle  trièdre  SAOL  déterminera  un  triangle 
sphérique  cdo^  rectangle  en  /. 

Soient,  dans  le  polyèdre  considéré,  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque 
face,  m  le  nombre  d'arêtes  de  chaque  angle  polyèdre.  On  aura  évidem- 
ment 

angle aol  —  angle  AOL  =  —  =  -7 


LIVBE    VII.  LES   COKl'S    RONDS.   ,        '  225. 


et 

angle  oal  =  angle  OAL  =  —  ^  — 
im       m 

Le  triangle  sphérique  rectangle  W  donne  d'ailleurs 

CO?>oal  —  COS  ni.  s'mnoi. 


Mais 


cosol  =  cosOSL  =  sinOLS  =  sin  -  I. 

2 


On  a  donc  la  formule  générale 

TT 
COS  — 
.     I  ,              /// 
sin  -  I  — 

sin- 
// 

En  l'appliquant  aux  différents  polyèdres  réguliers  convexes,  on  trouve 
pour  l'inclinaison  I  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier 70°3i'43",G 

Hexaèdre  régulier 90° 

Octaèdre  régulier lOQ^aS'iG",  4 

Dodécaèdre  régulier 11 6°  35' 54",  2 

Icosaèdre  régulier 1 38°  1 1  '22",  y 5 

Les  valeurs  indiquées  sont  exactes  pour  l'hexaèdre  et  l'icosaèdre,  appro- 
chées pour  les  trois  autres  polyèdres.  Les  inclinaisons  des  faces  du  tétraèdre 
et  de  l'oclaèdre  régulier  sont  supplémentaires  Tune  de  laulre. 

2°  Soient.^/  le  côté  du  polygone  donné,  r  son  apothème,  R  son  rayon. 
Le  triangle  OLA  donne 

OL  =  AL  cot  AOL  =  -  r/ cot  -  • 

.   .  '-*  ^ 

Le  triangle  rectangle  SOL'^donne  à  son  tour         VY  s^vt     1a^    O 

SO  =  OLtangOLS, 
c'est-à-dire 
(i)  r= -flcot- tang-L 

Le  triangle  sphérique  aol  donne  enfin 

coso«  =  cot«o/.coto«/. 

Or 

SO 

ces  oa  =  COS  OSA  =  ^-r-  • 
oA 

On  a  donc 

^  =  tangfiro/.  tangos/ 

II.  i5 


Icosaèdre  régulier j^— >       R  = 
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OU 

R  ,  TT   ^  TT 

-  =  tanff  -  tang  — • 
r  n  ni 

On  en  déduit 

['!)  R  =  ^«  tang  ^^  tang  il. 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  [1)  aux  différents  polyèdres  réguliers 
convexes,  on  obtient  les  valeurs  suivantes  : 

,  ,        ,     ,.                              rt\/6  «\/G 

Tétraèdre  régulier r— •>  n  =  — —  • 

, ,      ,    ,.  f^  T»     '^  y/^ 

Hexaèdre  régulier r  =  -  ?  K  =  — -—  • 

a  v^6                          „       ^  \^' 
Octaèdre  régulier r  —  —  —  1  R  — 

^  ,,    ,,      ,    ,.  «4  As -h  II 1/5    „     /^/(v/sh-v/Tô) 

Dodécaèdre  régulier /•=-%/ ,    li  = 

^  2  y       10  4 

SCOLIE. 

885.  Pour  deux   polyèdres  conjugués,  les  nombres  n  et  w  ne  fiiisant 

que  s'échanger  (880),  le  rapport  -  demeure  constant.  Donc,  si  R  est  le 

même  pour  ces  deux  polyèdres,  r  sera  aussi  le  môme.  En  d'autres  termes, 
si  deux  polyèdres  conjugués  sont  inscrits  à  une  môme  sphère,  ils  seront 
aussi  circonscrits  à  une  même  sphère,  et  réciproquement. 

Polygones  et  polyèdres  réguliers  d'espèce  supéiieure. 

886.  Nous  avons  déjà  parlé  (270)  des  nouveaux  polyèdres  réguliers 
découverts  par  M.  Poinsot,  et  nous  savons  qu'//j  a  autant  de  polygones 
réguliers  dijférents  de  ni  côtés  cpte  de  nombres  premiers  a  m  depuis  i 

jusqua  -  [m —  i). 

Pouf  préciser  davantage  ce  résultat,  soit  la  circonférence  divisée  en  m 
parties  égciles  aux  points  A,  B,  C,  etc.  ;  représentons  l'arc  AB  par  a,  et 
joignons  ces  points  de  p  en  p,  à  partir  de  A. 

Si  p  est  premier  avec  ///,  le  plus  petit  multiple  commun  de  l'arc  pa  et 
de  la  circonfi'rence  ma  sera  pma\  c'est-à-dire  qu'on  ne  reviendra  au  point 
de  départ  qii'après  avoir  décrit  p  fois  la  circonférence  ou  m  fois  Xàvcpa. 
On  aura  donc  ainsi  un  polygone  étoile  de  m  côtés. 
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Si  m  et /^  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  0,  le  plus  petit  multiple 
commun   de  la  cireonfi^rence  ma  et  de  l'arc  /ja  est  -p- <t-  On  revient 

alors  au  point  de  départ,  après  avoir  décrit  '-  fois  la  circonférence,  ou 

après  avoir  compté -y-  fois  l'arc  p(i\  c'est-à-dire  qu'on  trouve  ainsi  un 

polygone  étoile  inférieur  de  -  cotés. 

D'ailleurs,  si  />>,  entier  inférieur  à  ///.  est  premier  avec  ///,  m~  ]>  rem- 
plira les  mêmes  coniiitions.  Donc,  les  nombres  entiers  inférieurs  à  m  et 
premiers  avec  lui  se  divisent  en  deux  séries  dont  les  termes  correspon- 
dants forment  une  somme  égale  à  ///.  Deux  termes  correspondants  con- 
duisent au  même  polygone  étoile  do  /;/  côtés,  car  la  corde  de  l'arc  pa  est 
aussi  celle  de  l'arc  (///  --  /-»)  a. 

887.  Les  polygones  étoiles  qu'on  obtient  en  suivant  la  marche  inditpiée 
(t27())  «  ont  leurs  ///  cotés  et  leurs  m  angles  bien  nets  et  bien  distincts  : 
»  ce  sont  les  angles  qui  ont  lieu  aux  bouts  réunis  deux  à  deux  des  /// 
»  droites  dont  la  chaîne  continue  achève  complètement  la  figure.  Les 
j>  autres  angles,  formés  par  les  côtés  non  contigus  qui  se  traversent, . . . 
»  ne  doivent  pas  être  comptés;  pas  plus  que,  dans  les  polygones  ordi- 
»  naires,  on  ne  compte  les  angles  qui  auraient  lieu  à  la  rencontre  des 
»  côtés  non  contigus  suflisamment  prolongés.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
»  différence  de  ces  polygones  étoiles  aux  polygones  ordinaires  est  que, 
»  dans  ceux-ci,  un  côté  quelconque  aurait  besoin  d'être  prolongé  pour 
)>  être  rencontré  par  les  côtés  non  contigus  aussi  prolongés,  au  lieu  que 
»  dans  les  autres,  les  côtés  mêmes  peuvent  être  actuellement  traversés 
»  par  les  autres  côtés....  Mais  toutes  ces  distinctions  sont  plus  appa- 
»  rentes  que  réelles,  et  disparaissent  tout  à  fait  dans  l'analyse  cù  ces 
»  polygones  se  présentent  d'une  manière  inséparable.  Si  l'on  cherche,  en 
»  effet,  le  côté  d'im  polygone  régulier,  on  trouve  une  équation  de  degré 
»  supérieur,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  qui  donne  à  la  fois  les 
»  différents  côtés  de  toutes  les  espèces  do  polygones  réguliers  de  l'ordre 
»  que  l'on  considère.  »  {VoissoT,Jou/7iai  de  rjicoic  Poljtcc/i/iiqiWj  t.  IV, 

p.  25.) 

888.  L'ordre  ///  d'un  polygone  est  marqué  par  le  nombre  ni  de  ses 
côtés  ou  de  ses  sommets;  son  esjjècf^  varie  en  raison  du  nombre  premier 
à  m  qui  lui  a  donné  naissance.  Or,  si  ce  nombre  est  />»,  il  faut  décrire 
p  fois  la  circonférence  (880)  pour  décrire  le  polygone  lui-même.  L'espèce 
d'un  polygone  étoile  est  donc  le  nombre  de  circonférences  i)arcourues  en 
suivant  tous  ses  sommets,  ou  le  nombre  de  fois  que  les  projections  de  ses 
côtes  sur   la  circonférence  c.rcunscrito   recouvrent  cette  circonférence. 

i5. 
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Si  l'espèce  d'ua  polygone  étoile  est  /?,  la  somme  de  ses  angles  au  centre 
vaut/?  fois  4  angles  droits. 

889.  L'ordre  d'un  angle  polyèdre  est  marqué  par  le  nombre  de  ses 
faces.  Il  est  d'ailleurs  de  même  espèce  que  le  polygone  qui  résulte  de 
sa  section  par  un  plan.  Si  l'on  considère  une  pyramide  régulière  ayant 
pour  base  un  pentagone  étoile  ou  de  seconde  espèce,  l'angle  polyèdre  au 
sommet  est  de  seconde  espèce,  et  les  angles  plans  qui  le  forment,  projetés 
sur  la  base  de  la  pyramide,  remplissent  deux  fois  les  quatre  angles  droits. 

890.  «  ...  En  conservant  toujours  la  définition  générale  des  polyèdres 
»  réguliers,. . .  on  voit  la  possibilité  de  construire  de  nouveaux  polyèdres 
»  réguliers,  non-seulement  avec  les  nouveaux  polygones  (réguliers)..., 
))  mais  même  avec  les  polygones  réguliers  ordinaires  :  et  pour  bien  en- 
»  tendre  ceci,  il  faut  commencer  par  distinguer  nettement  dans  un  po- 
»  lyèdre  ses  faces,  ses  arêtes  et  ses  sommets. 

»  Comme  un  même  polyèdre  peut  paraître  également  construit  sous 
»  tels  ou  tels  polygones,  on  prend  pour  les  faces  les  plans  qui,  en  plus 
»  petit  nombre,  achèvent  complètement  ce  même  polyèdre. . . . 

»  Pour  les  arêtes,  ce  sont  les  côtés  mômes  qui  terminent  les  faces  du 
»  polyèdre,  et  par  lesquels  ces  faces  se  joignent  deux  à  deux,  de  sorte 
»  que  chaque  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  adjacentes,  et  qu'ainsi  le 
»  nombre  des  arêtes  est  (toujours)  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  côtés 
»  de  toutes  les  faces. 

»  C'est  à  ces  seules  droites,  comme  faites,  que  se  trouvent  les  angles 
»  dièdres  du  polyèdre;  les  autres  angles  que  pourraient  former  les  faces 
»  en  se  traversant  n'en  font  point  partie  :  et  de  môme,  c'est  aux  seuls 
))  points  où  se  réunissent  les  extrémités  des  arêtes  que  sont  les  sommets 
»  et  les  angles  polyèdres  du  polyèdre. 

»  Cela  posé,. . .  on  peut  construire  de  nouveaux  polyèdres  parfaitement 
»  réguliers. . .  :  ils  ont  toutes  leurs  faces  égales  et  régulières,  également 
»  inclinées  deux  à  deux,  et  assemblées  en  même  nombre  autour  de  chaque 

»  sommet.  Ils  peuvent  être  inscrits  et  circonscrits  à  la  sphère  (*) La 

»  différence  essentielle  de  ces  polyèdres  aux  polyèdres  ( réguliers ).ordi- 
»  naires  est  que,  dans  ceux-ci,  les  faces  étant  projetées  par  des  rayons 
»  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  les  polygones  (sphériques)  cor- 
»  respondants  recouvrent  une  seule  fois  la  sphère;  au  lieu  que,  dans  les 
))  autres,  ces  polygones  la  recouvrent  exactement  ou  deux  fois  ou  trois 
»  fois,  etc.,  et  cela  d'une  manière  uniforme,  de  sorte  que  la  surface  est 


(*)  Car  la  démonstration  du  n»  881  est  fondée  seulement  sur  l'égale  incli- 
naison des  faces  égales  et  régulières  du  polyèdre  et  sur  l'identité  de  position 
du  centre  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  ses  intersections  avec  les  faces  ad- 
jacentes. 
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»  partout  ou  doublée  ou  triplée,  etc.  »  (Poinsot,  Journal  de  VÉcolc  Pn- 
lytec /inique,  t.  IV,  p.  35.)  On  voit  ici  l'analogie  étroite  entre  les  po- 
lygones étoiles  (88G)  et  les  nouveaux  polyèdres. 

891.  Vnrdre  d'un  polyèdre  régulier  est  marqué  par  le  nombre  de  ses 
faces.  L'espèce  du  polyèdre  est  le  nombre  de  fois  que  sa  projection,  ef- 
fectuée comme  on  vient  de  le  dire  (890)  sur  la  sphère  inscrite  ou  circon- 
scrite, recouvre  cette  sphère. 

Dans  les  polyèdres  réguliers  ordinaires,  les  angles  polyèdres  sont  aussi 
de  première  espèce  (889)  ;  mais  dans  les  nouveaux  polyèdres,  l'espèce  de 
l'angle  polyèdre  ne  fait  pas  celle  du  polyèdre.  Le  polyèdre  peut  être  d'une 
espèce,  et  l'angle  polyèdre  d'une  autre. 

892.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  prolongeant  les  côtés  d'un  polygone 
régulier  jusqu'à  leur  rencontre,  on  forme  un  polygone  étoile  de  même 
ordre,  qui  a  pour  noyau  le  polygone  primitif.  Les  polyèdres  réguliers 
d'espèce  supérieure  dérivent  d'une  manière  analogue  des  polyèdres  régu- 
liers ordinaires,  et  en  prolongeant  les  arêtes  ou  les  faces  d'un  des  po- 
lyèdres réguliers  déjà  connus,  on  obtient,  sauf  les  cas  d'impossibilité,  un 
nouveau  polyèdre  régulier  qui  a  pour  noyau  le  polyèdre  régulier  ordi- 
naire qui  a  servi  de  point  de  départ.  C'est  ce  qu'a  établi  M.  Cauchy  [Jour- 
nal de  r École  Poljtechniquey  t.  IX,  p.  68). 

Plus  tard,  M.  J.  Bertrand  [Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences, 
t.  XLVI)  a  rattaché  les  nouveaux  polyèdres  aux  polyèdres  réguliers  déjà 
connus,  par  une  démonstration  du  même  genre,  mais  beaucoup  plus  sim- 
ple :  c'est  celle  que  nous  allons  exposer. 

893.  Nous  regarderons  d'abord  comme  évident  que,  des  points  quel- 
conques étant  donnés  dans  l'espace,  on  peut  toujours  trouver  un  polyèdre 
CONVEXE,  dont  les  sommets  soient  pris  parmi  les  points  donnés,  et  qui 
contienne  tous  les  autres  points  dans  son  intérieur,  à  moins  qu'il  n'ait 
précisément  pour  sommets  tous  les  points  donnés  eux-mêmes. 

Nous  savons  d'ailleurs  (693)  qu'il  ne  peut  exister  de  polyèdre  convexe 
dont  chaque  sommet  sort  la  réunion  de  plus  de  cinq  faces. 

THÉORÈME. 

894.  Étant  donné  un  polyèdre  régulier  A,  (V espèce  quelconque,  il  existe 
toujours  un  polyèdre  régulier  convexe  X  qui  a  les  mêmes  sommets  que  le 
polyèdre  A. 

Les  sommets  du  polyèdre  régulier  quelconque  A  étant  sur  une  même 
sphère  (890),  tout  polyèdre  convexe  dont  les  sommets  sont  pris  parmi 
ceux  de  A  ne  saurait  contenir  les  autres  dans  son  intérieur.  11  existe 
donc  (893)  un  polyèdre  convexe  X  dont  tous  les  sommets  se  confondent 
avec  ceux  du  polyèdre  A.  Il  reste  à  prouver  que  ce  polyèdre  convexe  X 
est  régulier. 
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Désignons  par  P  la  figure  formée  par  l'ensemble  des  deux  polyèdres 
considérés,  et  par  Q  une  autre  figure  identique  à  la  première.  Puisque  le 
polyèdre  A  est  régulier,  la  coïncidence  des  deux  figures  pourra  être  ob- 
tenue en  plaçant  un  sommet  quelconque  de  Q  sur  un  sommet  déterminé 
de  P,  ce  qui  entraîne  l'égalité  de  tous  les  angles  polyèdres  du  polyèdre 
convexe  X. 

De  plus,  deux  sommets  étant  l'un  sur  l'autre,  la  coïncidence  des  deux 
polyèdres  A  qui  font  partie  de  P  et  de  Q,  et  par  suite  celle  des  figures 
totales,  pourra  être  obtenue  au  moins  de  trois  manières  différentes;  car 
les  sommets  considérés  appartiennent  à  des  angles  au  moins  trièdres  et, 
sur  l'une  des  faces  du  premier  angle,  on  peut  placer  une  face  quelconque 
du  second.  Les  angles  polyèdres  correspondants  des  deux  polyèdres  con- 
vexes X  sont  donc,  à  leur  tour,  non-seulement  égaux,  mais  susceptibles 
de  coïncider  aussi  de  trois  manières  différentes  au  moins;  et  comme  ces 
angles  sont  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaèdres  (09o),  ils  ont  alors  néces- 
sairement toutes  leurs  faces  égales  et  également  inclinées. 

Les  faces  des  deux  polyèdres  X  sont  donc  des  polygones  équiangles  et 
également  inclinés,  dont  la  coïncidence  peut  être  établie  en  plaçant  un 
sommet  arbitraire  de  Q  sur  un  sommet  désigné  de  P;  en  d'autres  termes, 
ces  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux.  Le  polyèdre  X,  ayant  pour 
faces  des  polygones  réguliers  égaux  et  pour  angles  des  angles  polyèdres 
égaux,  est  régulier. 

THÉORÈME. 

895.  //  n^ existe  que  quatre  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures. 

«  En  vertu  du  théorème  précédent,  pour  obtenir  les  polyèdres  régu- 
»  liers  d'espèces  supérieures,  il  faut  évidemment  prendre  les  polyèdres 
»  réguliers  convexes  (878),  et  procéder  de  la  manière  suivante  :  choisir 
»  un  sommet  sur  l'.un  de  ces  j)olyèdres,  et  chercher  s'il  exi^te  d'au- 
»  très  sommets,  qui,  réunis  à  celui-là,  puissent  former  un  polygone  ré- 
»  gulier.  »  (J.  Bertrand,  loc.  cit.)  Ce  polygone  est  alors  une  face  pos- 
sible d'un  polyèdre  d'espèce  supérieure  ayant  mêmes  sommets  que  le 
polyèdre  convexe  proposé.  Si  le  polyèdre  d'espèce  supérieure  existe,  le 
nombre  des  polygones  égaux  partant  ainsi  d'un  même  sommet  est  le 
nombre  de  faces  de  son  angle  polyèdre;  mais,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  ces 
polygones  égaux  doivent  pouvoir  former  un  angle  polyèdre. 

((  Il  est  clair  que  cette  construction  appliquée  au  tétraèdre  ne  donne 
»  rien. 

»  Chaque  sommet  de  l'octaèdre  appartient  à  deux  carrés,  lesquels  ne 
»  peuvent  évidemment  pas  former  les  faces  d'un  polyèdre. 

»  Chaque  sommet  du  cube  peut  former,  avec  deux  autres  sommets 
»  convenablement  choisis,  un  triangle  équilatéral,  et  cela  de  trois  ma- 
»  nières  différentes;  mais  ces  trois  triangles  appartiennent  à  un  tétraèdre 
»  régulier. 
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»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut,  de  trois  manières  dif- 
»  férentes,  former  des  triangles  équilatéraux  avec  des  sommets  apparlo- 
))  nant  à  deux  des  i<;ces  qui  s'y  réunissent;  mais  ces  triangles  ne  feront 
»  pas  un  angle  polyèdre,  deux  d'entre  eux  n'ayant  jamais  d'arête  com- 
»  mune. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut  également  être  consi- 
»  déré  comme  le  sommet  de  six  triangles  équilatéraux  dont  les  autres 
»  sommets  appartiennent  à  des  faces  contiguës  à  celles  qui  contiennent 
))  le  sommet  donné.  iMais  ces  six  triangles  équilatéraux  sont  les  faces  de 
»  deux  tétraèdres  réguliers. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  est  enfin  le  sommet  commun  de  trois 
»  pentagones  réguliers  dont  les  quatre  autres  sommets  appartiennent  au 
«  même  polyèdie.  Ces  trois  pentagones  ne  forment  pas  les  faces  d'un 
»  angle  trièdre,  parce  que  deux  d'entre  eux  n'ont  pas  d'arête  commune; 
»  mais  les  pentagones  étoiles  qui  ont  les  mêmes  sommets  forment  un 
)>  angle  trièdre,  et  leur  ensemble,  pour  tout  le  polyèdre,  forme  le  dodé- 
»  caèdre  régulier  (de  septième  espèce). 

»  Chaque  sommet  de  l'icosaèdre  est  le  sommet  commun  de  cinq  trian- 
»  gles  équilatéraux  ayant  pour  côtés  les  droites  les  plus  courtes  que  l'on 
»  puisse  mener  entre  les  sommets,  après  celles  qui  forment  les  côtés  des 
»  faces.  Ces  triangles  forment  l'icosaèdre  de  septième  espère. 

»  Chaque  sommet  de  l'icosaèdre  peut  être  considéré  comme  le  sommet 
»  commun  de  cinq  pentagones  réguliers  de  première  espèce,  dont  les 
»  quatre  autres  sommets  appartiennent  également  à  l'icosaèdre;  ces  pen- 
»  tagones  sont  les  fiices  du  dodécaèdre  de  troisième  espèce  (à  faces  con- 
»  vexes).  Enfin,  les  mêmes  sommets  peuvent  être  considérés  comme  ap- 
»  partenant  à  des  pentagones  étoiles  qui  forment  le  dodécaèdre  (de 
»  troisième  espèce,  à  faces  étoilées). 

»  Il  n'y  a  donc  en  tout  que  quatre  polyèdres  étoiles,  qui  sont  précisé- 
»  ment  ceux  que  M.  Poinsot  a  découverts.  »  (J.  Bertrand,  lac.  cit.) 

Avant  d'examiner  chacun  de  ces  nouveaux  polyèdres  réguliers  en  par- 
ticulier, cherchons  une  formule  qui  nous  permette  de  déterminer  exacte- 
ment l'espèce  de  chacun  d'eux. 

PROBLÈME. 

S06.   Trouver  r espèce  dUm  polyèdre  régulier. 

La  formule  d'Euler,  A  -h  '2  =  F  -i-  S,  démontrée  au  n"  G88,  n'est  pas  ap- 
plicable à  tous  les  polyèdres  réguliers.  Elle  ne  subsiste  que  pour  ceux, 
d'ailleurs  quelconques,  dont  la  projection  (890),  faite  sur  une  sphère  de 
centre  intérieur  au  polyèdre,  recouvre  exactement  celte  sphère  sans  aucune 
duplicature. 

Pour  généraliser  la  formule  d'Euler  et  la  rendre  applicable  aux  nou- 
veaux polyèdres  réguliers,  il  faut  tenir  compte  à  la  fois  de  l'espèce  du  po- 
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lyèdre  considéré  (891),  de  l'espèce  de  ses  faces  (888)  supposées  toutes 
de  même  espèce,  et  de  celle  de  ses  angles  polyèdres  (889)  supposés  tous 
de  même  espèce.  Ceci  posé,  projetons  le  polyèdre  donné  sur  la  sphère 
inscrite  oa  circonscrite,  en  prenant  pour  centre  de  projection  le  centre 
de  cette  sphère  (890). 

Soient  n  le  nombre  de  côtés  de  l'une  des  faces  du  polyèdre,  <p  le  nombre 
qui  en  marque  l'espèce,  a  l'aire  du  polygone  sphérique  correspondant, 
s  la  somme  des  angles  de  ce  polygone.  Décomposons-le  en  triangles  en 
joignant  à  ses  sommets,  par  des  arcs  de  grands  cercles,  la  projection  du 
centre  de  la  face  considérée.  L'aire  de  l'un  de  ses  triangles,  ayant  a  pour 
somme  de  ses  angles,  sera,  en  prenant  pour  unités  l'angle  droit  et  le 
triangle  tri-reclangle  (837),  a  —  2.  L'aire  a  du  polygone  sphérique,  qui 
contient  n  de  ces  triangles,  sera  a  —  2a  —  in.  Or  Sa,  c'est  la  somme 
des  angles  des  n  triangles  ou  la  somme  s  des  angles  du  polygone  aug- 
mentée de  la  sonmie  des  angles  au  sommet  de  ces  mêmes  triangles, 
somme  qui  est  égale  à  4<ï',  puisque  l'espèce  de  la  face  projetée  est  cp  (889). 
Il  vient  donc 

«  =  i-  -t-  4f  —  ^z^- 

En  désignant  par  a\  «", . . .,  s\  s",. . . ,  //,  //', . . . ,  les  quantités  ana- 
logues à  /7,  .V  et  n,  on  aura  pour  les  autres  faces 

a'=  s'-+-  4'f  —  2//, 

a"=  s"-h  4<ï'  —  a/^", 


Soit  E  l'espèce  du  polyèdre  ou  le  nombre  exact  de  fois  que  sa  projec- 
tion recouvre  la  sphère  dont  l'aire  est  ici  représentée  par  8  (830);  nous 
aurons 

a  -h  a'-h  a" -h. .  .—  SE 

ou,  en  supposant  F  faces, 

8E  =  [s -h  s' -h-  s" -h . . .)  +  4'f  .F  —  Q.{/i-h  n'-h  n"-\-.. .). 

La  somme  n  -h  n'-h  /i"-h. . .  est  évidemment  égale  à  2  A,  A  étant  le 
nombre  des  arêtes  du  polyèdre.  Quant  à  la  somme  s  -+-  s' -h  s" -h. . . ,  elle 
représente  la  somme  des  angles  de  tous  les  polygones  sphériques  obtenus. 
Mais  la  somme  des  angles  réunis  autour  de  chacun  de  leurs  sommets, 
projections  de  toutes  les  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant,  vaut 
0-  fois  4  angles  droits,  <j  marquant  l'espèce  des  angles  polyèdres  (889). 
On  aura  donc,  s'il  y  a  S  sommets, 

s  -h  s' H-  .v"  -f-  .  .  .  =  4  «rS. 

Il  vient,  par  suite,  en  substituant  et  en  simplifiant, 

(I)  ,  A-f-2E  =  (p.F-ha.S. 
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Si  l'on  fait  dans  cette  formule  E  =  cp  =  o-  =  i,  on  retrouve  la  formule 
d'Euler. 

M.  Poinsot  (Mémoire  cité)  trouve  A-i-2E  =  F-ho-S,  parce  qu'il  ne 
tient  pas  compte  de  l'espèce  de  la  face  du  polyèdre  :  cette  différence 
explique  les  noms  différents  adoptés  pour  deux  des  nouveaux  polyèdres. 

La  formule  d'Euler,  complètement  généralisée  pour  les  polyèdres  non 
réguliers  d'espèces  supérieures,  est  la  suivante  : 


2E 


?.f; 


(<T.s: 


897.  Dodécaèdre  régulier  de  septième  espèce   (Poinsot,    quatrième 
espèce). 

Fig.  471. 


On  l'obtient  à  l'aide  de  pentagones  étoiles  ou  de  seconde  espèce,  for- 
mant des  angles  trièdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet 
d'un  dodécaèdre  régulier  ordinaire  (805).  Ce  nouveau  polyèdre  [Jig.  471) 
a  donc  vingt  sommets  (880).  En  désignant  par  ///  le  nombre  des  arêtes 
d'un  de  ses  angles  polyèdres  et  par  n  le  nombre  des  côtés  d'une  de  ses 

faces,  on  a  (695) 

2A  =  mS    et     2A  =  n¥. 


d'où  Ton  déduit  (en  faisant  S  =  20,  /w  =  3,  n  =  5] 
A  =  3o    et    F  =  12. 


234-  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACK. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  en  y  faisant  ct  —  i,  <?  —  2,  A  —  3o,  F  ~  i'a, 
S  =  10, 

2E  =  24 -h  20  —  3o    ou    £  =  7. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

898 .  Icosaèdre  régulier  de  septième  espèce. 

On  l'obtient  (895)  à  l'aide  de  triangles  équilatéraux  formant  des  angles 
pentaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre  ré- 
gulier ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  {fg.l\-]i)  a  donc  12  sommets  (880). 

Fig.  [^"j-i. 


En  faisants  =  12,  m  =  5.  n  —  3,  dans  leséqualions2A=  /«Set  2A  =  «F, 
on  trouve 

A  =  3o    et    F  =  20. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  en  y  faisant  «p  =  i  et  a  =  2, 

2E  =  2o-i-24— 3o    ou    E  =  7. 

Ce  nouvel  icosaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

899.  Dodécaèdre  régulier  de  troisième  espèce  y  à  faces  convexes. 

On  l'obtient  (895)  à  l'aide  de  pentagones  réguliers  ordinaires  formant 
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des  anglos  pentaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un 
icosaèdre  régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  ayant  12  sommets,  les 
équations  2A  =  ///S  et  i\'=  n¥  donnent  (pour  /;/  —  5  et  //  =  5) 

A  =  3o    et    F  =  11. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  pour  <}>  =  1  et  cr  =  2, 

2E  =  12-H  24  —  3o    ou    E  =  3. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  à  faces  convexes  (//^'.  473)  est  donc  de  troisième 
espèce. 

Fig.  /,7:i. 


900.  Dodécaèdre  régidicr  de  troisième  espèce,  a  faces  étoilées  (PoiNSOT 
seconde  espèce ) . 

On  l'obtient  (895)  à  l'aide  de  pentagones  étoiles  formant  des  angles 
pentaèdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  a  donc  12  sommets  (880).  Les 
équations  2  A  =  /wS  et  2A  =  «F  donnent  alors,  pour  w  =  5  et  //  =  5, 

A  =  3o    et    F  =  12. 


La  formule  (l)  donne  ensuite,  pour  ï»  =  2  et  «x  —  1 , 
.      ,  2E  =  24 -I- 12  —  3o    ou    E  =  3. 
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Ce  nouveau  dodécaèdre  à  faces  étoilées  [fig.  474)  est  donc  aussi  de  troi- 
sième espèce. 

Fig.  474. 


90i .  Voici  le  tableau  des  éléments  des  quatre  nouveaux  polyèdres  ré- 
guliers. 


Dodécaèdre  régulier  de  septième 

espèce  

Isocaèdre   régulier   de   septième 

espèce 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  convexes 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  étoilées 


F 

II 

? 

S 

in 

0- 

A 

E 

12 

5 

2 

"20 

3 

I 

3o 

7 

20 

3 

I 

12 

5 

2 

3o 

7 

12 

5 

I 

12 

5 

2 

3o 

3 

12 

5 

2 

12 

5 

3o 

3 

On  voit  que  les  nouveaux  polyèdres  sont  conjugués  deux  à  deux,  comme 
les  polyèdres  réguliers  ordinaires  (880). 


902.  Pour  familiariser  davantage  le  lecteur  avec  les  nouveaux  polyèdres, 
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nous  terminerons  en  indiquant  aussi  leur  mode  de  construction  d'après 
(  ;iuchy  (892),  parce  qu'il  fait  peut-être  mieux  image  que  celui  adopté 
plus  haut  (895). 

(  En  prolongeant  dans  le  dodécaèdre  ordinaire  les  arêtes  qui.  forment 
>)  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtient  le  dodécaèdre  étoile  (de 
»  troisième  espèce). 

»  Si,  dans  le  dodécaèdre  ordinaire,  on  prolonge  le  plan  qui  contient 
«  chaque  face  jusqu'à  la  simple  rencontre  des  plans  des  cinq  faces  qui 
>  entourent  la  face  opposée,  on  obtiendra  le  dodécaèdre  de  troisième  es- 
')  pèce,  compris  comme  le  dodécaèdre  ordinaire  sous  des  pentagones  de 
n  l)remière  espèce. 

)>  Enfin,  si  l'on  prolonge  les  arêtes  qui,  dans  ce  dodécaèdre  de  troisième 
»  espèce,  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtiendra  le  dodé- 
»  caèdre  de  septième  espèce. 

))  On  obtiendra  licosaèdre  de  septième  espèce,  en  prolongeant  chaque 
>'  face  de  l'icosaèdre  ordinaire  jusqu'à  la  rencontre  des  plans  des  trois 
»  triangles  qui  entourent  la  face  opposée  à  celle  que  l'on  considère.  » 

Figures  homothétiqucs  dans  ^espace. 

903.  Étant  donné  un  système  de  points  A,  B,  C,  . . . ,  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace  {fig.  220  et  221),  si,  sur  les  rayons  SA, 
SB,  se, ... ,  issus  d'un  point  S  pris  à  volonté,  on  prend  à  partir  de  ce 
plaint  des  segments  SA',  SB',  SC, . . . ,  tels  que 

SA '  _  SB'  _  se '  ^       _ 
SA  ~  SB  ~  SC  ' 

/  étant  un  nombre  quelconque,  on  dit  que  le  nouveau  système  de  points 

A',  B',  C',...,  est  homothétiquc  au  système  primitif  ABC Suivant 

que  le  rapport  k  (Vhomothétie  Qsi  positif  ou  négatif,  les  points  homologues 
tels  que  A  et  A'  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par  rap- 
port au  centre  S  (Vhomnthétic,  et  les  deux  systèmes  ABC.  . . ,  A'B'C  . . , 
sont  dits  homothétiques  directs  OU  homothétiqiies  inverses. 

La  définition  de  l'homothétie  est  donc  la  même  pour  les  figures  de  l'es- 
pace que  pour  les  figures  planes  (352).  Toutefois,  il  n'est  plus  vrai  de 
dire  ici,  comme  dans  le  plan,  que  l'homothétie  inverse  donne,  abstraction 
faite  de  la  position,  les  mêmes  figures  que  l'homothétie  directe;  F  étant 
une  figure  quelconque  de  l'espace,  si  l'on  construit,  à  l'aide  d'un  centre  S 
arbitraire,  la  figure  homothétique  directe  F'  suivant  le  rapport  /,  et  la 
figure  homothétique  inverse  F,  suivant  le  rapport  —  /,  les  deux  figures 
F'  et  F,  seront  symétriques  par  rapport  au  point  S  (058).  Or,  on  ne 
peut  plus  faire  coïncider  deux  pareilles  figures  (073),  tandis  que  dans  le 
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plan  une  rotation  de  i8o  degrés  autour  du  point  S  entraînait  la  coïnci 
dence  (352). 


904.  La  Jfgff/e  homothêtique  d'une  sphère  est  une  sphère;  la  démons- 
tration est  la  même  que  celle  du  n°  3o3.  Par  suite,  comme  un  cercle  peut 
toujours  être  considéré  comme  l'intersection  de  deux  sphères,  la  figure 
homothétique  cVune  circonférence  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
F  espace  est  une  circonférence. 

903.  Le  théorème  du  n**  354- et  sa  démonstration  subsistent.  La  figure 
homothétique  d' une  droite  est  une  droite  parrillèle  à  la  prend è?^,  et  l'angle 
de  deux  droites  est  égal  à  celai  de  leurs  droites  homologues  (355,350). 

La  figure  homothétique  cVun  plan  est  un  plan  parallèle  au  premier,  car 
si  l'on  considère  dans  le  plan  donné  une  droite  qui  tourne  autour  d'un 
point  A,  dans  chacune  de  ses  positions  cette  droite  aura  pour  homothéti- 
que une  droite  parallèle  passant  par  un  point  fixe  A'  homoihétique  de  A. 
Il  résulte  de  là  :  i°  qu'«//  plan  qui  passe  par  le  centre  d'homothétie  est  à 
lui-même  son  homothétique  ;  i^  que  F  angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle 
de  leurs  homothétiques. 

Les  tangentes  en  deux  points  homologues  de  deux  courbes  homothéti- 
ques sont  parallèles,  comme  limites  de  sécantes  parallèles.  Par  suite  (865. 
508  ) ,  les  plans  tangents  en  deux  points  homologues  de  deux  surfaces 
homothétiques  sont  parallèles. 

900.  Deux  systèmes  sont  homothétiques,  s'il  existe  dans  r espace  deux 
points  0  et  0'  tels,  que  les  droites  (pii  joignent  le  point  0  aux  divers  points 
du  premier  système ,  et  les  droites  qui  joignent  le  point  0'  aux  divers  points 
du  second  système,  soient  parallèles  et  dans  un  même  rapport  /  ;  la  dé- 
monstration est  la  môme  qu'au  n"  358. 

Il  résulte  de  là  que  deux  sphères  quelconques  sont  à  la  fois  homothé- 
tiques directes  et  homothétiques  inve/ses  [dQi));  les  deux  centres  d'homo- 
thétie  divisent  harmoniquement  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères; 
ces  centres  sont  en  outre  les  sommets  des  deux  cônes  qu'on  peut  circon- 
scrire aux  deux  sphères.  Lorsque  les  deux  sphères  sont  tangentes,  leur 
point  de  contact  est  un  centre  d'homothélie,<^//ï7c^^-'  si  le  contact  est  inté- 
rieur, inverse  si  le  contact  est  extérieur. 

907.  Le  théorème  du  n'' 361  et  sa  démonstration  subsistent.  Ainsi, r/t'wj: 
systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont  homothétiques  entre  eux,  et 
les  trois  centres  (P homothétie  sont  sur  une  même  ligne  droite,  qu'on 
nomme  axe  d'hnmothétie  des  trois  systèmes. 

Trois  sphères  considérées  deux  à  deux  ont  trois  centres  d'homothétie 
directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse  (906).  Elles  ont  donc 
quatre  axes  d'homothétie  :  un  axe  d'homothétie  directe  qui  contient  les 
trois. centres  d'homothétie  directe,  et  trois  axes  d'homothétie  inverse  {]yi\ 


Htenferment  chacun  deux  contres  ù'homothélie  inverse  et  le  centre  direct 
qui  répond  au  troisième  centre  inverse.  Ces  (juatre  axes  fr/iomot/iétie  sont 
ceux  des  trois  cercles  (3(U)  que  l'on  obtient  en  coupant  les  trois  s|, hères 
par  le  plan  qui  passe  par  leurs  centres. 

908.  Lorsque  (fiuitrc  systèmes  \*,V\V\V"\  sont  homothétiqucs  deux  à 
deux  y  leurs  ^x  centres  dliomothélie  sont  situés  dans  un  même  plan. 

En  effet,  soient  respectivement  0,,  Oj,  O3,  les  centres  d'homolhiHio  do 
P  et  P',  de  P  et  P",  de  P  et  P";  le  plan  0,  0,  O3  est  à  lui-même  son  homo- 
logue dans  les  systèmes  P  et  P',  puisqu'il  cont'eiit  leur  centre  0,  ;  il  est 
aussi  à  lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes  P  et  P",  puisqu'il  con- 
tient leur  centre  0,.  Donc,  ce  même  plan  est  encoreà  lui-même  son  homo- 
logue cans  les  systèmes  P'  et  P"  (907);  et  par  suite,  il  contient  leur  centre 
d'homolhétie.  On  prouverait  de  même  que  ce  plan  passe  par  les  centres 
d'homothétie  de  P'  et  P'",  et  de  P"  et  P'". 

Ces  six  centres  d'homothélie  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  com- 
plet dont  les  côtés  sont  les  quatre  axes  d'homcthélie  des  quatre  systèmes 
proposés  pris  trois  à  trois.  Le  plan  de  ce  quadrilatère  reçoit  le  nom  de 
plan  d'iiomotliétie  des  quatre  systèmes  P,  P',  P",  P". 

909.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  quatre  sphères.  Comme  deux 
sphères  sont  à  la  fois  homothétiques  directes  et  homothéliques  inverses, 
on  aura  douze  centres  d'homotJiétie,  dont  six  directs  et  six  inverses.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'il  y  a  huit  plans  d'homothétie.  En  effet,  imaginons  le  té- 
traèdre dont  les  sommets  sont  les  centres  des  quatre  sphères;  sur  chaque 
face  de  ce  téîraèdie,  il  y  a  six  centres  d'homolhétie,  trois  directs  çt  trois 
inverses  (907).  Considérons  l'un  0  des  six  centres  qui  .-ont  sur  l'une  des 
faces;  ce  point  0  apj  artient  à  deux  droites  A  et  B  dont  chacune  passe 
par  deux  autres  centres  de  la  même  face.  D'ailleurs,  ce  même  point  0  est 
commun  à  une  autre  f.ice  du  tétraèdre,  et,  par  suite,  il  appartient  égale- 
ment à  deux  autres  droites  C  et  D  situées  sur  celte  seconde  face.  En  com- 
binant les  deux  droites  A  et  B  de  la  première  face  avec  les  deux  droites  C 
et  D  de  la  seconde,  on  obtient  quatre  plans,  AOC,  AOD,  BOC,  BOD,  dont 
chacun  passant  par  cinq  centres  d'homolhétie  renferme  nécessairement  le 
sixième  centre  correspondant.  Ainsi,  par  chaque  centre  0  de  la  première 
face,  passent  quatre  plans  d'homolhétie;  mais  chacun  de  ces  plans  est 
commun  à  trois  centres  de  cette  même  face.  Donc  le  nombre  total  des 
plans  d'homothétie  est  égal  à  huit. 

91(^.  Deux  figures  de  l'espace  sont  semblables  lorsque,  par  un  déplace- 
ment convenable,  on  peut  amener  la  seconde  sur  l'une  des  homothétiques 
directes  de  la  première.  Or,  d'après  le  n"  907,  pour  avoir  tous  les  systèmes 
•homothétiques  à  un  système  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  varier 
le  centre;  il  suffit,  en  prenant  un  centre  aibitraire,  de  faire  varier  k  de 
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o  à  00  (362).  Donc,  on  obtiendra  toutes  les  figures  semblables  à  une 
figure  donnée,  en  construisant,  avec  un  centre  pris  à  volonté,  les  surfaces 
homothétiques  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  du  rapport  /•,  depuis 
zéro  jusqu'à  l'infini. 

Ainsi  deuû!:  sphères  quelconques  sont  semblables  (904). 

La  seule  figure  semblable  à  une  surface  conique  est  cette  surface  co- 
nique elle-même;  car  si  l'on  prend  le  sommet  0  pour  centre  d'homothétie, 
l'homologue  A'  d'un  point  quelconque  A  de  la  surface  conique  j)roposée 
est  situé  sur  la  génératrice  OA  (3S5). 

Enfin,  deux  surfaces  cylindriques  sont  homothétiques  lorsque  leurs 
génératrices  sont  parallèles,  et  leurs  directrices  deux  courbes  homotlié- 
tiqucs;  car  la  figure  homothétique  d'une  droite  est  une  droite  parallèle. 
Par  suite,  les  sections  par  un  même  plan  de  deux  cylindres  homothétiques 
sont  deux  courbes  homothétiques  dont  le  centre  est  à  la  rencontre  du  plan 
sécant  et  de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  d'homo- 
thétie des  deux  cylindres  (3S9). 

Pôle  et  plan  polcdre  par  rapport  à  la  sphère. 

911.  Un  point  0  et  une  sphère  C  étant  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  si  par  le  point  0  on  mène  une  sécante  quelconque 
OFE  [fig.iii  et2i3,  «''337),  et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmonique  I 
du  point  0  par  rapport  à  EF,  le  lieu  géométrique  du  point  I,  lo7\sque 
la  sécante  tourne  autour  du  point  0,  est  un  plan  P  perpendiculaire  au 
diamètre  AB  qui  passe  parle  point  0;  car,  dans  chaque  plan  mené  par 
OC,  le  lieu  est  une  droite  (337)  perpendiculaire  au  diamètre  AB  et  menée 
par  le  point  H  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  ce  diamètre. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  plan  P  et  que  le  plan  P  est  le  plan 
polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  sphère  C. 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  0  est  évidemment  le  lieu  des  polaires 
du  point  0 par  japport  à  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  pas- 
sent par  0. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  au  plan  polaire.  La  discussion  des  positions  du  pôle  et 
du  plan  polaire  par  rapport  à  la  sphère  est  la  môme  qu'au  n°  338.  Nous 
remarquerons  seulement  que,  lorsque  le  pôle  est  extérieur  h  la  sphère^  le 
plan  polaire  est  le  plan  de  la  circonférence  de  contact  du  cône  rjui  est  cir- 
conscrit à  la  sphère  et  qui  a  le  pôle  pour  sommet. 

912.  Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'un  plan  passent  parle  pôle 
de  ce  plan;  et  inversement,  les  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par 
un  même  point  sont  sur  le  plan  polaire  de  ce  point.  La  démonstration  du 
n°  339  subsiste,  seulement  XY  [fig.  214)  représente  alors  la  projection, 
sur  le  plan  considéré,  de  la  droite  CO  qui  joint  un  point  quelconque  0  de 
ce  plan  au  centre  C  de  la  sphère. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  chacun  des  pcAnts  dun  plan  P  est  pris  pour 
sommet  (Vun  cône  circonscrit  à  la  sphère,  les  plans  des  cercles  de  contact 
passent  tous  par  un  même  point  p  pôle  du  plan  P;  inversement,  v/,  sui- 
vant chacun  des  cercles  de  la  sphère  dont  les  j)tans  passent  par  un  même 
point  p^  on  circonscrit  un  cône  à  la  sphère ^  les  somnwts  de  ces  cônes  sont 
fous  dans  un  même  plan  P,  r^ui  est  le  plan  polaire  du  point  p. 

tll3.  Soient  une  sphère  dont  le  centre  est  0  et  une  droite  quelconque 
AB  [fi^.  475).  Prenons  le  pôle  A' de  AB  par  rapport  au  grand  cercle 
ECFD  situé  dans  le  plan  AOB,  et  par  le  point  A'  élevons  la  perpendicu- 
laire A'B'  à  ce  plan  AOB;  on  voit  que  réciproquement  la  droite  AB  est  la 
perpendiculaire  au  plan  OA'B'  élevée  par  le  pôle  A  de  A'B'  par  rap- 
port au  grand  cercle  EIFK  situé  dans  le  plan  OA'B'.  Les  deux  droites  AB, 
A'B',  ont  reçu,  d'après  cela,  le  nom  de  droites  réciprocpœs  par  rapport  à 
la  sphère  0. 

Fig.  475. 


Quand  deux  droites  sont  réciproques  par  rappoi't  h  une  sphère,  cha- 
cune d'elles  est  le  lieu  des  pôles  de  tous  les  plans  passant  par  l'autre  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  chacune  d'elles  est  l'intersection  commune 
des  plans  polaires  des  divers  points  de  Vautre.  En  effet,  le  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  M  de  AB  est  perpendiculaire  au  plan  FCE,  et  sa 
trace  sur  ce  plan  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle  FCE. 
Cette  trace  passe  donc  (339)  par  le  point  A'  qui  est  le  pôle  de  AB  par 
rapport  au  cercle  FCE.  Par  suite,  le  plan  polaire  CID  du  point  M  ren- 
ferme la  droite  A'B'. 

Il  résulte  de  là  que,  lorsque  deux  plans  sont  tangents  à  la  sphère,  leur 
intersection  est  réciproque  de  la  droite  qui  unit  les  deux  points  de  contact, 
car  ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  tangents. 

Bemarquons  enfin  que  la  droite  AB  est  le  lieu  des  pôles  de  sa  réciproque 
A'B'  par  rapport  à  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passent 
par  A'B'.  En  effet,  A'  étant  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle 
FCE,  si  N  est  le  point  où  la  droite  AE  rencontre  le  diamèlre  CD  d'un 
cercle  quelconque  CID  conduit  par  A'B',   les  points  C,  A',  D,  N,  forment 
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un  système  harmonique;  donc  N  est  le  pôle  de  A'B'  par  rapport  au  cercle 
CID. 

Plan  radical  de  deux  sphères. 

914.  Si,  par  un  point  M  de  l'espace,  on  mène  à  une  sphère  0  une  sé- 
cante arbitraire  qui  rencontre  la  sphère  en  A  et  B,  le  produit  MA. MB  a 
une  valeur  indépendante  de  la  direction  de  la  sécante.  Ce  produit  con- 
stant, qui  est  positif  lorsque  le  point  M  est  extérieur  à  la  sphère,  négatif 
lorsque  le  point  M  est  intérieur,  et  nul  lorsque  le  point  M  est  sur  la 
surface  sphérique,  prend  le  nom  de  puissance  du  point  M  par  rappoi^t  h 
la  sphère  0. 

La  puissance  d'un  point  par  rapport  a  une  sphère  est  égale ,  en  gran- 
deur et  en  signe,  à  l 'excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
sur  le  carré  du  rayon  (368).  Lorsque  le  point  est  cxtéiieur  à  la  sphère, 
sa  puissance  est  égale  au  carré  de  la  tangente  nu:née  à  la  sphère  par  ce 
point. 

Quand  deux  sphères  se  coupent  orthogonalement,  le  carré  du  rayon  de 
chacune  d'elles  est  égala  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  Vautre 
sphère  (369). 

91  S.  Le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  splières 
est  un  plan  perpendiculaii^e  a  la  ligne  des  centres  (370). 

Ce  plan  a  reçu  le  nom  de  plan  radical  des  deux  sphères.  —  Lorsque 
deux  sphères  se  coupent^  leur  plan  radical  est  le  plan  du  cercle  commun; 
lorsque  deux  sphères  se  touchent,  leur  plan  radical  est  le  plan  tangent  au 
point  commun.  —  Le  plan  radical  de  deux  sphères  concentriques  dispa- 
raît à  linfmi. 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  est  le  lieu  des  points  d'où  Von  peut 
leur  mener  des  tangentes  égales  (371).  C'est  aussi  le  lieu  nés  centres  des 
sphères  rpd  coupent  les  deux  premières  orthogonale  ment  (  o7^  ) . 

916.  Les  plans  radicaux  de  trois  sphè^res  consirlérées  deux  à  deux 
passent  par  une  même  droite  (373).  Cette  droite  est  la  perpenfiicuhiireau 
plan  des  centres  des  trois  sphères,  élevée  par  le  centre  radical  des  trois 
grands  cercles  contenus  dans  ce  plan;  elle  a  reçu  le  nom  d'axe  radical 
des  trois  sphères. 

Lorsque  les  centres  des  trois  sphères  sont  en  ligne  droite,  l'axe  radical 
se  transporte  à  l'infini  :  il  peut  cependant  arriver  que  les  trois  plans  ra- 
dicaux coïncident,  auquel  cas  les  trois  sphères  ont  un  plan  radical  au  lieu 
d'un  axe  radical. 

917,  Enfin,  les  six  plans  radicaux  de  quatre  splières  considérées  deux 
à  deux  passent  par  un  même  point.  Car  le  point  où  l'axe  radical  des  trois 
premières  sphères  rencontre  le  plan  radical  de  l'une  de  ces  sphères  et  de 
la  quatrième,  est  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre  sphères;  il  est 
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(ion<^  commun  aux  six  plans  radiciiux  des  sphères  considérées  deux  à 
deux,  et  aussi  aux  quatre  axes  radicaux  des  sphères  considérées  trois  à 
trois. 

Ce  point  est  dit  le  centre  radical  des  quatre  sphères.  Il  est  unique,  à 
moins  que  les  centres  des  cpuitre  sphères  ne  soient  dans  un  même  [)ian  ; 
dans  ce  cas,  il  [)eut  arriver  que  le  centre  radical  disparaisse  à  l'inlini,  ou 
bien  qu'il  bOit  remplacé  par  \x\\  axe  radical,  ou  même  par  un  plan  radical 
si  les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

918.  Les  propriétés  des  n""  370,  377,  37S,  379,  subsistent  aussi  bien 
que  leurs  démonstrations.  Ainsi  : 

Les  plans  tangents  en  deux  points  anti-homologues  de  deux  sphères  se 
coupent  suivant  une  droite  située  dans  le  plan  radical  des  deux  sphères; 

Le  plan  radical  d'une  sphère  et  dUin  plan  est  ce  plan  lui-nie'nte,  et  ce 
sont  les  extrémités  du  ditanèlre  perpendicuUdre  au  pbui  qui  jouent  alors 
le  rôle  de  centres  de  si/nilitude  ; 

Le  plan  radical  dç  deux  sphères  est  à  égale  distance  des  deux  plans 
polaires  de  l'un  <pielcon<pœ  des  centres  de  similitude  ; 

Le  plan  radic(d  d'une  sphère  et  d'un  point  est  à  égale  disttuice  de  ce 
point  et  de  son  plan  polaire  par  rapport  à  la  sphère. 

Sphère  tangente  à  (puttre  sphères  données. 

919.  Désignons  par  A,  B,C,  D,  les  centres  des  quatre  sphères  données, 
et  cherrlions  à  déterminer  la  sphère  w  qui  enveloppe  les  sphères  A,  B,  C,  D, 
et  la  sphère  w'  qui  est  enveloppée  par  ces  mômes  sphères  (387). 

Supposons  le  problème  résolu  :  i-oieiit  a  et  a'  les  points  de  contact  des 
sphères  w  et  w'  avec  la  sphère  A,  b  et  //  leurs  points  de  contact  avec  la 
s[)hère  B,  c  et  c'avec  la  sphère  C,  d  et  d'  avec  la  sphère  D.  Tout  revient 
à  trouver  les  cordes  an\  bb' ,  cc\  dd' .  Ces  cordes  sont  déterminées  par  les 
deux  propriétés  suivantes  : 

1°  Chacune  des  cordes  aa\  bb\  cc\  dd\  passe  par  le  centre  jadiral 
des  quatre  sphères  données  A,  B,  C,  D.  —  En  elFet,  a  étant  le  centre  de 
similitude  directe  des  sphères»»  et  A,  etrt'  le  centre  de  similitude  inverse 
des  sphères  w'  et  A,  la  ccrde  aa'  doit  passer  par  le  centre  de  similitude 
inverse  S  des  sphères  w  et  w'  (907).  On  verrait  de  même  que  ce  point  S 
appartient  aussi  aux  cordes  bb\  ce'  et  dd' .  Un  raisonnement  analogue 
montre  que  ab  et  a'b'  concourent  a\i  centre  de  similitude  directe  C  des 
sphères  A  et  B;  donc,  les  cordes  (m'  et  bb'  des  sphères  A  et  B  sont  anti- 
homol;)gues  (370,  918),  et  leur  point  d'intersection  S  appartient  au  plan 
radical  des  sphères  A  et  B.  On  verrait  de  môme  que  ce  point  de  concours 
S  de  aa' ^  bb'^  ce',  dd' ,  appartient  à  chacun  des  plans  radicaux  des  sphères 
données  considérées  deux  à  deux  ;  il  est  donc  le  centre  radical  de  ces 
sphères  (917). 

i6. 
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•2"  Chacune  des  cordes  aa\  bb',  cc\  dd\  contient  le  pôle,  par  î-apportà 
sa  sphère  y  du  plan  de  sinnlitude  directe  des  quatre  sphères  données.  — 
En  effet,  puisque  S  est  un  centre  de  similitude  des  sphères  w  et  &->',  les 
deux  cordes  ab  et  a'b'  sont  anti-homologues,  et  leur  point  de  concours  C 
doit  appartenir  au  plan  radical  des  deux  sphères  w  et  w'.  On  verrait  de 
même  que  ce  plan  radical  passe  par  chacun  des  centres  de  similitude  di- 
recte des  quatre  sphères  données  considérées  deux  à  deux.  Donc,  le  plan 
radical  des  sphères  w  et  w' coïncide  avec  le  plan  de  similitude  directe  (908, 
909)  des  sphères  A,  B,  C,  D.  D'après  cela,  ce  plan  doit  contenir  l'inter- 
section des  deux  plans  tangents  à  la  sphère  A  aux  deux  points  anti-homo- 
logues a  et«'  (918),  c'est-à-dire  la  droite  réciproque  de  la  corde  aa'  par 
rapport  à  la  sphère  A  (913);  donc,  inversement,  la  corde  aa'  doit  ren- 
fermer le  pôle  />>,  par  rapport  à  la  sphère  A,  du  plan  de  similitude  consi- 
déré. 

On  conclut  de  là  la  règle  suivante  :  Déterminez  le  centre  radical  S  et 
le  plan  de  similitude  directe  des  quatre  sphères  données  A,  B,  C,  D; 
prenez  par  rapport  à  chacune  d'elles  les  pôles  /?,  ^,  r,  s,  de  ce  plan,  et 
menez  les  droites  Sp^Sq,  S/',  S,v,  qui  rencontreront  les  sphères  A,  B,  C,  D, 
aux  points  de  contact  a  et  «',  /;  et  b\  c  et  <?',  d  et  d'  \  il  ne  restera  plus 
alors  qu'à  faire  passer  une  sphère  m  par  les  quatre  points  a^  b^  c,  r/,  et 
une  sphère  tsi'  par  les  cpiatre  points  «',  b\  c',  d'. 

En  remplaçant  le  plan  de  similitude  directe  par  chacun  des  sept  autres 
plans  de  simihtude  (909),  on  obtiendrait  les  sept  autres  couples  de 
sphères  tangentes.  Le  problème  admet  donc  seize  solutions. 

La  construction  précédente  s'applique  à  tous  les  cas  particuliers  qu'on 
obtient  en  supposant  qu'une  ou  plusieurs  des  sphères  A,  B,  C^,  D,  se  ré- 
duisent à  des  points  ou  à  des  plans. 

920.  Supposons  que  les  trois  sphères  A,  B,  C,  restant  fixes,  la  sphère  D 
varie.  Le  point  S,  centre  radical  des  quatre  sphères  (919),  décrira  l'axe  ra- 
dical des  trois  sphères  fixes  A,  B,  C.  Le  plan  de  similitude  directe  des  quatre 
sphères  tourne  alors  autour  de  l'axe  de  similitude  directe  des  trois  sphè- 
res A,  B,  C;  par  suite,  le  point /:>  décrit  la  droite  réciproque  de  cet  axe 
de  similitude  (913),  droite  qui  est  perpendiculaire  au  plan  des  centres 
des  sphères  A,  B,  C.  La  droite  Sp  s'appuie  donc  constamment  sur  deux 
droites  perpendiculaires  au  plan  des  centres  des  sphères  A,  B,  C,  et  le 
point  a  ne  sort  pas  du  plan  déterminé  par  ces  perpendiculaires.  Le  lieu 
du  point  a  est  donc  le  cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  A. 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  remarquable  dû  à  Dupuis  : 

Quand  une  sphère  variable  w  touche  constamment  de  la  nwnie  mardèrc 

trois  sphères  Jixe s  A,  B,  C,  chacun  des  trrjis  points  de  contact  décrit  un 

petit  cercle  de  la  sphère  fixe  correspondante. 

921.  Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  construction  donnée  au 
n"  919  [Gaultier  (de  Tours),  Journal  de  V École  Polytechnique,  t.  IX; 
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Heegmann,  Mémoires  de  V Académie  de  ÎJll(\  i823;  J.-A.  Serret  (*). 
Jourmdde  CrelU\  t.  XXXVII;  etc.]  ont  fondé  leur  démonstration  sur  le 
théorème  de  Dupuis.  Au  lieu  de  suivre  celte  marche  qui  rompt  ranaloi,Me 
avec  la  solution  du  problème  correspondant  de  Géométrie  plane  (3S7), 
nous  avons  tenu  à  conserver  complètement  celte  analogie  et  à  traiter  di- 
rectement la  question  sans  le  secours  du  théoième  de  Dupuis,  qui  n'est 
plus  alors  qu'un  corollaire  immédiat  de  la  solution  trouvée.  Le  raisonne- 
ment y  gagne  d'ailleurs  en  simplicité. 

Sjihèrc  tangente  à  <iu(ttre  plans  donnés. 

9:22.  Cette  question  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  précédente,  mais 
elle  est  assez  importante  pour  qu'il  soit  utile  de  la  traiter  directement. 

Supposons  que  les  quatre  |)lans  proposés  forment  un  tétraèdre  ABCD 
(/k-  4?^),  et  cherchons  combien  il  peut  exister  de  sphères  tangentes  aux 
quatre  faces  de  ce  tétraèdre  indéfiniment  prolongées,  c'est-à-dire  de  points 
à  égale  dislance  de  ces  quatre  faces. 

Fig.  /176. 


Le  lieu  des  points  à  égale  distance  des  deux  faces  ABC,  ABD,  prolongées, 
est  l'ensemble  des  deux  plans  bissecteurs  a  et  a'  des  angles  dièdres  DABC, 
DABU,  formés  par  ces  faces.  De  même,  le  lieu  des  points  à  égale  distance 
des  deux  faces  ABC,  ACD,  est  l'ensemble  des  deux  plans  bissecteurs  6 
et  ^'  des  dièdres  qu'elles  forment.  Les  deux  plans  ^  et  ^'  coupent  les 
deux  plans  a  et  -x  suivant  quatre  droites  partant  du  point  A.  L'une  d'elle; 
AO,,    intersection   des  plans  a   et    S,   tombe    dans   l'intérieur    du    té 


ÎS 


(*)  Nous  engageons  le  lecteur   l'amiliurisc   avec  la  (Géométrie   analytique,    à 
lire  l'analyse  aussi  élégante  qu'instructive  de  M.  J.-A.  Seruet. 
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traèdre  ABCD;  les  trois  autres  tombent  en  dehors.  L'intersection  AO2  des 
plans  a  et  p'  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  EDCF  ;  l'inlerseclion  AO3 
des  plans  a'  et  [3  perce  le  plan  BCD  d.ins  la  partie  HBDK  ;  enfin,  l'inler- 
section  AO^  des  plans  a'  et  f^'  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  GBCP. 

Les  quatre  droites  AO,,  AO,,  AO3,  AO^,  ainsi  obtenues,  étant  le  lieu  des 
points  de  l'espace  à  égale  distance  des  trois  faces  ABC,  ABD,  ACD,  les 
plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABD,  ACD,  passeront 
par  ces  droites.  Les  centres  des  sphères  tangentes  aux  quatre  plans 
donnés  ne  peuvent  donc  se  trouver  que  sur  les  quatre  droites  déter- 
minées. Mais  ces  centres  doivent  aussi  appartenir  aux  deux  plans  bissec- 
teurs 7  et  7'  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABC,  BCD,  prolongées;  et 
comme  un  plan  et  une  droite  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun,  il 
ne  peut  y  avoir  plus  de  huit  points  d'intersection  entre  les  quatre  droites 
considérées  et  les  deux  plans  7  et  7'.  En  outre,  les  points  ainsi  trouvés 
étant  à  égale  distance  des  quatre  faces  du  tétraèdre  ABCD,  sont  contenus 
dans  les. plans  bissecteurs  des  autres  dièdres  à  la  base.  Il  ne  peut  donc 
exister  plus  de  /mit  sphères  tangentes  aux  quatre  plans  donnés.  Voyons 
comment  elles  sont  placées. 

La  sphère  tangente  intérieurement  ou  inscrite  dans  le  tétraèdre  existe 
toujours;  car  le  plan  7  faisant  un  angle  aigu  avec  le  plan  BCD,  dans  le 
sens  CD,  rencontre  nécessairement  la  droite  AO,  dans  l'intérieur  du  té- 
traèdre.   ■ 

Les  quatre  sphères  tangentes  extérieurement  à  l'une  des  faces  du  té- 
traèdre et  aux  prolongements  des  trois  autres,  ou  sphères  ex-inscrites^ 
existent  également  toujours.  Car  le  plan  7'  coupe  nécessairement  la 
droite  AO,  au-dessous  du  plan  BCD,  à  l'intérieur  de  l'espèce  de  tronc  de 
pyramide  ouvert  formé  par  ce  plan  et  les  prolongements  des  trois  autres 
faces  du  tétraèdre.  De  même,  si  §  et  §'  sont  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  suivant  Tarôte  CD,  le  plan  extérieur  0  coupe  AO.^  en  un  point 
situé  entre  A  et  0^,  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ACD.  Si  s  et  s' sont  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  suivant  BD,  le 
plan  s'  coupe  AO3  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ABD.  Enfin,  le  plan  7'  coupe  AO,  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite 
qui  s'appuie  sur  la  face  ABC. 

II  reste  à  considérer  les  sphères  tangentes  aux  seuls  prolongements 
des  faces.  Ces  sphères  ne  peuvent  être  contenues  que  dans  les  espèces  de 
combles  prismatiques  ayant  pour  faîtes  les  arêtes  du  tétraèdre.  Consi- 
dérons les  deux  combles  MCFNDE,  GBHD'AC,  qui  se  terminent  aux 
deux  arêtes  opposées  CD  et  AB.  Le  plan  bissecteur  S  coupera  AO^,  soit 
au-dessous  du  plan  BCD,  soit  au  delà  de  A  et  au-dessous  de  D'AC.  Donc, 
s'il  existe  une  sphère  tangente  dans  l'un  des  deux  combles  répondant  à 
deux  arô'es  opposées  du  tétraèdre,  elle  ne  pourra  pas  exister  dans  l'autre. 
Par  suite,  les  six  combles  prismatiques  ayant  pour  faîtes  les  six  arêtes  du 
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tétraèdre  ne  pourront  renfermer  que  trois  sphères  tangentes  ;  ce  qui 
conduit  bien  au  nombre  total  de  huit  sphères  tangentes  indiqué  plus 
haut. 

Les  trois  dernières  n'existeront  pas  tonjoiirs,  car  il  pput  arriver  que  le 
plan  d,  par  exemple,  soit  parallèle  à  la  droite  AO,  :  le  centre  de  la  sphère 
correspondante  se  transportant  alors  à  linfini,  elle  cessera  d'exister. 

Soient  a,  b,  c,  <-/,  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  opposées  aux  som- 
mets A,  B,  C,  D,  et  V  son  volume;  soient  r„  r,,  r^,  i\,  /•,,  le  rayon  de  la 
sphère  inscrite  et  ceux  des  sphères  ex-inscrites  tangentes  aux  faces  b,  c, 
(i,  a.  Joignons  le  centre  de  chacune  d'elles  aux  sommets  du  tétraèdre,  et 
exprimons  son  volume  en  fonction  de  ceux  des  quatre  tétraèdres  obtenus. 
Ces  tétraètires  seront  tous  additifs  pour  la  sphère  inscrite;  et  pour  chaque 
sphère  ex-inscrite,  celui  qui  repose  sur  la  face  à  laquelle  elle  est  tangente 
devient  soustractif,  tandis  que  les  autres  restent  additifs.  On  aura  donc 
successivement 

V=  w /•,  (  « -I- ^ -+-  c-h  <-/).      V  =  ■:^r.,[a^  c^  d  —  b),..., 


d'où  l'on  déduira 


3V  3V  3V 

,5  '•..  =   ■ ■ 1 7  7  /',  = 


3V  3V 


'       a  ->t-  b  ^  c  —  d'        '       b  ^  c  -\-  d  —  a 

Toutes  ces  valeurs  positives  et  finies,  puisque  chaque  face  d'un  tétraèdre 
est  plus  petite  que  la  somme  des  trois  autres,  prouvent  de  nouveau 
l'existence  certaine  des  cinq  premières  sphères  tangentes.  On  passe  de  la 
valeur  de  /•,  à  l'une  quelconque  des  autres,  en  changeant  le  signe  de  la 
face  sur  laquelle  s'appuie  la  sphère  ex-inscrite  dont  on  cherche  le  rayon, 
parce  que  les  centres  fie  cette  sphère  et  de  la  sphère  inscrite  sont  de 
côtés  didérents  par  rapport  à  cette  face  et  du  même  côté  par  rapport  aux 
trois  autres. 

Soient  maintenant  p,,  o.,,  p.,  les  rayons  des  trois  dernières  sphères. 
Le  centre  de  l'une  d'elles,  comparé  à  celui  de  la  sphère  inscrite,  se  trouve 
d'un  même  côté  par  rapport  à  deux  des  faces  du  tétraè.Jre  et  de  côtés 
différents  par  rapport  aux  deux  autres  faces.  Si  la  sphère  considérée  est 
dans  le  comble  MCFNDE,  on  aura 

^  =  \?X{c-^d)-[a-^b)]- 

si  elle  est  dans  le  comble  opposé  GBUD'AC,  on  aura 

y=\?x[^-^h)-[c^d)i 
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De  même,  s'il  s'agir,  de  la  sphère  située  dans  le  comble  LBHNDK  ou  dans 
son  opposé  PCFB'AD',  on  aura 

V  =  ^P,[(^-+-^0-  («  +  ^')]     ou     Y  =  ~p.^[[a-i-c)-{ù-hd)l 

Enfin,  pour  la  sphère  située  dans  le  comble  MCPLBG  ou  dans  son  op- 
posé EDKB'AC,  il  viendra 

V  =  |p3[{'^^+O-{«  +  ^0]      ou     V=3ip,[(«  +  r/)-(Z;-f-.-)J. 

Il  sera  facile  de  décider  entre  ces  valeurs;  car  si  l'on  suppose  que  les 
quatre  faces  du  tétraèdre,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  donnent  la 
série  a,  ù,  c,  r/,  on  aura 

/'z  H-  A  >  c  H-  <-/,     a-\-c^  b  -hd, 

c'est-à-dire  que  les  rayons  des  deux  premières  sphères  auront  les  valeurs 
finies  et  positives 

3V  ^  3V 

°'  ^  {n  -h  h)  —  [c  -h  d)  '      '^-'  ~  [n^c]  —  [b  -^  d)  ' 

Les  autres  valeurs  de  p,.  et  de  p2,  étant  négatives,  devront  être  rejetées. 
Si  la  somme  b-{-  c  n'est  pas  égale  à  la  somme  a  -h  c/,  elle  sera  plus  grande 
ou  plus  petite,  et  l'on  n'aura  aussi  pour  p.  qu'une  seule  valeur  finie  et 
positive  qui  sera 

3V 


On  prendra  en  dehors  de  la  parenthèse  le  signe  h-  ou  le  signe  —,  sui- 
vant qu'on  aura  è  -h  c  >  ou  <  «  -f-  d. 

Si  ^  -h  c  =  rt  -h  <i,  P3  est  infini,  et  l'une  des  trois  sphères  seulement  pos- 
sibles disparaît. 

Si  Ton  a  à  la  fois  <7  =  è  et  c  =  d,  auquel  cas  la  condition  précédente  est 
encore  satisfaite,  p^  devient  aussi  infini,  et  des  trois  sphères  seulement  pos- 
sibles deux  disparaissent. 

Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  a=b^  c=  d.  et  a-h  b  -=  c -h  d,  c'est-à-dire 
a  =  b  —  c  =  d^  ^^  devient  infini  comme  pj  et  p,,  et  les  trois  sphères  seu- 
lement possibles  disparaissent  toutes  les  trois. 

En  résumé,  les  huit  sphères  tangentes  se  rcdiàscnt  à  sept,  si  la  somme 
de  deux  des  faces  du  tétraèdre  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres 
faces  ;  elles  se  réduisent  à  six,  si  en  outre  c/iaque  face  du  premier  groupe 
est  cfjuivfdente  à  une  face  du  second  groupe  ;  elles  se  réduisent  à  cimj,  si 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes. 

923.  Les  plans  proposés  peuvent  avoir  quelques-unes  de  leurs  intersec- 
tions parallèles;  ils  peuvent  être  parallèles  entre  eux  en  tout  ou  en  partie  : 


I 
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en  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  il  sera  facile  de  traiter  directement  ces 
cas  particuliers. 

Complcincnt  de  la  théorie  des  figures  inverses  et  de  la  méthode  de 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

92k  La  définition  du  n°  380  s'applique  à  des  points  A,  B,  C ,  situés 

d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

Le  cercle  d'inversion  devient  alors  une  sphère,  et  lorsqu'on  fait  varier 
le  rayon  de  cette  sphère  sans  déplacer  son  centre,  les  figures  inverses  de 
la  figure  donnée  ainsi  obtenues  sont  homothétiques  (903)  entre  elles. 

925.  Un  plan  L  et  une  sphère  0  quelconque  peuvent  être  considérés 
comme  deiuc  Jîgures  inverses  l'une  de  l'autre  (381).  La  figure  inverse 
(Pun  plan  L  est  une  sphère  0  passant  par  ^origine  ;  et  la  figure  inverse 
dhuie  sphère  0,  par  rapport  à  Vun  quelconcpie  de  ses  points  pris  pour 
origine,  est  un  plan  L  perpendiculaire  au  diamètre  passant  par  l'origine. 

926.  Deux  sphères  quelconques  0  et  0'  peuvent  être  considérées  comme 
deux  figures  inverses  l'une  de  l'autre  (382).  La  figure  inverse  d'une 
sphère  0  par  rapport  h  un  point  S  extérieur  ou  intérieur  pris  pour  ori- 
gine, est  une  autre  sphère  0'. 

027.  L  inverse  d'une  circonférence  C  par  rapport  à  un  point  quelcon- 
(pie  S  de  l'espace  pris  pour  origine  est  une  autre  circonférence  C.  Car  la 
circonférence  C  étant  considérée  comme  l'intersection  de  deux  sphères  0 
et  0',  son  inverse  est  Tintersection  des  deux  sphères  0'  et  0',  inverses  des 
sphères  0  et  0,,  c'est-à-dire  un  cercle. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures  inverses  que  trois 
couples  quelconques  a  et  a',  b  et  b',  c  et  r',  de  points  correspondants  de 
deux  figures  inverses  sont  situés  sur  une  me/ne  sphère.  Donc,  une  circon- 
férence quelconque  C  et  son  inverse  G'  appartiennent  à  une  même  sphère, 
et  par  suite  (87i)  elles  sont  des  sections  anti-parallèles  d'un  même  cône 
oblique  qui  a  lorigine  S  pour  sommet.  De  là  le  moyen  de  trouver  le 
centre  de  la  circonférence  C  inverse  d'une  circonférence  C  ;  ce  centre 
est  (87G)  sur  la  droite  qui  Joint  l'origine  S  au  sommet  d'un  cône  auxi- 
liaire, circonscrit  suivant  le  cercle  C  à  la  sphère  déterminée  par  la  cir- 
conférence C  et  le  point  S. 

928.  La  formule  du  n°  383  et  sa  démonstration  subsistent.  Quant  au 
théorème  du  n°  384,  il  s'applique  aussi  à  deux  lignes  quelconques  de 
l'espace,  mais  une  nouvelle  démonstration  est  nécessaire. 

Et  d'abord  on  démontre,  absolument  comme  au  n°  384,  en  considé- 
rant [fig.  ^34)  une  ligne  quelconque  j)lane  ou  gauche  MN  et  son  in- 
verse M'N',  que  leurs  tangentes  MT,  M'T',  font  des  angles  égaux  TMM', 
TM'M,  avec  le  rayon  vecteur  SMAl'.  Cela  étant,  soient  [fig.  235)  deux 


25o.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

courbes  giiirhos  MA  et  Ma  qui  se  coup9nt  en  M,  et  les  courbes  in- 
verses M'A',  M'«';  il  fiiut  prouver  que  l'angle  des  deux  [iremières,  c'est-à- 
dire  l'angle  ^MT  de  leurs  tangentes,  est  égal  à  l'angle  ;M'T  des  deux 
autres.  Or  on  a,  d'après  l'observation  précédente, 

;MM' -=  ai'M,    TMM' -  TM'M; 

donc  le  trièdre  formé  par  les  droites  MM',  MT,  /;?/,  etletrièdre  formé  par 
les  droites  M'M,  M'T,  M'^,  ont  un  angle  dièdre  égal  MM'  compris  entre 
deux  faces  égales  chacune  à  chacune;  res  deux  triè.lres  sont  donc  symé- 
triques et,  par  suite,  les  troisièmes  faces  TMt,  TM'^,  sont  respectivement 
égales. 

929.  V angle  de  deux  surfaces  Y  et  F,,  en  un  point  quelconque  ni  de  leur 
ligne  d^ intersection  amh,  est  égal  à  r angle  sous  lequel  les  surfaces  in- 
verses F'  et  F',  se  coupent  au  point  correspondant  ni' . 

En  effet,  menons  par  m  sur  les  surfaces  F  et  F, deux  courbes  nip  et  inp^ 
à  angle  droit  sur  la  ligne  d'intersection  «///^;  leurs  inverses  m'p'elni'p^ 
couperont  (928)  à  angle  droit  la  ligne  a'ni'b'  commune  aux  surfaces  F' 
et  F',,  et  de  plus  l'angle  des  deux  premières  courbes  nip  et  /«/;»,  sera  égal 
à  celui  de  leurs  inverses  m'p'  et  /n'p\.  Or,  l'angle  des  courbes  >np  et  mp^ 
mesure  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  surfaces  F  et  F,  au  point  m,  et 
l'angle  de  m'p'  et  de  n/ p'^  mesure  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  sur- 
faces F'  et  F,  au  point  correspondant  ni'. 

930.  Les  lignes  et  Ips  surfaces  inverses  jouissent,  relativement  à  la  cour- 
bure, de  propriétés  très-importantes  que  nous  ne  pouvons  pas  développer 
ici.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet  aux  Mémoires  déjà  cités  dans  le  n"38l), 
et  à  un  Mémoire  de  M.  Hirst  {Annales  de  Tortolini,  t.  II,  iSôq). 

931.  Voici  quelques  applications  des  principes  qui  précèdent. 

On  nomme  projection  stéréogiriphique  d'une  figure  sphérique  la  per- 
spective de  cette  figure  faite  en  prenant  pour  point  de  vue  S  un  point  de 
la  sphère,  et  pour  plan  de  projection  ou  tableau  le  plan  P  du  grand  cercle 
dont  le  pôle  est  au  point  de  vue  S. 

D'après  les  n"'  925  et  381 ,  on  peut  considérer  le  plan  diamétral  P  comme 
l'inverse  de  la  surface  sphérique,  en  prenant  pour  origine  le  point  S  et 
pour  puissance  le  double  du  carré  du  rayon  de  la  sphère.  La  projection 
stéréographique  n'est  donc  qu'un  cas  p  irticulier  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  l'on  peut  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes qu'on  utilise  dans  la  construction  des  mappemondes  : 

1°  Les  pT'ojections  stérêograpliiques  de  deux  lignes  tracées  sur  la  sphère 
se  coupent  sous  le  même  angle  (pic  ces  lignes  elles-mêmes  ; 

i""  La  projection  stérêograpliupie  d'un  cercle  de  la  sphère  est  un  cercle 
dont  le  centre  est  la  perspective  du  sommet  du  cône  circonscrit  à  la 
s  plier e  suivant  le  cercle  proposé. 
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La  projection  stéréographique  a  été  connue  dos  Grecs:  Ptolémée  l'a 
décrite  sous  le  nom  de  plnnisplwrc^  et  les  auteurs  du  moyen  âge  l'appe- 
laient astrolabe,  La  construction  du  centre  est  due  à  M,  Chasles. 

932.  On  peut  toujours  transforiner  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite; 
le  lieu  de  rôrif^ine  ou  du  pale  de  trnnsfornintion  est  la  circonférence  qui 
coupe  à  angle  droit  les  grands  cercles  des  sphères  données  situés  dans  le 
plan  des  trois  centres.  En  effet,  il  est  évident  que  les  pôles  de  transfor- 
mation doivent  être  dans  le  plan  des  trois  centres,  et  que  tout  revient 
à  transformer  les  grands  cercles  situés  dans  ce  plan  en  trois  autres  ayant 
leurs  centres  en  ligne  droite.  Or,  si  l'on  prend  pour  pôle  un  des  points 
de  la  circonférence  qui  coupe  orlhogonalement  ces  trois  grands  cercles, 
cette  circonférence  orthogonale  se  transforme  en  une  droite  qui  coupe  à 
angle  droit  les  transformées  des  circonférences  données  et  qui,  par  suite, 
contient  les  centres  de  ces  transformées. 

Cette  remarque  conduit  immédiatement  au  théorème  de  Dupuis  (920). 
En  effet,  transformons  la  figure  de  telle  sorte  que  les  trois  sphères  fixes 
deviennent  trois  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite;  la  sphère 
variable  deviendra  une  sphère  tangente  aux  transformées  des  trois  pre- 
mières; et  elle  touchera  évidemment  chacune  d'elles  en  un  point  dont  le 
lieu  sera  un  cercle  perpendiculaire  à  la  droite  qui  renferme  les  trois 
centres.  Donc,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  et  se  rappelant  que  la 
transformée  d'un  cercle  est  un  cercle,  on  voit  que  le  point  de  contact  de 
la  sphère  variable  décrit  un  cercle  sur  chacune  des  sphères  fixes  (Mann- 
HEIM,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i""  série,  t.  XIX). 

Figures  tracées  sur  la  sphère. 

933.  Rapport  anharmonique. 

On  nomme  rapports  (uihnrnwniques  de  quatre  points  A,  B,  C,  D,  situés 
sur  un  grand  cercle  d'une  sphère  oi,  les  rapports  anharmoniques  dû  fais- 
ceau formé  par  les  quatre  rayons  wA,  wB,  wC,  wD,  qui  aboutissent  à  ces 
points. 

Lorsqiûun  faisceau  de  quatre  arcs  de  grand  cercle  OM,  ON,  OP,  OQ, 
issus  cVun  même  point  0  de  la  surfiue  sphérique  est  coupé  par  un  arc 
de  grand  cercle  L,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
déterminés  par  le  faisceau  sur  cet  arc  transversal  a  une  valeur  indé- 
pendante de  la  position  de  cet  arcL.  Car  ce  rapjiort  est,  par  définition, 
égal  à  celui  du  faisceau  formé  par  les  rayons  wA,  wB,  wC,  wD,  Itquel 
ne  diffère  pas  de  celui  du  faisceau  des  quatre  plans  wOA,  wOB,  wOC-, 
wOD  (585). 

D'après  cela,  on  nomme  rapport  anharmonique  il'un  faisceau  de 
quatre  arcs  de  grand  cercle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
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déterminés  par  ce  faisceau  sur  un  arc  de  grand  cercle  transversal  quel- 
conque. 

Les  deux  propositions  fondamentales  (315  et  317)  s'étendent  aux 
figures  sphériques;  par  suite,  il  en  est  de  môme  de  leurs  corollaires  (316 
et  318),  de  la  propriété  des  triangles  homologiques  (320  et  32 J  ),  et  des 
théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  (322  et  323).  Les  démon-4,rations 
que  nous  en  avons  données  subsistent  entièrement;  le  lecteur  devra  seu- 
lement remplacer  dans  les  énoncés  et  dans  les  raisonnements  les  mots 
ligne  droite  par  les  mots  arc  de  grand  cercle. 

934.  Rapport  Jiarmonique. 

Quatre  points  A,  B,  C,  D,  situés  sur  un  arc  de  grand  cercle,  forment 
un  système  harmonique  lorsque  le  rapport  anharmonique  (ABCD)  est 
égal  à  —  I. 

Un  faisceau  de  quatre  arcs  de  grands  cercles  OA,  OB,  OC,  OD,  est 
harmonique,  lorsque  le  rapport  anharmonique  (O.ABCD)  est  égala  —  i. 
c'est-à-dire  lorsqu'on  peut  trouver  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  le 
faisceau  suivant  un  système  de  quatre  points  harmoniques;  alors,  tout 
autre  arc  de  grand  cercle  transversal  jouira  de  la  même  propriété  (933). 
'  Il  résulte  de  là  que  si,  par  un  point  G  de  la  surface  sphèrique,  on  mène, 
à  travers  un  angle  AOB  formé  par  deux  arcs  de  grands  cercles,  diverses 
sécantes  telles  que  ACB,  et  que  l'on  prenne  sur  chacune  d'elles  le  point  D 
conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  au  segment  AB  intercepté  entre 
les  côtés  de  l'angle,  le  lieu  du  point  D  sera  l'arc  de  grand  cercle  OD  con- 
jugué harmonique  de  OC  par  rapport  à  l'angle  AOB.  Le  point  C  et  l'arc 
de  grand  cercle  OD  sont  dits  pôle  et  polaire  par  rapport  à  l'angle  AOB. 

La  proposition  (33i)  relative  au  quadrilatère  complet  et  la  démonstra- 
tion que  nous  en  avons  donnée  subsistent  pour  la  sphère  ;  il  suffit  de  rem- 
placer les  mots  ligne  droite  par  aîx  de  grand  cercle.  Il  en  résulte  un  moyen 
simple  de  tracer  sur  la  sphère  :  i''  le  quatrième  harmonique  de  trois 
points  d'un  grand  cercle  ;  2"  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle 
(335  et  330). 

935.  Foie  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  de  la  sphère. 

Un  point  0  et  un  petit  cercle  AEFB  étant  donnés  sur  la  sphère  (  Jig.  477) , 
si  par  le  point  0  on  mène  un  arc  de  grand  cercle  sécant  OFE  et  cpCon 
détermine  le  conjugué  harmonique  I  du  point  0  par  l'apport  h  EF,  le 
lieu.  géométri(pie  du  point  I,  loT\sque  Varc  OFE  tourne  autour  du  point  0, 
est  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC  déterminé 
par  le  point  0  et  par  le  pôle  C  du  cercle  donné. 

En  effet,  soit  0'  le  point  où  le  rayon  wO  rencontre  le  plan  du  cercle 
donné,  les  trois  points  E,  F,  0',  seront  en  ligne  droite,  et  le  faisceau 
des  quatre  rivons  wE,  wl,  wF,  mO',  sera  par  hypcthèse  harmonique; 
donc,  si  r  est  le  point  de  rencontre  de  EF  et  de  wl,  le  système  rectiligne 
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E,  r,  F,  0',  sera  aussi  harmonique.  Mais  le  lieu  du  point  l'est  une  droite 
KH  située  dans  le  plan  AKB  et  perpendiculaire  eu  diamètre  O'BA  (337), 
donc  le  lieu  du  point  I  est  l'intersoction  de  la  sphère  par  le  plnn  &)KH; 
c'est  donc  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC. 

Fie.  477- 


On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  grand  cercle  HGK,  et  que  ce  grand 
cercle  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  au  cercle  AEB. 

Lemot/>>d/<"  a  déjà  reçu  (9H  )  une  autre  acception;  mais  il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  d'ambiguïté  si  l'on  fait  la  convention  suivante:  quand  nous 
emploierons  le  mot  j)ôle  dans  le  nouveau  sens  que  lui  attribue  le 
théorème  précédent,  il  sera  toujours  suivi  des  mots/'/?/-  rapport  (lu  cercle 
considéré^  tandis  que  lorsqu'il  sera  pris  dans  le  sens  primitif  (911),  ce 
mot  ne  sera  suivi  d'aucune  indication. 

Nous  avons  étudié  avec  détail  au  n°338  les  positions  relatives  du  point  0' 
et  de  la  droite  KH;  le  lecteur  en  déduira  aisément  les  positions  relatives 
du  point  0  et  du  grand  cercle  KGH. 

Quand  le  point  0'  décrit  une  droite  dans  le  plan  AEB,  on  sait  (339) 
que  la  droite  KH  tourne  dans  ce  plan  autour  du  pôle  de  cette  droite;  mais 
alors  le  point  0  décrit  un  grand  cercle,  et  le  plan  wKH  tourne  autour  du 
diamètre  qui  perce  la  sphère  au  pôle,  par  rapport  à  AEB,  du  grand  cercle 
décrit  [>ar  0.  Donc,  les  polaires  de  tous  les  points  d'un  grand  cercle 
passent  par  le  pôle  de  ce  grand  cercle  par  raj>port  nu  cercle  directeur 
AEB  ;  et  les  pôles^  par  rapport  <ni  cercle  directeur  AEB,  de  tous  les 
grands  cercles  (jui  passent  par  un  point  de  la  sphère  y  sont  situes  sur  le 
grand  cerde  polaire  de  ce  point. 

Le  théorème  du  n°3il,  sa  démonstration  et  ses  conséquences  (342, 
343,  344)  subsistent  pour  la  sphère  en  remplaçant  les  droites  par  des 
arcs  de  grand  cercle;  il  en  résulte  le  moyen  de  construire  sur  la  sphère 
la  pohiire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  directeur  donné. 

Enfin,  la  méthode  de  transformation  par  les  polaires  réciproques  (345 
et  suiv.)  s'étend  aussi  aux  figures  sphériques.  Le  mode  de  transformation 
général  par  polaires  réciproques  dans  l'espace  contient  comme  cas  par- 
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ticulier  le  mode  de  transforma  lion  spécial  que  nous  avons  exposé  au  n"  825 
pour  les  figures  sphériques,  et  dans  lequel  on  fait  correspondre  à  un 
triangle  un  triangle  supplémenlaire.  Soient,  en  effet,  une  sphère  de 
rayon  R  et  un  point  A  de  l'espace  situé  à  une  distance  d  du  centre  w  de 
la  sphère;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  un  plan  perpendiculaire  à  COA 

et  situé  à  une  distance  de  w  égale  à-y  •   Si  le  rayon  R  de  la  sphère  tend 

R^ 
vers  zéro,  -r  tend  aussi  vers  zéro,  et  les  plans  polaires  de  tous  les  points 

de  la  droite  indéfinie  wA  ont  pour  limite  le  pian  unique  mené  par  w  per- 
pendiculairement à  o)A.  On  peut,  d'après  cela,  donnera  ce  plan  le  nom  de 
plan  polaire  de  la  droite  wA  par  rapport  à  une  sphère  iiifiiiiment  petite 
ayant  w  pour  centre.  Cela  posé,  si  l'on  a  une  figure  formée  de  droites  et 
de  plans  passant  tous  par  un  point  w,  on  aura  la  figure  corrélative  en 
menant  par  w  des  plans  et  des  droites  perpendiculaires  aux  droites  et 
aux  plans  de  la  figure  primitive.  Sur  la  sphère,  à  un  grand  cercle  ré- 
pondra son  pôle,  et  inversement,  de  sorte  que  l'on  retombe  sur  les  figures 
supplémentaires  du  n°  828. 

936.  Axe  radical. 

On  nomme  axe  radical  de  deux  petits  cercles  P  et  Q  tracés  sur  la 
sphère  l'arc  de  grand  cercle  UV  dont  le  plan  passe  par  l'intersection  XY 
des  plans  des  deux  petits  cercles  P  et  Q.  D'après  cela,  cet  axe  radical  est 
perpendiculaire  à  l'arc  de  grand  cercle  PQ  qui  joint  les  pôles  des  deux 
petits  cercles  donnés  [Jig.  478). 


Fig.  478. 
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Si  ro/i  coupe  les  deux  cercles  fixes  P  et  Q  par  un  cercle  auxiliaire 
variable  (pâ  coupe  le  premier  en  A  et  B,  et  le  second  en  A'  et  B',  le  lieu 
des  points  de  rencontre  M  des  arcs  de  ^rrand  cercle  AB  et  A'B'  est  Taxe 
radical  des  cercles  P  et  Q.  Car  les  droites  AB,  A'B',  se  coupant  évi- 
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demment  en  un  point  M'  de  XY,  le  point  M  où  le  rayon  &)M'  perce  la 
sphère  iipiartieiiL  à  la  fois  aux  trois  grands  cercles  dont  les  plans  passent 
respectivement  par  les  droites  AB,  A'B,  XY.  Cette  propriété  permet  de 
conslrtiire  sur  la  sphèie  Taxe  radical  de  deux  cercles. 

Si  le  cercle  sécant  ABA'B'  devient  un  cercle  CGD  tangent  en  C  et  D 
[fig.  4-9),  le.s  arcs  de  grand  cercle  BAM,  B'A'iM,  deviennent  des  arcs  de 

Fie-  4:9- 


grand  cercle  tangents  ]\IC  et  MD;  ils  sont  d'ailleurs  égaux  comme  tan- 
gentes sphér^ques  menées  dun  même  point  M  au  cercle  auxiliaire  CGD 
(8o5  ).  Donc  l^ixe  radical  XiV  des  deux  cercles  P  et  Q  est  le  lieu  des  points 
de  la  sphère  d^oU  Cnn  peut  leur  mener  des  tangentes  spliérifpœs  égales. 

Le  cercle  CID,  décrit  du  point  M  comme  pôle,  coupe  ortliogonalement 
les  deux  cercles  P  et  Q;  car  il  est  à  angle  droit  sur  les  arcs  de  grand 
cercle  M(- et  MD.  Donc  l^axe  radical  des  deux  cercles  P  et  Q  est  sur  la 
sphère  le  lieu  des  pôles  ou  centres  sphcriques  des  cercles  qui  coupent 
orthogo/ialeinent  les  deux  cercles  V  et  Ç). 

Enfin,  le  [)lan  du  cercle  CID  est  évidemment  le  plan  polaire  du  point  M' 
qui  appartient  à  XY;  et  comme,  quand  le  cercle  orthogonal  CID  varie, 
son  pôle  M' décrit  la  droite  XY,  le  plan  de  ce  cercle  CID  passe  constam- 
ment par  la  droite  réciproque  (913  )  de  XY.-Donc,/<?/-.s(y«<?  deux  systèmes 
de  cercles  se  coupent  orthogonnlement  sur  la  sphère.^  les  plans  des  cercles 
de  chaque  système  passent  par  une  droite,  et  ces  deux  droites  sont  réci- 
proques par  rapport  a  la  sphère.  Inversement,  deu.v  séries  de  plans  pas- 
sant par  deux  droites  réciprocpœs  pur  raj)])ort  à  une  s])hère  tracent  sur 
cette  sphère  deux  .systèmes  de  cercles  orth:)gonaux  (*).  Ajoutons  que   la 


(*)  L'étude  du  double  système  de  cercles  orthogonaux  sur  la  sphère  a  des 
conséquences  importantes  relativement  aux  surfaces  dont  les  li{i[nes  de  cour- 
bure sont  planes.  (O.  Bonnet, /oM/-«a/ ^e  l'Ecole  Polytechni<pie,  XXXV*"  cahier. 
—  PiCART,  Essai  d'une  théorie  géométrique  des  surfaces,  i8;>3.) 
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droite  réciproque  de  l'interseotiondes  deux  cercles  Pet  Q  est  précisément 
la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cônes  (874,  870)  que  l'on  peut 
faire  passer  par  ces  deux  cercles.  En  effet,  prenons  pour  plan  de  la  figure 
le  grand  cercle  {,/ig.  21 5,  p.  21 5)  perpendiculaire  aux  deux  cercles  donnés 
qui  sont  alors  représentés  par  les  deux  droites  AA'  et  BB';  en  joignant 
AB  et  A'B';,  puis  AB'  et  BA',  on  aura  les  sommets  N  et  0  des  deux  cônes 
considérés,  et  comme  la  droite  NO  est  (343)  la  polaire  de  l'intersection  M 
des  deux  droites  AA'et  BB',  la  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  élevée 
par  le  point  M,  c'est-à-dire  la  droite  commune  aux  deux  plans  des  cercles 
AA'  et  BB',  aura  pour  réciproque  NO  (913). 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  d'une  sphère  considérés  deux  à  deux 
concourent  en  un  même  point;  car  le  rayon  qui  aboutit  au  sommet  du 
trièdre  formé  par  les  plans  des  trois  cercles  perce  la  sphère  en  un  point 
commun  aux  trois  axes  radicaux.  Ce  point  prend  le  nom  diQ  centre  radical 
des  trois  cercles. 

937.  Centres  de  similitude. 

On  nomme  centres  de  similitude  de  deux  cercles  AB  et  CD  situés  sur 
une  sphère  (y%.  480)  les  points  0  et  0'  où  la  sphère  est  rencontrée  par 

Fig.  /j8o. 


/ 


^^  —-  ^ 

-^ 

\0' 

^^.-^.^ 

\^ 

^"fr^~ 

^/ 

/^    -. 

-X     ,  \îQ 

Oi 

"''\ï^': 

___ 

-- 

-y» 

les  rayons  wS  et  wS'qui  vont  aux  sommets  S  et  S'  des  deux  cônes  (874) 
que  l'on  peut  faire  passer  par  les  deux  cercles.  Le  centre  r/Z/Y^r/  0  répond 
au  cône  dont  le  sommet  S  est  extérieur  à  la  sphère,  et  le  centre  inverse  0' 
au  cône  dont  le  sommet  S'  est  intérieur.  Les  deux  centres  sont  d'ailleurs 
sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  P  et  Q  des  deux  cercles 
donnés. 

Si  par  les  points  M  et  N,  où  les  cercles  V  et  Q  sont  touchés  par  un  cercle 
variable  X,  on  mène  un  arc  de  grand  cercle,  ce  grand  cercle  passe  par 
l'un  des  centres  0  de  similitude  des  cercles  P  et  Q  et  coupe  ces  deux 
cercles  sous  des  angles  égaux  {fg.  481).  En  effet,  la  tangente  MT  com- 
mune aux  cercles  P  et  X  et  la  tangente  NT  commune  aux  cercles  Q  et  X, 
étant  dans  le  plan  du  cercle  X,  ce  plan  est  tangent  au  cône  S,  et  la  droite 
MN  passe  par  le  sommet  S  de  ce  cône;  le  plan  du  grand  cercle  MN  con- 
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tient  donc,  la  droite  wS  et,  par  suite,  l'arc  de  grand  cercle  MN  passe 
par  0.  D'ailleurs  les  arcs  de  grand  cercle  PM  et  MX  sont  dans  le  prolon- 
gement l'un  de  l'autre,  puisque  les  cercles  X  et  P  se  touchent  en  M;  il 
en  est  de  même  des  arcs  de  grand  cercle  QN  et  XN;  on  a  donc 

angle  PMO,  =  XMN  =  XNM  =-  angle  QNO; 

le  grand  cercle  MN  est  donc  également  incliné  sur  les  rayons  sphériques 
PM  et  QN  et,  par  suite,  sur  les  deux  cercles  AB  et  CD  (*). 

Fig.  48i. 


Les  points  M  et  N  des  deux  cercles  AB  et  CD,  relatifs  à  une  même  gé- 
nératrice du  cône,  sont  dits  anti-homologues  (376).  Deux  coup/es  de 
points  anti-homologues  appartiennent  à  une  même  circonférence  ;  car-, 
étant  situés  sur  deux  génératrices  du  même  cône,  ils  sont  dans  un  môme 
plan.  On  conclut  de  là,  en  raisonnant  comme  au  n"  376-3",  que  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  deux  points  du  cercle  ^  et  celui  qui  joint  les  deux 
points  anti-homologues  du  cercle  CD,  se  coupent  sur  F  axe  radical  des 
deux  cercles  AB  et  CD;  en  particulier,  les  tangentes  sphériques  en  deux 
points  anti-homologues  de  deux  cercles  se  coupent  sur  Vnxe  radical  de 
ces  cercles. 

Les  six  centres  de  similitude  de  trois  cercles  d'une  me  me  sphère  con- 
sidérés deux  à  deux  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  grands  cercles. 
Cela  résulte  de  ce  que  les  sommets  des  six  cônes  déterminés  par  ces  trois 
cercles  sont  trois  à  trois  sur  quatre  droites  situées  dans  un  même  plan. 
Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  les  cônes  S,  S',  S",  dont 
les  sommets  sont  extérieurs  à  la  sphère;  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  ces  trois  sommets  sont  dans  le  plan  du  cercle  qui  toucherait  exté- 
rieurement les  trois  proposés;  ils  appartiennent  de  même  au  plan  du 
cercle  qui  toucherait  intérieurement  les  cercles  donnés.  Donc  les  sommets 
S,  S',  S",  sont  en  ligne  droite.  En  désignant  par  S,,  S',,  S'^,  les  sommels 
des  trois  autres  cônes,  on  verrait  de  même  que  S,  S',,  S'|,  sont  en  ligne 


(*)  Heegmann,  Mémoires  de  l'Académie  de  Lille,   i8?6. 
II. 
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(Iroile,  ainsi  que  S,,  S',  S",  et  que  S,,  S',,  S".  D'ailleurs,  chaque  sommet 
appartenant  à  deux  droites  différentes,  les  quatre  droites  sont  situées 
dans  un  même  plan. 

Les  quatre  grands  cercles,  qui  renferment  chacun  trois  centres  de  simi- 
litude, prennent  le  nom  d'axes  de  similitude  des  trois  cercles.  Il  y  a  u/i 
axe  de  similitude  directe  et  trois  axes  de  similitude  inverse. 

938.  CeiT.le  tangent  à  trois  petits  cercles  donnés  sur  la  sphère. 

Le  raisonnement  et  la  construction  sont  les  mêmes  qu'au  n"  387,  en 
remplaçant  les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle  :  il  y  a  huit  solutions. 
La  méthode  s'applique  d'ailleurs  à  tous  les  cas  particuliers  qu'on  obtient 
en  supposant  que  les  cercles  donnés  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des 
grands  cercles. 

Théorème  de  Guldin. 

939.  L'importante  proposition  connue  sous  ce  nom  se  trouve  indiquée 
dans  Pappus  (fin  du  iv"  siècle).  Elle  a  été  ensuite  retrouvée  par  Guldin 
(commencement  du  xiv*'  siècle). 

THÉORÈME. 

Vaire  engendrée  par  une  ligne  brisée  plane  quelconque.,  tourjmnt  au- 
tour d^un  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  par  la  circonféi'ence  que  dé- 
crit son  centre  de  gjynnté. 

Nous  savons  que  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le 
centre  des  distances  proportionnelles  des  centres  de  gravité  de  ses  côtés 
(713). 

Si  la  ligne  brisée  se  réduit  à  une  droite  AB,  la  proposition  a  déjà  été 
démontrée  (749),  puisque  le  centre  de  gravité  d'une  droite  est  en  son 
milieu  (713). 

Soit  maintenant  (y/g-. 482)  la  ligne  brisée  plane  quelconque  MNPQR 

Fig.  482. 
p 

N  Al)  (c);--    ^   Q 

^  (a)  „  (^)^ 


tournant  autour  de  l'axe  .rj.  Soient  a^  b^  c, . . . ,  les  longueurs  des  côtés 
de  cette  ligne;  a,  p,  7, . . . ,  les  dislances  des  milieux  A,B,C, . . . ,  de  ses 
côtés  à  l'iTxe  xj.  L'aire  totale  S,  engendrée  par  la  ligne  brisée  MNPQR, 
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étant  la  somme  des  aires  engendrées  p.ir  ses  côtés  MN,  NP, . . . ,  on  aiM;i 
(749). 

S  =  /7 . 2  777.  -f-  h.-irr'i  -h  c'.it:'^/  -h  ...  --  'à  r  (  <7  a  -(-  A  S  h-  ry  H-  .  .  .  ) . 

Si  l'on  désigne  par  z  la  dislanceà l'axe  .rr  du  centre  des  distance»  pro- 
portionnelles des  points  A,  B,  C, . . . .  on  a  (710) 

ay.  -h  h'j)  -h  cy  -]-  .  . .  =  z{a  -i-  h  -h  r  -{-  . .  .}, 

d'où 

S  =  [ri  -h  h  -h  r  -f-  .  .  .]  .'j.t: z, 
expression  de  l'énoncé. 
Corollaire. 

940.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  de  la  ligne  brisée,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  il  s'agit  d'une 
ligne  courbe  en  tout  ou  en  partie»  Le  centre  de  gravité  de  la  ligne  obte- 
nue est  alors  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  polygonale. 
Par  suite,  /'aire  engendrée  par-  une  ligae  cour  (m;  plane  tournant  autour 
d'un  axe  extérieur  quclcon(jue  situé  dans  son  plan ^  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  longueur  ["ISd)  par  la  circonférence  ([ue  décrit  son  centre  de 
gravité. 

Applications. 

941.  1°  Quelle  est  l'expression  de  Caire  engendrée  par  une  circonfé- 
rence de  rayon  r,  en  tournant  autour  d'une  droite  xy  de  son  plan  (pu  ne 
la  coupe  pas  ? 

Soit  d  la  distance  du  centre  de  cette  circonférence  à  l'axe  xy\  le  rentre 
d'une  circonférence  est  évidemment  son  centre  de  gravité;  car,  dans  la 
recherche  du  centre  des  moyennes  distances,  on  peut  remplacer  plusieurs 
points  par  leur  centre  particulier  [voir  l'exercice  727),  et  le  centre  qui 
correspond  aux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  est  le  centre  de  la 
circonférence.  L'aire  de  la  surface  engendrée,  qu'on  appelle  ^;r^,  sera  doni' 

ir.r .iT.d  -~  \tx^j-(1. 

1°  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  (Tu/a'  de  mi -circonférence 
de  rayon  r. 

Soit  X  la  distance  du  point  cherché  au  diamètre  qui  termine  la  demi- 
circonférence.  Si  on  la  fait  tourner  autour  de  ce  diamètre,  elle  engendrera 
une  surface  sphérique  de  rayon  /•.  On  devra  donc  avoir  (798) 

Tzr.T.Tzx     ou     2-v-.r --  477/-,     d  ou     x~ 

Le  centre  de  gravité  cherché  étant  d'ailleurs,  d'après  une  remarque  pré- 
cédente, situé  sur  le  rayun  perpendiculaire  à  l'axe,  sa  position  est  parfai- 
tement déterminée. 


i>,6o . 
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THÉORÈME. 

94:2.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe 
cxtcncur  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure  le  produit  de  raire  du, 
triangle  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  distinguerons  trois  cas. 

i"  L'un  des  côtés  du  triangle  se  confond  avec  l'axe  [fg.  483). 

Fig.  483. 
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Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tournant  autour  de  l'axe  xy  a 
pour  expression  (803-i°) 

^7^.AD^BC, 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  S  l'aire  du  triangle  dont  le  double  est  re- 
présenté par  AD.BC, 

^TT.AD.S. 

Si  G  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  on  a  (714),  pour  la  per- 
pendiculaire GG'  à  l'axe, 

Le  volume  engendré  a  donc  finalement  pour  mesure 

S.^277.GG'. 

'1°  Le  triangle  n'a  qu'un  sommet  situé  sur  l'axe  [fg.  484). 

Fig.  484. 
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Prolongeons  le  côté  AC  jusqu'à  sa  rencontre  enD  avec  l'axe  xj.  On  aura 
vol.  ABC  =  vol.  ABD  —  vol.  CBD. 
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Si  g  et  ^',  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles  ABD  et  CBD,  il  viendra 
donc,  d'après  le  premier  cas, 

vol.  ABC  -^  2  7r(ABD.jij-^'-  CBD-^i,",^'',  ). 

Le  triangle  ABC  étant  la  ditîérence  des  deux  triangles  xVBDetCBD,  son 
centre  de  gravité  G  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
g,  g^,  si  l'on  attribue  aux  trois  points  considérés  des  coeflicients  propor- 
tionnels aux  aires  des  trois  triangles  correspondants,  en  donnant  à  ces 
coeflicients  les  signes  convenables  (715).  On  aura  par  suite 

ABD.^^-'— CBD.;-,i>',  =  ABC.GG', 
d'où 

vol.ABC=:  ABC.27rGG'. 

3**  L'axe  est  complètement  extérieur  au  triangle  {/tg.  48,5). 

Fig.  /|85. 


r  9'  G 


Les  trois  côtés  du  triangle  ne  pouvant  être  parallèles  à  l'axe,  prolon- 
geons le  coté  AB,  par  exemple,  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  l'axe  jrr, 
et  joignons  CD.  On  aura 

vol.  ABC  =  vol.  ACD  -  vol.  BCD, 

c'est-à-dire,  d'après  le  second  cas,  en  désignant  par  ^'  et  g^  les  centres 
de  gravité  des  triangles  ACD  et  BCD, 

vol.  ABC  =  27r(ACÇ.^^^'-  BCD.^-/.  ). 

Le  triangle  ABC  dont  le  centre  de  gravité  est  G,  étant  la  différence  des 
triangles  ACD  et  BCD,  on  aura  comme  ci-dessus 

ACD.^^'-  BCD.^,^',  -^  ABC.GG', 
d'où  encore 

vol.  ABC^ABC.27rGG'. 

THÉORÈME. 
943.  Le  volume  engendré  par  un  polygone  tournant  autour  d  Un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  pat 
la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 
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Décomposons  le  polygone  donné,  dont  l'aire  est  S,  en  triangles  ayant 

pour  aires  t^  t\t\ Soient  (^,  ^',  (î", . . . ,  les  distances  des  centres  de 

gravité  de  ces  triangles  à  l'axe,  et  d  la  dislance  du  centre  de  gravité  du 
polygone  (715)  au  même  axe.  Le  volume  engendré  par  le  polygone,  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  qui  le  composent,  est 

Mais,  d'après  les  propriétés  du  centre  des  distances  proportionnelles, 
la  parenthèse  est  égale  à  S.r/.  Par  suite,  le  volume  cherché  a  pour  ex- 
pression 

S.y.7rr/. 
CORROLLAIRE. 

944.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  du  polygone,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  le  polygone  ou  une 
partie  du  polygone  devient  une  courbe.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité 
de  la  surface  obtenue  est  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la 
surface  polygonale.  Par  suite,  le  volume  engendré  par  une  surface  plane 
quelconque  tournant  autour  dhin  axe  extérieur  situé  dans  son  plan,  a 
pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravité. 

Applications. 

945.  1"  Quel  est  le  volume  du  tore? 

En  conservant  les  notations  du  n°  94i ,  ce  volume  a  pour  expression 

v: r' .i-K d  z=z  iTz'-r'^ d. 
1°  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d'un  demi-cercle  de  rayon  r. 

Le  centre  de  gravité  cherché  appartient  évidemment  au  rayon  perpen- 
diculaire au  diamètre  qui  termine  le  demi-cercle  donné.  De  plus,  si  l'on 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  de  ce  diamètre,  il  engendre  une  sphère 
de  rayon  ;•.  On  a  donc,  en  appelant  x  la  distance  du  centre  de  gravité  à 
l'axe, 

^'•'  43,,.  4/- 
•'n:x=-'Kr\     d  ou     .r  — -— • 

•1  3  377 

La  position  du  point  demandé  est  donc  complètement  déterminée. 
Sur  le  maximum  et  Ir  minimum  des  figures. 

946.  Nous  nous  proposons  ici  de  prouver  que,  de  tous  les  corps  de 
même  aire,  la  sphère  est  celui  rjui  a  le  plus  gfrind  volume. 

LEMME. 

Qucmd  une  figure  plane  possède  deux  axes  de  symétrie  OA  et  OB  fai- 
sant entre  eux  un  angle  a  incommensurable  avec  tt,  cette  figure  est  un 
cercle. 
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D'abord,  la  droite  OC  [fîg.  486),  symétrique  de  OA  par  rapport  à  OB, 
est  un  nouvel  axe  de  symétrie;  car,  M  étant  un  point  quelconque  de  la 
figure  et  N  son  symétrique  par  rapport  à  OA,  si  l'on  replie  la  figure  au- 
tour de  OB,  les  deux  points  M'  et  N',  sur  lesquels  s'appliquent  M  et  N,  lui 
appartiennent  encore  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  OB,  et  ils  sont 
symétriques  par  rapport  à  OC  puisque  OA  s'applique  sur  OC. 

Par  suite,  en  faisant  tourner  OB  de  l'angle  a  autour  du  point  0,  on  ob- 
tient un  troisième  axe  de  symétrie  OC;  une  nouvelle  rotation  de  même 
amplitude  a  en  donnerait  un  quatrième,  etc.  —  D'ailleurs,  a  étant  incom- 
mensurable avec  7r,  on  ne  saurait  trouver  des  nombres  entiers  m  et  // 
tels  que  ///a  =  «tt;  en  d'autres  termes,  en  continuant  la  rotation  on  ne 
retombera  jamais  sur  un  axe  précédemment  obtenu.  Donc  enfin  la  figure 
possède  une  infinité  d'axes  de  symétrie  passant  par  le  point  0;  d'où  l'on 
conclut  que  c'est  un  cercle. 

Fig.  486.  Fig.  487. 
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LEMME. 

947.  Si  par  les  milieux  n^  b^  c,  des  arêtes  latérales  kk' ,  BB',  CC,  r/'//// 
tronc  de  prisme  triangulaire,  on  mène  un  plan  :  1°  les  deux  segments 
du  tronc  seront  équivalents  ;  1°  la  section  abc  sera  en  général  moindre 
que  la  demi-somme  des  bases  ABC,  A'B'C. 

La  première  partie  est  évidente  d'après  le  n°  053;  quant  à  la  deuxième, 
elle  résulte  de  ce  que  la  section  abc  est,  comme  on  le  voit  aisément,  égale 
à  la  demi -somme  des  projections  des  bases  ABC,  A'B'C,  sur  le  plan  abc. 

Il  résulte  de  cette  proposition  que  si  dans  un  corps  terminé  par  une 
surface  convexe  on  mène  une  série  de  cordes  parallèles,  la  surjace  lieu 
des  milieux  de  ces  cordes  divise  le  corps  en  deux  parties  d'égal  volume 
et  a  elle-même  une  étendue  moindre  que  la  moitié  de  Paire  totale  du 
corps . 

THÉORÈME. 

948.  «  Parmi  tous  les  corps  de  même  surface,  la  sp/ière  a  le  plus 
»  grand  volume  ]  et  par/ni  tous  les  corps  dU'gal  volume,  elle  a  la  plus 
))  petite  surface. 


264.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACë. 

»  Que  l'on  se  représente  un  corps  qui  ait  la  propriété  d'avoir  le  plus 
»  grand  volume  parmi  les  corps  de  même  surface,  il  existera  évidemment 
»  dans  toutes  les  directions  un  plan  qui  divise  la  surface  en  deux  parties 
»  égales. 

»  Soit  A  un  pareil  plan  [Jig.  487),  et  soient  a  et  S  les  moitiés  de  la 
»  surface.  Si  le  corps  n'était  pas  divisé  par  ce  plan  en  deux  parties  équi- 
»  valentes  en  volume,  si,  par  exemple,  on  avait  a  A  >  3A,  il  ne  pourrait 
»  pas  avoir  un  volume  maximum  ;  car  on  pourrait  remplacer  ^  par  une 
»  partie  symétrique  de  a,  et  le  volume  total  aurait  grandi  sans  que  la 
»  surface  eût  changé.  Il  faut  donc  que  SA  =  aA.  —  Si,  dans  cette  sup- 
»  position,  j3  n'était  pas  symétriquement  égal  à  a,  on  n'aurait  qu'à  se 
»  représenter  du  même  côté  de  A  que  ^  une  surface  a,  symétriquement 
»  égale  à  a,  et  l'on  aurait 

a,A=aA=  ^A, 

»  et  le  corps  aa,  =  ap.  Que  l'on  mène  dans  les  espaces  compris  entre 
»  p  et  a,  des  droites  parallèles  entre  elles,  limitées  par  ces  surfaces^  leurs 
))  milieux  se  trouvent  sur  une  troisième  surface  7,  qui  a  la  même  base 
»  que  [3  et  a,,  et  l'on  a 

YA=[3A=a,A,     ou     ya  — pa, 

»  mais  en  môme  temps  (947)  27  <  [3  -h  a,,  ou  7  <S  puisque  S  =  a,;  lasur- 
»  face  7  qui  est  plus  petite  que  [3  limiterait  donc  avec  a  un  espace  équivalent 
»  en  volume  à  celui  qui  se  trouve  entre  (3  et  a,  ce  qui  est  contraire  à 
»  l'hypothèse;  il  faut  donc  que  §  soit  symétriquement  égal  à  a,  et  le 
»  corps  supposé  a  la  propriété  d'admettre  pour  plan  de  symétrie  tout 
»  plan  qui  divise  sa  surface  en  deux  parties  équivalentes  (*).  » 

Cela  posé,  considérons  une  droite  quelconque  D  de  l'espace,  et  par 
cette  droite  menons  deux  plans  quelconques?,  et  Q,  faisant  entre  eux  un 
angle  a  incommensurable  avec  77.  Le  corps  maximum  admettra  deux 
plans  de  symétrie  P  et  Q  respectivement  parallèles  àP,  età  Q,  ;  par  suite, 
toute  section  du  corps  faite  perpendiculairement  à  l'intersection  des  plans 
P  et  Q,  c'est-à-dire  perpendiculairement  à  la  droite  D,  aura  pour  axes  de 
symétrie  les  deux  droites  p  et  </  suivant  lesquelles  le  plan  de  cette  section 
coupe  les  plans  P  et  Q.  Mais  ces  droites  p  et  q  font  un  angle  a  incom- 
mensurable avec  77;  donc  cette  section  est  un  cercle  (  946),  et  comme  la  di- 
rection D  est  arbitraire,  on  voit  que  le  corps  maximum  est  coupé  par  un 
plan  quelconque  suivant  un  cercle;  d'où  l'on  conclut  que  c'est  une  sphère. 


(*)  Steiner,  Journal  de  Crelle,  t.  XXIV. 
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QU£SXIO]yi$    PROPOSEES. 

§,:^I,  II.  —  Cylindre  et  cône  de  révolution. 

730.  i"  Quel  est  le  rapport  des  volumes  de  deux  cylindres  dont  les 
aires  conve.xes  sont  équivalentes;  2°  quel  est  le  rapport  des  aires  con- 
vexes de  deux  cylindres  qui  ont  le  môme  volume? 

737.  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant  successivement 
autour  de  ses  côtés  adjacents  sont  de  n  mètres  cubes  et  de  b  mètres 
cubes;  trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rectangle. 

738.  Calculer  l'aire  convexe,  l'aire  totale  et  le  volume  d'un  cône  équi- 
latéral  en  fonction  de  son  côté.  —  Pour  quelles  valeurs  de  ce  côté  l'aire 
totale  du  cône  est-elle  un  mèlre  carré,  et  son  volume  un  mètre  cube? 

739.  Partager  l'aire  latérale  d'un  cône  de  révolution  en  n  parties  équi- 
valentes par  des  plans  parallèles  à  sa  base. 

740.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  3  mètres  et 
ses  bases  ayant  pour  rayons  1  mètres  et  i  mètre,  partager  son  volume 
en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  '2,  3  et  7,  par  deux  plans 
parallèles  aux  bases. 

741.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  4i'"*^5  328,  sa 
hauteur  i"",  817,  le  rayon  d'une  de  ses  bases  a"", 698,  on  demande  de  cal- 
culer à  o'",ooi  près  le  rayon  de  sa  seconde  base. 

742.  Calculera  0,001  près  le  rapport  que  doivent  présenter  les  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution,  pour  que  son  volume  soit  la 
moitié  de  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  élevé  sur  la  base  inférieure 
du  tronc. 

743.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  ses  deux  côtés  adjacents? 

744.  Soit  ABCDEF  un  hexagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  R.  On  mène  la  diagonale  FC  et  les  droites  ÂC  et  BF 
qui  se  coupent  en  I  sur  le  rayon  011  perpendiculaire  à  FC,  et  l'on  demande 
de  calculer,  en  fonction  de  R,  les  volumes  et  les  aires  des  cônes  engen- 
drés par  les  triangles  IHA,  lOF,  en  tournant  autour  de  OH  pris  pour  axe. 

74o.  Soit  B'C  la  projection  du  diamètre  BG  d'un  cercle  OA  sur  la  tan- 
gente TT'  au  point  A;  chercher  pour  quelle  position  de  BC  le  rapport  du 
cercle  OA  à  l'aire  totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  la  rotation  du 
trapèze  BCB'C  autour  de  TT',  est  égal  à  m  ;  discussion. 

740.  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution, 
connaissant  sa  hauteur,  son  côté  et  son  aire  ou  son  volume. 


l66.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

747.  Un  tronc  de  cône  de  révolution  d'une  subslnnce  dont  le  poids  spé- 
cifique estd,  est  plongé  verticalement  dans  un  liquide  dont  le  poids  spé- 
cifique est  <-/';  les  rayons  de  ses  bases  sont  R  et  r,  sa  hauteur  est  //.  On 
demande  de  calculer  la  hauteur  de  la  partie  immergée  et  le  rayon  de  la 
section  déterminée  dans  le  tronc  de  cône  par  la  surface  de  niveau  du  li- 
quide. 

748.  Quel  est  le  volume  maximum  d'un  cône  de  révolution  dont  le  côté 
est  donné? 

749.  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  qui  ont  même  aire  to- 
tale, quel  est  le  cylindre  ou  le  cône  de  volume  maximum?  —  Parmi  tous 
les  cylindres  ou  tous  les  cônes  équivalents,  quel  est  le  cylindre  ou  le  cône 
d'aire  totale  minimum? 

750.  Inscrire  dans  un  cône  donné  un  cylindre  de  volume  donné;  dis- 
cussion. —  Circonscrire  à  un  cylindre  donné  un  cône  de  volume  donné; 
discussion. 

§§  in,  IV,  V,  VI.  —  Premières  notions  sur  la  sphère.  —  Aire  et  volume 
de  la  sphère.  —  Propriétés  des  triangles  sj>héri(jues. 

751.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'un  point  A  et 
à  la  distance  b  d'un  point  B. 

752.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère 
donnée. 

753.  Par  une  droite  donnée,  mener  à  une  sphère  donnée  un  plan  sé- 
cant qui  détermine  une  section  de  rayon  donné. 

754.  Lorsque  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  les  plans  des  trois 
cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  môme  droite  perpendiculaire 
au  plan  déterminé  par  les  centres  des  trois  sphères. 

755.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère 
donnée  par  tous  les  plans  sécants  qui  passent  par  une  droite  donnée  ou 
par  un  point  donné. 

756.  Connaissant  les  rayons  de  deux  sections  parallèles  faites  dans  une 
sphère  et  la  distance  de  ces  sections,  trouver  le  rayon  de  la  sphère. 

757.  Trouver  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  d'un  point  donné 
à  une  surface  sphérique.  —  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  une 
distance  donnée  d'une  sphère  donnée. 

758.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  ou  d'un  plan 
donné  à  une  surface  sphérique., 

759.  Si  d'un  point  de  la  surface  sphérique  comme  pôle  on  trace  un 
cercle  avec  un  rayon  sphérique  égal  au  cinquième  ou  au  tiers  d'un  qua- 
drant, le  rayon  du  cercle  obtenu  est  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  ou 
le  plus  grand  segment  de  ce  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 


LIVRE    VII.    —    LES    CORPS    RONDS.  267. 

"()().  La  somme  âe^  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphère 
Itumée  sur  trois  droites  rectangulaires  partant  d'un  point  donné  est  con- 
-hinle,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  sur  ces 
rois  cordes  par  le  point  donné. 

"(il.  Trouver  le  diamètre  de  la  sphère  circonscrite  à  une  |)yramide 
triangulaire  dont  trois  laces  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

762.  Si,  d'un  point  de  l'espace,  on  mène  des  sécantes  à  une  sphère 
donnée,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d'intersection 
de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant. 

'03.  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  cordes  perpendiculaires  entre 
elles,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  soient  i)roportionnelles  àdes 
nombres  donnés.  —  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  déterminent 
trois  cercles  dont  les  aires  soient  })roportionnolles  à  des  nombres  donnés. 

704.  Si  deux  cercles  de  l'espace  sont  tels,  que  leurs  centres  soient 
les  projections  d'un  môme  point  et  que  les  tangentes  menées  à  ces  cercles 
par  un  point  de  l'intersection  de  leurs  plans  soient  égales,  ces  deux  cercles 
sont  situés  sur  une  môme  sphère. 

705.  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  rayons  d'une  sphère 
perpendiculaires  entre  eux  sur  un  plan  quelconque,  est  égale  au  double 
du  carré  du  rayon  de  la  sphère. 

766.  Étant  données  deux  sphères  solides,  trouver  la  dislance  de  leurs 
centres  par  une  construction  plane. 

767.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constant.  —Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace 
également  éclairés  par  deux  lumières  données. 

768.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
à  deux  points  donnés  est  constante.  —  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  est  à  la  fois  con- 
stante par  rapport  au  premier  et  au  second  point,  par  rapport  au  pre- 
mier et  au  troisième. 

769.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  sphère  donnée,  deux 
sphères  données  ou  trois  sphères  données,  sous  un  angle  donné. 

770.  Indiquer  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite  donnée  sous 
un  angle  donné,  ou  deux  droites  données  issues  d'un  même  point,  sous 
des  angles  respectivement  donnés. 

771.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères 
données  ou  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 


l6S.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

772.  Quelle  est  la  condition  pour  que  quatre  points  de  la  surface  sphé 
rique  appartiennent  à  un  même  plan? 

773.  Construire  une  sphère  : 

i"  De  rayon  donné,  qui  passe  par  trois  points  donnés; 
2°  De  rayon  donné,  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  un 

plan  ou  à  une  sphère  donnée; 

3°  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux 
plans  ou  à  deux  sphères  données; 

4"  De  rayon  donné,  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois  sphères  données; 

5"  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  un  plan 
et  à  une  sphère  donnés  ; 

6°  De  rayon  donné,  tangente  à  deux  plans  et  à  une  sphère  donnés; 

y°  De  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  et  à  deux  sphères  donnés. 

774.  Calculer  en  myriamètres  carrés  l'aire  de  l'une  des  deux  zones  gla- 
ciales, sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui  sert  de  base  est  à  23*'3o'du  pôle. 

773.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AIB  tel, 
que  le  rapport  de  la  calotte  spliérique  qu'il  détermine  à  Taire  latérale  du 
cône  qui  a  pour  base  le  cercle  AIB,  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère, 
soit  égal  à  m  ;  discussion. 

77G.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  l'aire  latérale  soit  équiva- 
lente à  celle  de  la  calotte  sphérique  terminée  au  même  cercle. 

777.  Si  l'on  divise  une  demi-circonférence  en  trois  parties  égales  et  si 
on  la  fait  tourner  autour  de  son  diamètre,  la  zone  engendrée  par  l'arc 
du  milieu  est  équivalente  à  la  somme  des  zones  engendrées  par  les  deux 
arcs  extrêmes. 

778.  Diviser  une  zone  en  moyenne  et  extrême  raison  par  un  plan  pa- 
rallèle à  ses  bases. 

779.  La  calotte  interceptée  par  une  sphère  fixe  sur  une  sphère  sécante 
de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  son  centre,  a  une  aire  con- 
stante. —  La  zone  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur 
une  sphère  sécante  de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  leur  centre 
commun,  a  une  aire  constante. 

780.  Placer  sur  le  cercle  générateur  d'une  sphère  l'arc  générateur 
d'une  zone  dont  on  connaît  l'arc  et  la  hauteur. 

781.  Placer  sur  une  sphère  donnée  une  calotte  sphérique  dont  l'aire 
soit  double  de  celle  engendrée  par  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

782.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel,  que  l'aire  de  la  section  soit 
égale  à  la  différence  des  deux  zones  que  ce  plan  détermine. 


LIVRE    VII.   —     LES    CORPS    RONDS.  26(). 

1K).  Un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  d'un  mètre  de  rayon  a  pour 
uvc  latérale  la  moitié  de  l'aire  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  :  calculer 
son  volume. 

78i.  L'aire  totale  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par  deux  hénii- 
îphèrosestde  /-/' mètres  carrés,  toute  section  passant  par  l'axe  a  un  péri- 
mètre de^  mètres  :  calculer  la  hauteur  et  le  rayon  de  la  partie  cylindri- 
que de  la  chaudière;  discussion. 

785.  Le  poids  d'un  décimètre  cube  de  fonte  étant  7^'*\'i,  calculer  avec 
la  plus  grande  approximation  possible  le  diamètre  d'un  bouleten  fonte  du 
poids  de  ai  kilogrammes. 

780.  Ayant  mené  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un 
triangle,  on  le  fait  tourner  autour  de  son  troisième  côté  pris  pour  axe; 
quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  du  triangle? 

787.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AIB  tel, 
que  le  rapport  du  segment  à  une  base  qu'il  détermine,  au  secteur  sphéri- 
que  ayant  pour  base  la  même  calotte  sphérique.  soit  égal  à  //?;  discussion. 

788.  On  prolonge  l'un  des  côtés  a  d'un  triangle  équilatéral  d'une  lon- 
gueur égale  à  a  et,  par  l'exlrémité  obtenue,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  ce  côté;  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  équilatéral  en  tour- 
nant autour  de  cette  perpendiculaire. 

780.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une  droite 
de  son  plan  qui  lui  est  extérieure,  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par 
la  circonférence  que  décrit  dans  le  mouvement  de  rotation  le  point  de  ren- 
contre de  ses  trois  médianes. 

790.  Étant  donnée  une  série  de  cercles  concentriques,  on  mène  dans 
ces  cercles  des  cordes  toutes  .égales  entre  elles  et  parallèles  à  un  diamètre 
commun  :  les  volumes  engendrés  par  les  segments  correspondants  en 
tournant  autour  de  ce  diamètre  sont  équivalents. 

791.  Étant  donné  sur  une  sphère  de  rayon  R  un  cercle  de  rayon  /•, 
mener  un  second  cercle  parallèle  au  premier  tel,  que  le  rapport  du  seg- 
ment compris  entre  ces  deux  cercles  au  cône  qui  a  pour  base  le  second 
cercle,  et  qui  a  pour  sommet  le  centre  du  premier,  soit  égal  à  m;  dis- 
cussion. 

792.  Les  volumes  d'un  cône  de  révolution,  d'une  sphère  et  d'un  cylindre 
de  révolution,  de  môme  hauteur,  sont  proportionnels  aux  nombres  1,2, 3. 
lorsque  le  cône  et  le  cylindre  ont  pour  bases  un  grand  cercle  delà  >phère. 

793.  L'aire  totale  ou  le  volume  du  cylindre  équilatéral  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  une  sphère  est  moyenne  proportionnelle  entre  l'aire  ou  le  vo- 
lume de  celte  sphère  et  l'aire  totale  ou  le  volume  du  cône  équilatéral  in- 
scrit ou  circonscrit. 
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79L  Calculer  en  fonction  de  leurs  côtés  les  aires  et  les  volumes  èi 
gendres  par  les  polygones  réguliers  les  plus  simples,  depuis  le  triangl< 
jusc^'-su  dodécagone,  lorsqu'ils  tournent  autour  d'un  de  leurs  côtés  pri! 
pqoir  axe.  —  Même  question,  en  prenant  pour  axe  de  rotation  une  per- 
p^ndiculaire  menée  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  du  cercle  circonscril 
qui  aboutit  à  un  sommet  du  polygone  considéré. 

795.  On  prend  un  point  B  sur  le  prolongement  du  rayon  OA  d'un  cercle 
donné,  et  l'on  mène  parce  point  au  cercle  la  tangente  BT;  chercher  pour 
quelle  position  du  point  B  les  aires  décrites  par  la  droite  BT  et  l'arc  AT, 
lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  OAB,  sont  dans  un  rapport 
donné;  discussion. 

796.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  un  demi-cercle, 
trouver  le  rapport  du  l'olume  ou  de  l'aire  qu'il  engendre,  lorsque  la  figure 
tourne  autour  du  diamètre  du  demi-cercle,  au  volume  ou  à  l'aire  de  la 
sphère  engendrée  par  ce  demi-cercle.  —  Cas  où  le  triangle  rectangle 
donné  est  isocèle. 

797.  Inscrire  ou  circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  ou  un  cy- 
lindre dont  l'aire  totale  ou  le  volume  soit  à  l'aire  ou  au  volume  de  la 
sphère  dans  un  rapport  donné;  discussion. 

798.  La  longueur  de  l'axe  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  pai 
deux  hémisphères  étant  donnée,  calculer  les  dimensions  de  la  partit 
cylindrique  de  manière  que  la  capacité  de  la  chaudière  ait  une  valeui 
donnée;  discussion. 

799.  Étant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphérique  appartenant  à  une 
sphère  de  rayon  R,  chercher  le  maximum  de  son  aire  totale. 

800.  On  donne  les  volumes  engendrés  par  un  triangle  en  tournant  suc 
cessivement  autour  de  chacun  de  ses  côtés;  calculer  les  trois  côtés  du 
triangle. 

801.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  sachant  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  du  troisième  côte 
est  égal  à  la  somme  des  volumes  quil  engendre  en  tournant  successive- 
ment autour  des  deux  côtés  donnés. 

802.  D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  lui  mène  deu?i 
tangentes  BA,  BC,  et  l'on  projette  le  point  de  contact  C  sur  le  rayon  0.\ 
en  D;  démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  Taxe  AOD, 
le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  ABC  est  équivalent  au  cône 
engendré  parle  triangle  rectangle  BAD,  etle  segment  sphérique  engendré 
par  le  triangle  mixtiligne  DAC,  équivalent  au  volume  engendré  par  le 
triangle  BCD. 

803.  On  donne  un  cône  do  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dans  ce 
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cône  ot  tanjîentcs  extériou  renient  luncà  raiilre;  le  volume  compris  entre 
le  côneet  les  deux  sphères  proposées  est  la  moitié  du  volume  compris  entre 
ce  môme  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  ses  deux  cercles  de  contact  avec 
les  sphères  données. 

80i.  Connaissant  les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  supposée  parfaitement  sphérique,  trouver,  à  l'aide  d'opéra- 
lions  exécutées  sur  un  globe,  la  distance  de  ces  deux  lieux  en  degrés. 

80?).  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  : 

1°  Un  anghî,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 
autres  côtés  ; 

2°  Un  côté,  un  angle  adjacent  el  la  somme  ou  la  diiïérence  des  deux 
autres  angles; 

3"  Deux  côtés  et  la  hauteur  correspondante  à  lun  deux  ; 

4"*  Un  angle,  un  côté  et  la  hauteur  qui  lui  correspond; 

5"  Son  aire,  un  angle  et  l'un  des  côtés  adjacents. 

80G.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  sphérique. 

807.  Transformer  un  polygone  sphérique  en  un  iriangic  sphérique  équi- 
valent. 

808.  Trouver  une  aire  plane  équivalente  à  celle  d'un  triangle  sphériijue 
donné. 

809.  Si,  dans  un  quadrilatère  sphérique,  les  côtés  opposés  sont  égaux: 
1°  les  quatre  angles  du  quadrilatère  sont  égaux,  ses  diagonales  sont  égales 
et  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales,  ses  sommets  sont  dans  un 
même  plan  et  les  cordes  correspondantes  forment  un  rectangle;  i°  l'aire 
de  ce  quadrilatère  a  pour  mesure  quatre  fois  l'excès  de  son  angle  sur  un 
droit. 

810.  Dans  un  losange  sphérique,  les  diagonales  se  coupent  à  angle 
droit. 

811.  Deux  triangles  sphériques  sont  équivalents  lorsque  leurs  triangles 
polaires  ont  même  périmètre,  et  réciproquement. 

812.  L'enveloppe  sur  une  même  sphère  des  bases  de  tous  les  triangles 
sphériques  qui  ont  un  angle  commun  et  môme  périmètre  est  un  cercle  de 
la  sphère.  —  Môme  problème  sur  le  plan. 

813.  Sur  une  môme  sphère,  le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphéri- 
ques qui  ont  même  base,  et  dont  l'.mgle  opposé  à  cette  base  est  égal  à  la 
somme  des  deux  autres,  est  un  cercle  de  la  sphère. 

81i.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  d'angles  dièdres  droits 
contenus  dans  la  somme  des  angles  dièdres,  moins  la  moitié  du  nombre 
d'angles  trièdres  trirectangles  contenus  dans  la  somme  des  angles  po- 
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lyèdres,  est  égal  à  deux  fois  le  nombre  des  faces  du  polyèdre  diminué  de 
deux. 

815.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  sup- 
plémentaires de  ceux  du  polyèdre  proposé  est  égale  à  huit  angles  trièdres 
trirectangles. 

816.  Si  de  chaque  sommet  d'un  parallélipipède  comme  centre  on  dé- 
crit des  sphères  égales,  toutes  ces  sphères  réunies  interceptent  une  por- 
tion du  volume  du  parallélipipède  égale  à  l'une  d'elles. 

817.  Si  P  est  le  pôle  d'un  arc  de  grand  cercle  DE  passant  par  les  mi- 
lieux D  et  E  des  côtés  AB  et  AG  d'un  triangle  sphérique  BAC,  l'angle  BPC 
est  le  double  de  l'angle  DPE. 

818.  Si  trois  petits  cercles  sont  inscrits  dans  un  triangle  sphérique 
dont  chaque  angle  est  égal  à  120  degrés,  de  manière  que  chacun  de  ces 
cercles  touche  à  la  fois  les  deux  autres  et  deux  côtés  du  triangle,  leur 
rayon  sphérique  est  égal  à  3o  degrés  et  leurs  centres  sont  les  sommets 
du  triangle  polaire  du  triangle  donné. 

819.  Par  un  point  donné  sur  la  surface  de  la  sphère,  mener  un  arc  de 
grand  cercle  qui  rencontre  un  arc  de  grand  cercle  donné  sous  un  angle 
donné;  discussion. 

§  VII.  —  Généralités  sur  les  surfaces. 

820.  Indiquer  le  lieu  des  points  qui  sont  :  1°  à  la  distance  a  d'une 
droite  A  et  à  la  distance  b  d'une  droite  B;  2°  à  la  distance  a  d'une  droite 
A  et  à  la  distance  p  d'un  plan  P;  3°  à  la  distance  a  d'une  droite  A  et  à  la 
distance  b  d'un  point  B. 

821.  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point  et  une  surface  conique  ou 
cylindrique  de  révolution,  trouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la 
surface. 

822.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  donné  et 
à  une  droite  donnée  passant  par  ce  point  sont  dans  un  rapport  donné. 

823.  Un  point  et  deux  droites  passant  par  ce  point  étant  donnés,  trou- 
ver le  lieu  des  points  dont  les  distances  respectives  au  point  donné  et 
aux  droites  données  sont  proportionnelles  à  irois  longueurs  données. 

824.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  ou  à  une  surface 
conique  de  révolution:  i"  par  un  point  donné  de  la  surface;  o!"  par  un 
point  extérieur  donné;  3''  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

825.  Étant  donnés  un  nombre  quelconque  de  plans  et  deux  points  A 
et  B  pris  sur  deux  d'entre  eux,  trouver  le  plus  court  chemin  qui  conduit 
du  point  A  au  point  B,  sans  sortir  des  plans  proposés.  —  Application  à 
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la  recherche  du  plus  court  chemin  entre  deux  points  sur  une  surfiice 
cyhndrique  ou  conique. 

820.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  les  plans  tangents  menés  de 
chacun  d'eux  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  donné  se  coupent  sous  un 
angle  donné. 

827.  Deux  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles  ou 
deux  cônes  ayant  même  sommet  étant  donnés,  trouver  le  lieu  des  points 
tels,  que  les  plans  tangents  menés  de  chacun  d'eux  à  l'une  des  surfac^es 
fassent  le  même  angle  que  les  plans  tangents  menés  du  même  point  à 
laulre  surface. 

828.  Construire  un  cône  ou  un  cylindre  de  révolution,  connaissant 
trois  génératrices. 

829.  Construire  un  cône  de  révolution,  connaissant:  i"  Taxe,  le  som- 
met et  le  rapport  des  distances  d'un  jioint  de  la  surface  au  sommet  et  à 
l'axe;  i°  l'axe,  le  sommet  et  un  plan  tangent  à  la  surface;  3°  le  sommet, 
un  plan  dans  lequel  se  trouve  l'axe  et  deux  plans  tangents  à  la  surface  ; 
4*  trois  pians  tangents  à  la  surface. 

830.  La  Lime  et  le  Soleil  étant  supposés  parfaitement  sphériques  et  le 
volume  du  Soleil  étant  environ  G3oooooo  de  fois  celui  de  la  Lune,  calcu- 
ler le  rapport  des  distances  des  centres  de  ces  deux  astres  à  la  Terre, 
lorsqu'ils  ont  le  môme  diamètre  apparent,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  sont  vus   /'' 
.<ous  le  même  angle.  ^ 

831.  Les  rayons  de  la  Lune,  de  la  Terre  et  du  Soleil  étant  proportion- 
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nels  aux  nombres — ?   i  et  io8,5,  trouver  le  rapport  des  distances  du 

centre  de  la  Terre  aux  centres  des  deux  autres  astres,  lorsqu'on  snp|)ose 
les  centres  de  ces  trois  globes  sur  l'axe  d'un  cône  de  révolution  qui  leur 
est  tangent;  considérer  le  cas  où  les  trois  astres  sont  tangents  à  une 
même  nappe,  et  celui  où  la  Terre  étant  située  dans  une  nappe,  les  deux 
autres  astres  sont  dans  la  nappe  opposée. 

§  \\\\.  —  Jj)p('/i(licr. 

832.  Partager  la  surface  sphérique  en  parties  égales  par  des  polygones 
égaux  et  réguliers. 

833.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  six  fois  le  volume  de  l'octaèdre 
régulier  qui  a  ses  sommets  aux  centres  des  faces  du  cube. 

834.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  octaèdre  régulier. 

835.  Trouver  l'aire  et  le  volume  d'un  polvèdre  régulier. 

II.  i8 
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830.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  trouver  l'aire  et  le  volume 
des  polyèdres  réguliers  inscrits. 

837.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  deux  sphères  don- 
nées. 

838.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données. 

839.  Si  l'on  donne  une  sphèreet  deux  points  quelconques  dans  l'espace, 
les  distances  de  ces  points  au  centre  de  la  sphère  font  proportionnelles 
aux  distances  respectives  de  chacun  d'eux  au  plan  polaire  de  l'autre. 

840.  Soient  AA,A2  un  triangle  sphérique  et  0  un  point  de  la  sphère 
correspondante.  Si  l'on  élève  sur  l'arc  de  grand  cercle  OA  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  qui  vient  rencontrer  le  côté  opposé  A,  A., 
en  B,  et  si  l'on  détermine  de  la  même  manière  B,  sur  AA.^  et  B,  sur  AA,, 
les  trois  points  B,  B,,  B,,  sont  sur  une  même  circonférence  de  grand 
cercle. 

841.  Construire  une  sphère  : 

1°  Respectivement  tangente  à  trois  droites  données  en  un  point  donné 
de  chacune  d'elles; 

•i"  Passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à  un  plan  ou  à  une 
sphère  donnée; 

3"  Passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux  plans  ou  à  deux 
sphères  données; 

4°  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois 
sphères  données; 

5°  Tangente  à  trois  plans  donnés  et  à  une  sphère  donnée; 

G"  Tangente  à  un  plan  donné  et  à  trois  sphères  données; 

7°  Tangente  à  deux  plans  donnés  ei  à  deux  sphères  données. 

842.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

843.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  coupe  trois  sphères  don- 
nées suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

844.  De  tous  les  triangles  sphériques  formés  avec  deux  côtés  donnés, 
le  triangle  d'aire  maximum  est  celui  dans  lequel  l'angle  compris  entre 
ces  côtés  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles. 

845.  De  tous  les  triangles  sphériques  isopérimètres  et  de  môme  base,- 
le  triangle  isocèle  est  un  maximum. 

846.  Deux  triangles  et  un  point  étant  donnés  dans  un  plan,  mener 
par  le  point  une  droite  telle,  que  les  volumes  engendrés  par  les  triangles 
tournant  autour  de  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné.  —  Mémo 
problème  pour  deux  cercles  donnés.  —  Même  problème  pour  trois 
lriani2:les  ou  trois  cercles  donnés. 
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SU.  Élanl  donnés  un  cercle  et  un  point  intérieur,  est-il  possible  de  le 
projeter  centralement  suivant  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection 
du  point  donné? 

8i8.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle  qui.  passant  par  chaque  sommet 
d'un  triangle  sphérique,  le  divisent  en  deux  parties  équivalentes,  se  cou- 
pent aux  deux  mêmes  points. 

8i9.  On  peut  toujours  transformer  un  jiroupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  de  rayons  égaux  ;  quel  est  le  lieu 
des  pôles  de  transformation? 

8o0.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rnpport  à  trois 
sphères  données  sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  sphères. 

831.  Peut-on,  par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  ramener 
le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  S[)hèrcs  données  au  problème 
de  la  sphère  tangente  à  une  sphère  et  à  trois  plans?  Quel  point  faut-il 
choisir  pour  pôle  de  transformation? 

852.  Étant  données  quatre  sphères  de  rayons  '',-<- p,  r^-i-p,  /-j-f-p, 
r -h  p,  trouver  le  lieu  que  décrit  leur  centre  radical  quand  on  fait  va- 
rier p.  —  Quel  est  le  problème  analogue  de  Géométrie  plane? 

853.  Par  deux  points  A  et  B  donnés  sur  la  surface  de  la  sphère,  on 
fait  passer  des  cercles  auxquels  on  mène  ensuite  des  grands  cercles  tan- 
gents par  un  point  C  pris  sur  Tare  de  grand  cercle  AB  prolongé;  quel 
est  le  lieu  des  points  de  contact? 

85i.  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  de  la  sphère,  mener  par 
ces  deux  points  un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points 
distants  d'une  longueur  donnée, 

855.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  grands  cercles  et  un  petit 
cercle  A,  mener  aux  deux  grands  cercles  un  cercle  tangent  B  tel,  que  si 
l'on  mène  ensuite  aux  deux  cercles  A  <'t  B  deux  tangentes  communes 
sphériques,  leur  angle  soit  égal  à  un  angle  donné. 

856.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  i)oints  et  un  grand  cercle, 
trouver  sur  ce  cercle  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  sphé- 
riques aux  deux  points  donnés  soit  ég^ile  à  un  arc  donné. 

857.  Étant  donnés  sur  une  sphère  un  point  et  deux  grands  cercles, 
mener  par  le  point  un  cercle  qui  coupe  les  deux  autres  sous  des  angles 
dont  la  somme  soit  donnée. 

858.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  angle 
et  un  point  par  lequel  doit  passer  le  côté  opposé  à  cet  angle. 

850.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  angle,  le  côté 
opposé  et  le  cercle  inscrit  au  triangle. 

i8. 
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8G0.  Étant  donnés  sur  un  cercle  de  la  sphère  deux  points  A  et  B, 
trouver  sur  ce  cercle  un  troisième  point  C  tel,  que  les  deux  gninds  cer- 
cles CA  et  CB  se  coupent  sous  un  angle  donné, 

8G1.  Le  cercle  variable  qui,  sur  une  sphère,  coupe  deux  cercles  fixes, 
chacun  sous  un  angle  constant,  touche  constamment  deux  autres  cercles 
fixes  de  la  même  sphère. 

862.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  soit  tangent  à  deux 
cercles  donnés  et  qui  coupe  en  deux  parties  égales  la  circonférence  d'un 
troisième  cercle  donné. 

863.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  A,  B,  C,  chacun  en  deux  points  diamétralement  opposés. 

864.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  deux  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés  et  qui  rencontre  un  troisième  cercle  donné 
en  deux  points  diamétralement  opposés. 

865.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  sous  des  angles  également  donnés. 

866.  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  un  cercle  qui  coupe 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  égaux. 

867.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  quatre  ceicles 
donnés  sous  des  angles  égaux. 

868.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  deux  points 
fixes,  touche  une  sphère  fixe  en  une  suite  de  points  formant  une  circon- 
férence de  cercle. 

869.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  trois  poinls 
fixes,  coupe  une  sphère  fixe  suivant  une  série  de  cercles  dont  les  plans 
passent  par  une  même  droite. 

870.  Quel  est,  sur  la  sphère,  l'analogue  du  théorème  de  Ménélaiis  on 
Géométrie  plane  (390)V 
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LIVRE  VIII. 

LES   COURBES    USUELLES. 


§  L  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L  ELLIPSE. 

DÉFINITION    ET    TRACÉ    DE    LA    COURBE. 

949.  Vellipse  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  somme  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de  son 
plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  [Jîg.  488),  les 
deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur  donnée  étant  re- 
présentée par  la  droite  AA',  on  a  pour  tout  point  M  de  l'ellipse 

M  F  +  MF' =  A  A'. 

D'après  cela,  pour  décrire  une  ellipse  d'un  mouvement  con- 
tinu, on  plante  sur  la  feuille  de  dessin,  en  F  et  en  F',  deux 

Fig.  488. 

A'  \ 

h — I 


T~F'"" "    "    '^"F     /    "" 


épingles  qu'on  entoure  d'un  fil  sans  fin  (c'est-à-dire  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis)  auquel  on  donne  la  longueur  totale 
PF'_^,\A'.  On  tend  constamment  ce  fil  à  l'aide  d'un  crayon 
que  l'on  fait  mouvoir  sur  le  papier  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ra- 
mené au  point  de  départ.  La  pointe  du  crayon  trace  évidem- 
ment l'ellipse  demandée  ;  car,  pour  une  position  quelconque  M 
de  cette  pointe,  on  a 

FF'  4-  MF  +  xMF'  =  FF'  -4-  AA'     ou     MF  -h  MF'  nr  AA'. 
Le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  est  surtout  applicable 
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sur  le  terrain  :  on  remplace  alors  les  épingles  par  des  piquets, 
le  fil  par  une  corde  et  le  crayon  par  un  jalon.  Nous  mention- 
nerons plus  loin  d'autres  tracés  bien  préférables  au  point  de 
vue  de  Texécution  des  épures. 

950.  Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  ray^ons  vecteurs  du  point  M.  La 
longueur  constante  AA.'  est  ordinairement  représentée  par  ia, 
la  distance  FF'  ou  distance  focale  est  représentée  par  ic. 
L'existence  du  triangle  MFF'  entraîne  alors  la  condition 
OLC  <^ia  ou  c  <Za. 

Le  raj)port  -  est  V excentricité  de  l'ellipse.  Celte  excentri- 
cité peut  varier  de  o  à  1 .  Pour  c  =  o,  elle  est  nulle,  les  foyers 
se  confondent  et  l'ellipse  devient  un  cercle  de  rayon  a.  Pour 
c=r«,  l'excentricité  est  égale  à  i,  et  l'ellipse  se  réduit  à  la 
portion  de  droite  FF'r=2«.  Entre  ces  deux  limites,  l'ellipse 
se  rapproche  d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  son  excentri- 
cité est  plus  grande. 

951.  On  peut  aussi  tracer  l'ellipse  par  points. 

En  effet,  marquons  [fig.  489)  le  milieu  0  de  la  distance  focale 

Fig.  /189. 


A'     F~  0       K.       F    A 


FF'  et,  de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons  0A  =  OA'  ^=a; 
puis,  un  point  quelconque  K  sur  AA'.  Si  des  points  F  et  F' 
comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  a  AK 
et  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  M'  appartiendront  à  l'ellipse,  puisqu'on  aura 

MF -f- MF'=  M'F  H- M'F'=  AK -h  AK  =  2«.. 

La  distance  des  centres  FF'  élant  toujours  moindre  que  ia 
somme  ia  des  rayons,  il  suffit,  pour  l'intersection  des  deux 
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circonférences,  que  celle  dislance  soil  plus  grande  que  la  dil- 
férence  des  rayons,  c'esl-à-dire  qu'on  ail 

FF'>A'K  — AK     ou     2  6->  2rf  — -lAK. 

La  condiiion  cherchée  esl  donc  AK  >  «  —  ('  ou  AK>  AF. 

D'ailleurs,  on  peul  échanger  les  centres  F  el  F'  sans  modifier 
les  rayons  employés,  de  manière  à  oblenir  pour  chaque  point  K 
quatre  points  M  el  M',  N  et  N',  de  l'ellipse.  Les  limites  des 
positions  du  point  K  sont  alors  l'un  des  foyers  F  el  le  point  0. 
Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  la  symétrie  de  l'équation 
de  condition  MFh-MF'  =  2«  par  rapport  aux  deux  rayons 
vecteurs  d'un  même  point. 

Si  le  point  K  esl  en  0,  les  points  correspondants  de  l'ellipse 
sont  en  B  el  en  B'  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
FF'  par  son  milieu.  Si  le  point  K  est  en  F,  les  deux  points 
correspondants  de  l'ellipse  sont  en  k  et  en  A'.  Le  rayon  vec- 
teur minimum  est  AF  ou  a  —  c,  le  rayon  vecteur  maximum 
esl  A' F  ou  a  -h  c. 

THÉORÈME. 

952.  L ellipse  a  :  i"  pour  axes,  la  droite  AA'  qui  passe  par 
ses  deux  foyers,  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  première;  2°  pour  centre,  l'intersection  de  ces  deux  droites. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  toute  droite  par  rapport  à  la- 
(}uelle  les  divers  points  de  celte  courbe  sont  symétriques  deux 
à  deux;  on  appelle  centre  d'une  courbe  tout  point  par  rapport 
auquel  les  divers  points  de  cette  courbe  sont  symétric^ues 
deux  à  deux  (658). 

I"  Soil  M  un  point  de  l'ellipse  (fig.  49^);  on  aura 

MF4-MF'=:2rt. 

Supposons  alors  que  le  plan  de  la  figure  fasse  une  demi-révo- 
lution autour  de  AA'.  Dans  ce  mouvement,  les  foyers  restent 
fixes,  le  point  M  vient  dans  la  position  symétrique  M,  et, 
comme  le  triangle  MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a 

M,  F-f-M.F'=r2«, 

c'esl-à-dire  que  le  point  M,  appartient  à  l'ellipse.  Donc,  à  tout 
point  M  de  l'ellipse  correspond  un  point  M,,  symétrique  de  M 
par  rapport  à  A  A'. 
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Si  le  plan  de  la  figure  fait  de  même  une  demi-révolulion  au- 
tour de  BB',  les  foyers  ne  font  que  s'échanger,  le  point  M  vient 
dans  la  position  symétrique  M,  et,  comme  le  triangle  MFF'  ne 
se  déforme  pas,  on  a  encore 

ce  qui  montre  qu'à  tout  point  M  de  l'ellipse  correspond  un 
autre  point  M2  de  la  courbe,  symétrique  de  M  par  rapport 
à  BB'. 


Fig.  490. 


Fig.  .^91 
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Fig.  /i92. 
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1°  L'autre  partie  de  la  proposition  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  ce  théorème  plus  général  :  Quand  une  courbe  possède 
deux  axes  rectangulaires  xx'  et  yy\  leur  intersection  0  est 
un  centre  de  la  courbe  [Jig.  490* 

Soient  M  un  point  de  la  courbe.  M'  son  symétrique  par  rap- 
port au  point  0,  et  N  l'intersection  des  parallèles  menées  res- 
pectivement aux  deux  axes  par  les  points  M  et  M'.  L'égalité 
des  triangles  rectangles  MOP,  OM'P',  donne 

MP  r=  OP' =  PN     et    M'P'=OP  =  P'N. 

Le  point  N  est  donc  à  la  fois  symétrique  de  M  par  rapport 
à  xx'  et  symétrique  de  M'  par  rapport  à  yy' .  Or,  le  point  N 
étant  sur  la  courbe  comme  symétrique  de  M,  le  point  M'  en 
fait  aussi  partie  comme  symétrique  de  N.  Donc,  à  tout  point  M 
de  la  courbe,  correspond  un  point  M'  symétrique  de  M  par 
rapport  à  0. 

11  résulte  de  là  que  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  est 
un  centre  de  Tellipse. 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement  comme  il  suit 

Soient  M  un  point  de  l'ellipse  et  M'  son  symétrique  par  rap- 
port à  0;  menons  les  rayons  vecteurs  de  ces  points.  Les  dia- 
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5onales  MM'  et  FF'  se  coupant  muluellcmenl  en  parties  égales, 
le  quadrilatère  MFM'F'  est  un  parallélogramme,  et  le  point  M' 
ipparlient  à  l'ellipse  en  vertu  de  l'égalité  des  deux  contours 
FMF'  et  FM' F'. 

Corollaires. 

953.  On  appelle  longueurs  ûesdiXGS  de  l'ellipse  les  longueurs 
\A'  et  BB'  interceptées  sur  ces  axes  par  la  courbe  [Jig.^Sg). 
La  longueur  du  premier  axe  AA'  est  donc  (951)  égale  à  2a, 
a  longueur  du  second  BB'  est  représentée  par  ib. 

La  perpendiculaire  BO  {Jig.  489)  étant  moindre  que  l'oblique 

BF  =  a,  on  a 

b<a. 

HA'  est  dit  alors  le  grand  axe  et  BB'  le  petit  axe  de  l'ellipse. 

Les  extrémités  A  et  A',  B  et  B',  des  deux  axes  sont  appelées 
les  sommets  de  la  courbe. 

Le  triangle  rectangle  BOF  (/g.  489)  donne  a^=b^-k-  c',  re- 
lation qui  permet  de  déterminer  l'une  des  trois  quantités  «, 
b,  c,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 

954.  Quand  on  donne  les  longueurs  a  et  6,  il  est  facile  de 
déterminer  graphiquement  les  foyers.  On  n'a  qu'à  décrire  de 
l'extrémité  B  du  petit  axe  comme  centre  [Jig.  489),  avec  un 
rayon  égal  à  a,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  grand  axe  aux 
deux  foyers  F  et  F'. 

THÉORÈME. 

955.  Suivant  quun  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  V el- 
lipse, la  somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
ou  plus  grande  que  ia. 

Fig.  /jgii. 


F-"' 


Soit  d'abord  [fig.  493)  un  point  N  intérieur  à  Tellipse.  Joi- 
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gnons  ce  point  aux  deux  foyers,  prolongeons  F'N  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  en  M,  et  menons  MF.  Un  théorème 
connu  donne  immédiatement 

NF  -t-  NF'  <  MF  -f-  MF'     ou     NF  +  NF'  <  2  a. 

Soit  de  même  un  point  X'  extérieur  à  l'ellipse.  Joignons  ce 
point  aux  deux  foyers;  N'F'  coupant  la  courbe  au  point  M, 
menons  MF.  En  s'appuyant  sur  le  même  théorème,  on  aura  ici 

N'F-hN'F'>MF-i-MF'     ou     NT -f- NF' >  2a. 

Corollaire. 

956.  Le  théorème  précédent,  rapproché  de  la  définition  de 
l'ellipse,  fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un 
point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  par  rapport  à  cette 
courbe  supposée  non  tracée.  Suivant  que  la  somme  des  dis- 
tances d'un  point  aux  deux  foyers  est  supérieure,  égale  ou 
inférieure  à  ia,  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe 
ou  dans  son  intérieur. 

THÉORÈME. 

957.  La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteurs  du  point  de  contact,  extérieurement  à  leur 
angle.  * 

Prenons  sur  l'ellipse  {fig.  494)  deux  points  voisins  M  et  M'; 
menons  la  sécante  MM'S  et  les  rayons  vecteurs  des  deux  points 
M  et  M'.  Portons  sur  F' M  une  longueur  F'D  =  F'M'  et  sur  FM 
une  longueur  FC  =  FM'.  Le  segment  MD  représente  alors  l'aug- 
mentaiion  que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F'  quand 
on  passe  du  point  M  au  point  M' ,  et  MC  la  diminution  que  subit 
le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  quand  on  passe  du  même 
point  M  au  même  point  M';  comme  la  somme  des  rayons  vec- 
teurs d'un  point  de  l'ellipse  reste  constante,  MD  est  égal  à  MC. 

Cela  posé,  d'un  point  quelconque  G  de  la  sécante  MM'S, 
menons  aux  droites  M'D  et  M'C  des  parallèles  Gl  et  GH  jus- 
qu'à la  rencontre  des  rayons  vecteurs  du  point  M.  Le  quadri- 
latère GHMI  étant  semblable  au  quadrilatère  M'CMD  (zl3), 
l'égalité  de  MD  et  de  MC  entraîne  celle  de  MI  et  de  MH. 

Les  droites  GH  et  GI,  étant  parallèles  aux  bases  M'C  et  M'D 
des  triangles  isocèles  CFM',  DF'M',  sont  perpendiculaires  aux 
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bissectrices  de  leurs  angles  au  sommet.  Mais  à  mesure  que  le 
point  mobile  M'  se  rapproche  du  point  fixe  M,  la  sécante  MM'S 
se  rapproche  de  la  tangente  au  point  M.  Les  bissectrices  des 
angles  CFM',  DF'M',  ayant  alors  pour  limites  les  rayons  vec- 
teurs FM,  F' M,  du  point  M,  les  droites  GH  et  Gl  ont  elles- 
mêmes  pour  limites  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  G 
sur  ces  rayons  vecteurs.  D'ailleurs,  pendant  ce  mouvement, 
Mil  varie  en  restant  toujours  égal  à  MI. 


f   I 


La  tangente  Mï  au  point  M  {Jig.  49^)  doit  donc  être  telle, 
que  si,  d'un  point  quelconque  G  de  cette  droite,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  Gll  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  MF  el 
MF'  du  point  M,  on  ait  MH  =  ML  Les  triangles  rectangles 
MGH,  MGI,  sont  alors  égaux,  et  il  en  est  de  même  des  angles 
GMH,  GMI.  La  tangente  à  Vellipse  est  donc  Ûissectïice  de 
V angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  du  point  de  con- 
tact et  le  prolongement  de  Vautre  rayon. 

L'angle  F'MT,  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'angle  GMI, 
les  deux  angles  GMH  ou  FMT  et  F'MT,  sont  égaux,  ce  qui  vé- 
rifie le  premier  énoncé  du  théorème. 

Corollaires. 

958.  La  tangente  à  Vellipse  n'a  qu'un  point  commun  ui'ec 
la  courbe. 

Abaissons  du  foyer  F  {fig./[g6)  sur  la  tangente  MT  au 
point  M,  une  perpendiculaire  FK  qui  vient  rencontrer  en  o 
le  prolongement  de  F' M.  La  tangente  étant  bissectrice  de 
l'angle  FM 9,  l'égalité  des  triangles  rectangles  FMK,  oMK, 
donne  FK  =  oK,  c'est-à-dire  que  le  point  9  est  le  symétrique 
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du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  MT.  L'égalité  des  mêmes 
triangles  donne  MF  —  Mo,  et,  par  suite,  , 

F'ozzrMF-4-MF'r=r2«.  ■     1 

Cela  posé,  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 

Fig.  /196. 


X 


de  Fcp,  un  point  quelconque  T,  de  cette  droite  est  équidistant 
de  F  et  de  9r  On  a  donc,  d'après  le  triangle  F'ï.cp, 

ï,  F  -h  T.  F^  ^  T,  9  -  T,  F'     ou     ï,  F  -h  T,  F'  >  F'9  =  9.a. 

Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M,  sont  donc 
extérieurs  à  l'ellipse  (956). 

959.  La  tangente  en  un  point  d'une  courbe  peut  couper  la 
courbe  en  d'autres  points;  mais  elle  a  nécessairement  (111) 
avec  la  courbe,  au  moins  un  point  commun  de  moins  que  les 
droites  qui  en  ont  le  plus.  De  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
il  résulte  donc  qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  l'ellipse  en 
plus  de  deux  points,  c'est-à-dire  que  l'ellipse  est  une  courbe 
convexe. 

9C0.  Si  l'on  mène  au  point  M  [fig.  495)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  F'MN,  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale 
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(iV ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vec- 
teurs (lu  point  de  contact. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'ellipse  se  confond  avec  l'axe 
correspondant  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 
de  sorte  que  la  courbe  est  inscrite  dans  le  rectangle  construit 
sur  ses  axes. 

Les  rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse,  la  normale  et 
la  tangente  en  ce  point,  déterminent  sur  une  sécante  quel- 
conque quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (193). 

SCOLIE. 

96i.  Les  propriétés  précédentes  justifient  la  dénomination 
de  foy^er.  L'angle  d'incidence  et  l'angle  de  réflexion  étant 
égaux  d'après  une  loi  physique,  les  rayons  lumineux,  sonores 
ou  calorifiques,  qui  parlent  de  l'un  des  foyers  F  d'une  ellipse, 
viennent,  après  leur  réflexion  sur  la  courbe,  converger  à  l'autre 
foyer  F'. 

THÉORÈME. 

962.  Le  lien  des  points  symétriques  o  de  Vun  des  foy^ers  F 
de  V  ellipse  y  par  rapport  aux  tangentes,  est  un  cercle  décrit  de 
l'autre  foyer  F'  comme  centre,  avec  la  longueur  o.a  du  grand 
axe  pour  rayon  [fig.  49^)- 

Le  premier  alinéa  du  n"  958  renferme  la  démonstration  de 
ce  théorème. 

On  donne  au  cercle  F' 9  le  nom  de  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F'.  L'ellipse  a  deux  cercles  directeurs  corres[)ondanl 
à  ses  deux  foyers. 

SCOLIE. 

963.  Le  lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  de  centre  F' 
et  d'un  point  F  intérieur  à  ce  cercle,  est  une  ellipse  dont  les 
points  F  et  ¥'  sont  les  foyers  et  qui  a  pour  cercle  directeur 
relatif  au  foyer  ¥'  le  cercle  donné  {fig.  49^  )• 

En  effet,  soit  M  un  point  du  lieu.  En  le  joignant  aux  deux 
points  F  et  F'  et  en  prolongeant  F' M  jusqu'à  sa  rencontre  9 
avec  la  circonférence  donnée,  on  a  par  hypothèse 

M9r=zMF,     d'où     MF  +  MF':rF'9. 

Pour  construire  le  lieu,  il  suffit  évidemment  de  joindre  le 
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point  F  à  un  point  quelconque  o  de  la  circonférence  donnée, 
et  d'élever  une  perpendiculaire  TT,  sur  le  milieu  K  de  la 
droite  F9;  cette  perpendiculaire  coupe  le  rayon  F'o  en  un 
point  M  du  lieu,  et  elle  est  la  tangente  en  ce  point  (957). 

Le  cercle  directeur  d'une  ellipse  peut  donc  servir  à  tracer 
la  courbe  par  points,  lorsqu'on  connaît  ses  foyers  et  son  grand 
axe.  Ce  nouveau  procédé  est  plus  long  que  celui  indiqué  au 
n"  951  ;  mais  il  a  le  grand  avantage  de  donner  en  même  temps 
la  tangente  en  chaque  point  déterminé.  On  peut  résumer  cette 
construction  comme  il  suit  :  Si  d'un  point  F  pris  à  l'intérieur 
d'un  cercle  F'cp,  on  mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa 
circonférence ,  les  perpendiculcdres  élevées  à  ces  droites  par 
leurs  milieux  touchent  ou  enveloppent  une  ellipse,  qui  a  pour 
foyers  les  points  F  et  F'  et  pour  grand  axe  le  rayon  F'cp. 

THÉORÈME. 

964.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses 
tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre. 
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Soient  [fig-  497  )  F  et  F'  les  deux  foyers,  K  la  projection  du 
foyer  F  sur  une  tangente  quelconque  TT,,  et  o  le  symétrique 
de  F  par  rapport  à  cette  tangente.  Le  côté  F'(p  du  triangle 
FF'cp  étant  égal  à  ^«(962),  la  droite  OK  qui  joint  les  milieux 
des  deux  autres  côtés  est  égale  à  a.  Le  point  K  appartient 
donc  à  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre. ' 

Réciproquement,  tout  point  K  de  cette  circonférence  est  la 
projection  de  l'un  des  foyers  F  sur  une  tangente.  Car,  si  l'on 
prolonge  FK  d'une  quantité  Kcp  rr:Fli,  on  aura  évidemment 

F'9=c20K=i2rt. 
Par  suite,  le  point  9  appartient  au  cercle  directeur  relatif  au 
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foyer  F',  et  la  perpendiculaire  élevée  surFo  par  son  niilieu  k 
est  (963)  une  tangente  à  l'ellipse. 

r.e  cercle  OR  est  dit  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

SCOLIE. 

965.  Si  le  sommet  cVuné  équerre  décrit  le  cercle  piincipal 
d'une  ellipse,  pendant  que  Vun  de  ses  côtés  passe  constam- 
ment  par  un  foyer  de  la  courbe,  Vautre  côté  de  l' équerre  lui 
reste  toujours  tang;ent.  C'est  là  un  nouveau  moyen  (963)  d'ob- 
tenir l'ellipse  comme  enveloppe  de  ses  tangentes. 

PROBLÈME. 

966.  Mener  une  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  donné, 

1"  ^S7  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe,  on  le  joint  aux 
deux  foyers  (/g-.  495),  et  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle 
FxMI  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolonge- 
ment MI  de  l'autre  rayon  MF'  (957). 

5.°  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  V ellipse  {fig.  ^ijS], 
on  remarque  que  la  question  serait  résolue,  si  l'on  connaissait 
le  symétrique  o  de  l'un  des  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente 
cherchée;  car  on  aurait  dès  lors  cette  tangente  en  abaissant 
4e  P  une  perpendiculaire  TT,  sur  Fo  :  la  droite  TT,  couperait 
d'ailleurs  F'o  au  point  de  contact  M  (963).  Or,  le  point  ©  se 

F'g-  498.  Fig.  /,9(). 
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trouve  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'.(96^) 
et  sur  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PF. 
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Ces  deux  cercles  se  coupent  toujours  quand  le  point  P  est 
extérieur  à  l'ellipse.  En  effet,  PF'  étant  la  distance  des  centres, 
PF  et  ia  les  deux  rayons,  le  triangle  PFF'  donne 

PF'<  PF  -f-  FF'     et,  à  fortiori,     PF'  <  PF  +  o.a. 

Le  point  P  étant  extérieur  à  la  courbe,  on  peut  avoir  PF  >> 
ou  <<  ia.  Si  PF  est  moindre  que  iciy  on  a 

PF-f-PF'>2«,     d'où     PF'>2«-PF. 

Si  PF  est  plus  grand  que  ia,  le  triangle  PFF'  permet  de  poser 

PF'  >  PF  -  FF'     et,  à  fortiori ,     PF'  >  PF  -  2 a. 

Ainsi,  la  construction  précédente  réussit  toujours  quand  le 
point  P  est  extérieur  à  la  courbe;  et  comme  les  circonférences 
tracées  se  coupent  en  deux  points  o  et  o,,  il  y  a  deux  solu- 
tions. 

Corollaires. 

967.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  l'ellipse  soient  à  angle  droit. 

Si  les  deux  tangentes  TT,,  T'T',,  menées  du  point  P,  sont  à 
angle  droit  [fig-  499)»  comme  elles  sont  respectivement  per- 
pendiculaires sur  le  milieu  des  droites  F9,  F©,,  l'angle  cpFcp, 
de  ces  deux  droites  doit  être  lui-même  un  angle  droit.  Cet 
angle  étant  inscrit  dans  la  circonférence  PF  dont  le  centre 
est  P,  la  droite  99,  est  un  diamètre  de  cette  circonférence,  et 
P  est  le  milieu  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  des  points  P  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  dans  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F', 
par  un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  fixe  F.  Or 
si  l'on  joint  le  point  P  aux  foyers  F  et  F',  on  a  P9  =  PF,  et  le 
triangle  rectangle  F'Po  donne  alors 


PF'    -+-Pcp    rz=:PF'    +PF    :=rF'(p    ==  4  r7  . 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  F 
et  F'  étant  constante,  le  lieu  cherché  est  une  circonférence 
de  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  qui  a  pour  rayon  la  mé- 
diane OP  du  triangle  PFF'  (232).  Comme  les  sommets  du  rec- 
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langle  construit  sur  les  axes  et  circonscrit  à  l'ellipse  (9G0) 
font  nécessairement  partie  du  lieu,  le  rayon  OP  est  égal  à  la 
demi-diagonale  de  ce  rectangle,  c'est-à-dire  à  yV  h-  IP. 

968.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  V ellipse  par  un  point 
extérieur  l^,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  vont 
du  point  P  aux  deux  foy^ers ;  la  droite  qui  va  du  point  P  à 
l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact  ]M 
p/M'(/^.5oo). 

Fig.  5oo. 


Menons  les  deux  cercles  directeurs  de  l'ellipse.  9  étant  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  PM  et  o'  le  symé- 
trique de  F'  par  rapport  à  la  tangente  PM',  les  deux  triangles 
PFo'  et  PF'9  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun.  Les  angles  FPcp'  et  F'P9  sont  donc  égaux. 
Si  l'on  enlève  la  partie  commune  FPF',  les  restes  FP9,  F'P9', 
sont  égaux,  ainsi  que  leurs  moitiés  MPF,  M'PF'. 

En  second  lieu,  l'égalité  des  triangles  PFo',PF'9,  entraîne 
celle  des  angles  PFo',  P9F'.  Mais  les  deux  triangles  PM9, 
PMF,  étant  égaux,  l'angle  P9F'  est  aussi  égal  à  l'angle  PFM, 
et  la  droite  PF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFM'. 

PROBLÈME. 

969.  Mener  à  l'ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  symétrique  9  de  l'un 
des  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point 
esta  l'intersection  du  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  (962) 
et  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  F  sur  la  droite  dcui- 

II.  ,9 
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née  DW  {Jig.  5oi).  Celte  perpendiculaire  coupe  toujours  le 
cercle  F'  en  deux  points  9  et  9,,  puisque  le  point  F  est  inté- 
rieur à  ce  cercle.  Les  perpendiculaires  Tï,  et  T'T,  élevées 
aux  droites  F9  et  F9,  par  leurs  milieux  sont  les  tangentes  de- 
mandées, et  leurs  points  de  contact  M  et  M'  sont  à  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  rayons  F' 9  et  F' 9,  (963). 

Fig.  5oi.  Fig.  5o2. 


Corollaires. 

970.  Les  deux  points  de  contact  M  et  W  des  deux  tangentes 
parallèles  TT,,  T'l\,  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  0 
de  V ellipse. 

En  effet,  les  triangles  FM9,  FM'9,,  9F'9,,  sont  des  triangles 
isocèles  ayant  tous  un  angle  égal  à  la  base;  ils  sont  dès  lors 
semblables  et  ont  leurs  côtés  parallèles.  La  figure  MFM'F'  étant 
un  parallélogramme,  la  diagonale  MM'  passe  par  le  milieu  0 
de  la  diagonale  FF'  et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales. 

Inversement,  les  tangentes  menées  à  l'ellipse  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  sont  parallèles.  Car  le  qua- 
drilatère MFM'F'  étant  dans  ce  cas  un  parallélogramme,  puis- 
que ses  diagonales  se  coupent  en  parties  égales,  les  angles  FM9, 
FM'9,  ^^^  leurs  côtés  parallèles  et  sont  égaux.  11  en  est  donc 
de  même  de  leurs  moitiés  (957)  FMT,  9,M'T',  ce  qui  entraîne 
le  parallélisme  des  tangentes  MT,  M'T',  aux  points  M  et  M'. 
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OTl.  La  propriété  précédenle  appartienl  d'ailleurs  à  loutos 
les  courbes  à  centre.  Dans  toute  courbe  à  centre,  les  tan- 
gentes en  deux  points  M  et  M',  symétriques  par  rapport  au 
centre  0,  sont  parallèles  etj  par  suite,  équidistantes  du  centre. 

En  effet,  si  N  {Jig.  Sot.)  est  un  point  de  la  courbe  voisin 
de  M,  et  N'  son  symétrique  par  rapport  à  0,  l'égalité  dos 
triangles  MON,  M' ON',  prouve  le  parallélisme  des  cordes  ou 
sécantes  MN,  M'N',  et  leur  égale  distance  au  centre.  Quand  N 
tend  vers  M,  N'  tend  vers  M'.  Les  deux  sécantes  tournent 
donc  à  la  fois  autour  des  points  M  et  M',  de  manière  à  devenir 
ensemble  tangentes,  en  restant  toujours  parallèles  et  équi- 
distantes du  centre. 

97*2.  Les  points  K  et  K'  {Jig.  5oi)  appartiennent  au  cercle 
principal  de  l'ellipse  (964-).  Les  deux  segments  FK,  FK',  étant 
alors  ceux  d'une  corde  quelconque  de  ce  cercle  passant  par  le 
foyer  F,  leur  produit  est  constant.  On  peut  donc  dire  que  le 
produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant.  Si  l'on  mène  par  le  foyer  F'  la  corde  LL'  du  cercle 
principal  qui  est  parallèle  à  KK',  on  a  évidemment  FK'=  F'L. 
On  peut  donc  dire  aussi  que  le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  à  une  même  tangente  est  constant.  Si  l'on  veut  con- 
naître cette  constante,  il  suffit  de  considérer  la  tangente  à 
l'une  des  extrémités  du  petit  axe,  et  l'on  obiient  immédiate- 
ment le  carré  du  demi-petit  axe  ou  6^  pour  sa  valeur. 

SCOLIE. 

973.  Les  constructions  des  n°*  966  et  969  n'exigent  pas  que 
la  courbe  soit  tracée;  il  faut  seulement  qu'elle  soit  définie  par 
ses  deux  foyers  et  la  longueur  du  grand  axe. 

PROBLÈME. 

974.  Étant  donnés  les  foyers  F  et  F'  et  le  grand  axe  AA' 
d'une  ellipse,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
droite  DD' {Jig.  5o3). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  déterminons  le  symétri- 
que 9  du  foyer  F  par  rapport  à  DD'.M  étant  l'un  des  points  de 
rencontre  de  la  droite  DD'  avec  l'ellipse,  on  aura  M^^MF. 
Prolongeons  F'xM  d'une  longueur  MG  =  MF;  F'G  sera  égal 

•9- 
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à  AA',  et  le  point  G  appartiendra  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme  centre  avec  MF 
pour  rayon  passe  donc  par  les  deux  points  F  et  9  et  est  tan- 
gent au  cercle  directeur  F'G.  La  question  est  ainsi  ramenée  à 
trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  F  et  9  et  langent  à  un  cercle  donné  F'G.  Nous  avons 
résolu  ce  problème  (2G2,  2"). 

Fig.  5o3. 


A'  i 


Comme  le  foyer  F  est  intérieur  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F',  il  y  aura  évidemment  deux  solutions,  une  seule  ou 
zéro,  suivant  que  le  point  9  sera  lui-même  intérieur,  commun 
ou  extérieur  au  cercle  directeur  F'G.  La  droite  DD'  sera  donc 
sécante,  tangente  ou  extérieure  à  l'ellipse,  dans  les  mêmes 
conditions. 

Corollaire. 
975.   Une  droite  ne  pouvant  rencontrer  une  ellipse  en  plus 
de  deux  points,  l'ellipse  est  une  courbe  convexe  (959). 

§  II.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'HYPERBOLE. 


97(5.  U hyperbole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  diffé- 
rence des  dislances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes  de  son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante. 
Ainsi  {fig*  5o4},  les  deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  lon- 
gueur donnée  étant  représentée  par  la  droite  AA',  on  aura  pour 
tout  point  M  de  l'hyperbole 

MF  — MF'  =  d=AA'/ 
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suivant  que  le  point  considéré  sera  plus  éloigné  du  point  F  ou 
du  point  F'. 

D'après  cela,  pour  décrire  un  arc  d'hyperbole  d'un  mouve- 
ment continu,  on  prend  une  règle  F'K  dont  on  fixe  Tune  des 
extrémités  au  point  Y'  (fig.  5o^),  de  manière  qu'elle  puisse 


seulement  tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil,  dont  la  longueur 
est  moindre  que  celle  de  la  règle  de  la  constante  AA',  est  fixé 
par  l'une  de  ses  extrémités  au  pointFet,  par  l'autre,  au  point  K. 
Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil  le  long  de  la  règle  à  l'aide 
d'un  crayon,  en  faisant  tourner  la  règle  autour  de  F',  la  pointe 
du  crayon  trace  un  arc  de  l'hyperbole  demandée;  car,  pour 
une  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a  (dans  le  cas 
de  la  figure) 

MF' -  MF  r=  (MF'H-  MK)  -  (MF  h-  MK)  =  AA'. 

En  prenant  pour  centre  de  rotation  de  la  règle  le  point  F,  et 
en  attachant  la  seconde  extrémité  du  fil  au  point  F',  on  ob- 
tient la  seconde  partie  de  la  courbe.  Quand  la  règle  est  au- 
dessus  de  FF',  le  fil  doit  être  tendu  contre  son  aréle  infé- 
rieure; c'est  l'inverse,  quand  la  règle  est  au-dessous  de  FF'. 

On  voit  que  l'hyperbole  est  formée  de  deux  parties  qui  ne 
peuvent  avoir  aucun  point  commun,  puisqu'on  a  toujours, 
pour  la  partie  de  droite  de  la  figure,  MF'>>MF,  et  pour  celle 
de  gauche,  MF>'MF'.  Chaque  partie  est  d'ailleurs  composée 
de  deux  branches  qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FF';  rien  ne  limite  en  effet  l'éloigne- 
ment  des  points  obtenus  sur  la  courbe,  que  la  longueur  même 
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de  la  règle  et  du  fil  employés.  L'hyperbole  est  donc  une 
courbe  à  branches  infinies^  aussi  bien  dans  le  sens  FF'  que 
dans  le  sens  perpendiculaire. 

977.  Les  points  F  et  F'  sont  \qs  foyers  de  l'hyperbole,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  lon- 
gueur AÂ.'  est  ordinairement  représentée  par  ia.  La  dis- 
tance FF'  se  nomme  distance  focale  et  on  la  représente  par  i  c. 
L'existence  du  triangle  MFF'  entraîne  la  condition  ic^ia 
ou  c  >  a. 

c 
Le  rapport  -  est  Vexcentricité  de  l'hyperbole.  Cette  excen- 
tricité peut  varier  de  i  à  co  .  Pour  c  =z  a,  elle  est  égale  à  i,  et 
l'hyperbole  se  réduit  aux  deux  portions  de  la  droite  FF'  qui 
sontséparées  par  la  distance  FF';  pour  «  =  o,  elle  est  infinie, 
et  l'hyperbole  se  réduit  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  mi- 
lieu de  FF'.  Entre  ces  deux  limites,  l'hyperbole  se  rapproche 
d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  l'excentricité  est  plus  petite. 

978.  On  peut  aussi  tracer  l'hyperbole /^«r;?o/Ai/5  [ji^.  5o5) 

Fiîf,  5o.). 


N/ 


A     F 


^M' 


Fin  effet,  marquons  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  et' 
de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  =:  0A'=  a,  puis  un 
point  K  quelconque  sur  le  prolongement  de  OA.  Si  des 
points  F  et  F'  comme  centres,  avec  des  rayons  respective- 
ment égaux  à  AK  et  à  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle, 
leurs  points  d'intersection  M  et  M'  appartiendront  à  l'hyper- 
bole, car  on  aura 

MF'-  MF  =:.  MF'-  M'F  =  A'K  —  AK  =  ia. 
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L'i  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  plus  grande  que 
la  différence  ia  des  rayons,  il  suffit,  pour  rintcrsociion  dos 
deux  circonférences,  que  cette  dislance  soit  moindre  que  la 
somme  des  rayons,  c'est-à-dire  qu'on  ail 

FF'<AK-f-A'K     ou     26<2AK-i-2«. 

La  condition  cherchée  est  donc 

AK>6  -  a     ou     AK>  AF. 

Comme  on  peut  échanger  les  centres  sans  modifier  les 
rayons,  chaque  point  K  permet  d'obtenir  quatre  points  M 
et  M',  N  et  N'  de  l'hyperbole.  Le  point  K  doit  seulement  être 
au  delà  du  point  F,  sans  que  rien  limite  sa  position  à  droite  de 
ce  point.  Ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  d'ailleurs  de  la 
symétrie  de  l'équation  de  condition  MF'— MF— ±:2«,  par 
rapport  aux  deux  rayons  vecteurs. 

Si  le  point  K  est  en  F,  les  points  correspondants  deM'hyper- 
bole  sont  les  points  A  et  A'.  Le  rayon  vecteur  minimum  est 
c  —  a\  il  n'y  a  pas  de  rayon  vecteur  maximum,  puisque  les 
rayons  vecteurs  d'un  point  de  la  courbe  peuvent  croître  jus- 
qu'à l'infini. 

THÉORÈME. 

979.  L hyperbole  a:  i"  pour  axes^  la  droite  AA'  qui  passe 
par  ses  deux  foyers,  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  première;  tP  pour  centre,  V intersection  0  de  ces  deux 
droites  [fig.  5o5  ). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (952),  en  considé- 
rant la  différence  des  rayons  vecteurs  au  lieu  de  leur  somme. 

Corollaire. 

980.  Des  deux  axes  AA'  et  BB'  le  premier  seul  rencontre 
la  courbe.  L'axe  AA'  est  dit  l'axe  tratisverse  de  l'hyperbole, 
l'axe  BB'  est  dit  son  axe  non  transverse.  Les  extrémités  A  et  A' 
de  l'axe  transverse  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

981.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'hy- 
perbole, la  différence  de  ses  distances  aux  deux  fojers  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  [fig.  5o6j. 
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Le  point  N  élanl  intérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers.  NF' 
coupant  au  point  M  la  branche  de  courbe  qui  correspond  au 


Fig.  5o6. 


foyer  F,  on  a 

NF  <  MN  +  MF,     d'où     NF'  -  NF  >  NF'  -  MN  —  MF, 

c'est-à-dire 

NF'-NF>MF'     ou     ia. 

Le  point  N'  étant  extérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers. 
F'N'  prolongé  coupant  au  point  M  la  branche  de  courbe  qui 
correspond  au  foyer  F,  on  a 

N'F  -f-  MN'  >  MF,     d'où     MF'-  N'F  -  MN'<  MF  -  MF, 

c'est-à-dire 

N'F-N'F<2a. 

Corollaire. 

982.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point  quel- 
conque de  son  plan  par  rapport  à  l'hyperbole  supposée  non 
tracée.  Suivant  que  la  différence  des  distances  du  point  con- 
sidéré aux  deux  foyers  est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à 
ia,  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe  ou  dans  son 
intérieur. 

THÉORÈME. 

983.  La  tangente  à  l'hyperbole  est  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  parles  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  [fig-  507,  5o8  ). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (057),  en  remar- 
quant que  dans  l'ellipse  les  rayons  vecteurs  d'un  môme  point 


[ 
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varieni  en  sens  contraires,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils  va- 
rient dans  le  même  sens. 


984.  Réciproquemem,   la  courbe  dont  la  tangente  fait  des 

angles  égaux,    extérieurement   ou   intérieurement,    avec   les 

rayons  vecteun  menés  du  point  de  contact  à  deux  points  fixes, 

est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  ces  points  fixes  sont  les 

foyers, 

Fiç,  507. 


( 


En  effet,  si  l'on  abaisse  d'un  point  G  de  la  tangente  MT 
[fig.  507)  des  perpendiculaires  GH  et  Gl  sur  les  ravons  vec- 
teurs du  point  M,  les  triangles  rectangles  ainsi  formés  seront 
égaux,  puisque  la  tangente  est  par  hypothèse  la  bissectrice  de 
l'angle  HMl;  on  aura  donc  MH  =  Ml. 

Considérons    maintenant    la   sécante   MM'S  (/g.  5o8)    qui 

Fig.  5o8. 


coupe  la  courbe  en  M  et  en  M',  et  portons  les  rayons  vecteurs 
du  point  M'  sur  ceux  du  point  M  en  FC  et  en  F'D.  Si  l'on  mène 
alors,  d'un  point  G  quelconque  de  la  sécante,  les  parallèles  GH 
et  GI  à  M'C  et  à  M'I),  les  quadrilatères  M'CMl),  GlIMl,  seront 
semblables,  et  l'on  aura  constamment 


MC 
MD 


>1H 
Ml 


Mais  à  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  en  M,  la  sécante 
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MM'S  est  remplacée  par  la  tangente  MT,  et  l'on  a  MH  =  MI. 

Donc,  la  limite  du  rapport  -rrjr  est  aussi  1  unité. 

Or,  si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  en  sens  contraires, 
MD  étant  la  diminution  du  premier,  MC  est  l'augmentation 
égale  du  second,  et  la  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la 
somme  des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con- 
stante. Si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  dans  le  même  sens, 
MD  étant  l'augmentation  de  l'un,  MC  est  l'augmentation  égale 
de  l'autre,  et  la  courbe  est  une  hyperbole,  puisque  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con- 
stante. 

Corollaires. 

985.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M, 
sont  extérieurs  à  l'hyperbole  qui  est,  par  suite,  une  courbe 
convexe. 

Même  démonstration  quer  pour  l'ellipse  (958),  en  rempla- 
çant la  somme  des  rayons  vecteurs  par  leur  différence. 

.  986.  Si  l'on  mène  au  point  M  [fig-  509)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  angles  FMN,  LMN,  sont  égaux 

Fig.  509. 

T(/, 


>: 


M 
,K 


comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale  à  l'hy- 
perbole est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons 
vecteurs  du  point  de  contact  et  le  prolongement  de  l'autre 
rayon. 
La  normale  en  un  sommet  de  l'hyperbole  se  confond  avec 
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|xe  iransverse,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 
■La  tangente,  la  normale  et  les  rayons  vecteurs  menés  en  un 

^me  point  de  la  courbe  rencontrent  une  sécante  quelconque 
quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (193). 

Si  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les  mêmes  foyers  ou 
|nt  confocales,  elles  se  coupent  à  angle  droit;  car,  en  l'un 

lelconque  des  points  d'intersection,  la  tangente  de  l'une  est 

normale  de  l'autre  (957,  960). 

987.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  rayons  lumineux,  so- 
ires  ou  calorifiques,  qui  partent  de  l'un  des  foyers  F,  s'éloi- 
»enl  de  plus  en  plus  de  l'autre  foyer  F'  après  leur  réflexion 
la  courbe  ;  mais  toutes  leurs  directions  prolongées  viennent 
îonverger. 

THÉORÈME» 


.  Le  lieu  des  points  symétriques  9  de  Vun  des  foy^ers  F 
\ par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  [directeur]  décrit  de 
l'autre  foyer  Y'  avec  la  longueur  ia  de  l'axe  transverse  pour 
\  rayon  {}ig.5og). 

Le  lieu  des  points  équidislants  d'un  cercle  de  centre  F'  et 
d'un  point  F  extérieur  à  ce  cercle  est  une  hyperbole  dont  les 
foyers  sont  les  points  F  et  F',  et  dont  le  cercle  directeur  rela- 
tif au  foyer  Y'  est  le  cercle  donné. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (962,  963),  en  rem- 
plaçant toujours  la  somme  des  rayons  vecteurs  .par  leur  diffé- 
rence. L'hyperbole  a,  comme  l'ellipse,  deux  cercles  directeurs. 

Corollaire. 

989.  Ce  théorème  fournit  une  nouvelle  construction  par 
points  (978)  de  l'hyperbole,  qu'on  peut  résumer  comme  il 
suit:  Si,  d'un  point  F  pris  à  l'extérieur  d'un  cercle  F',  on 
mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa  circonférence^  les 
perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  milieux  enve- 
loppent une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  points  F  et  F'  et 
pour  axe  transverse  le  rayon  du  cercle  F';  les  points  de  con- 
tact de  ces  tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  prolon- 
gements des  rayons  du  cercle  F'  qui  correspondent  aux  points 
considérés. 


3oo, 
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THÉORÈxME. 

090.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  hyperboi 
sur  ses  tangentes  est  la  circonférence  décrite  sur  Vaxe  tram 
verse  comme  diamètre  [Jig.  5io). 


Fijj.  5 10. 


Fig.  5i 


X 


Ni 


'S 


t 


Même  démonslralion  que  pour  l'ellipse  (904).  Le  ceicl 
obtenu  est  dit  le  cercle  principal  de  l'hyperbole. 

Corollaires. 

991.  Soient  {/ig.  5io)  la  tangente  Mï,  les  rayons  vecteui 
MF,  MF',  de  son  point  de  contact,  9  le  symétrique  du  foyer 
par  rapport  à  la  tangente  Mï,  K  la  projection  de  ce  foyer  si 
la  tangente.  Les  rayons  OK  et  F'9^du  cercle  principal  et  d 
cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  restent  toujours  parallèle 
entre  eux  pendant  que,  le  point  9  parcourant  le  cercle  dire( 
teur,  la  droite  F 9  tourne  autour  du  foyer  F  (989,  990).  A 
moment  où  cette  droite  devient  tangente  au  cercle  directeui 
elle  le  devient  donc  aussi  au  cercle  principal  (252);  soient 
et  K  ses  points  de  contact  avec  ces  deux  cercles  {Jig.  5i  i  ).  I 
tangente  à  l'hyperbole  qui  passe  par  le  point  K,  étant  perpei 
diculaire  à  F 9,  n'est  alors  autre  chose  que  le  prolongement  d 
rayon  OK  et  devient  parallèle  au  rayon  F'9,  de  sorte  que  so 
point  de  contact  M  s'éloigne  à  l'infini  (989).  La  droite  OKI 
ainsi  obtenue,  qui  touche  la  branche  supérieure  de  la  demi-h; 
perbole  de  droite  à  l'infini,  est  appelée  asymptotede  l'hyperboh 

La  seconde  tangente  commune  menée  au  cercle  principal  ( 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F  correspond  à  une  second 


/n   t-jJ\    /f.itt».. 
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asymptote  OK'M',  qui  touche  à  l'infini  la  branche  inférieure 
de  la  demi-hyperbole  de  droite. 

Les  droites  OKM,  OK'M',  étant  également  inclinées  de  pari 
et  d'autre  de  l'axe  transverse,  si  l'on  fait  faire  à  l'hyper- 
bole une  demi-révolution  autour  de  son  axe  non  transverse, 
les  foyers  ne  font  que  s'échanger  ainsi  que  les  deux  demi- 
hyperboles,  de  sorte  que  le  prolongement  OM,  de  la  droite 
OIv.M  est  asymptote  à  la  branche  inférieure  de  la  demi-hyper- 
bole de  gauche,  tandis  que  le  prolongement  OM',  de  la  droite 
OK'M'  est  asymptote  à  la  branche  supérieure  de  cette  demi- 
hyperbole. 

En  résumé,  l'Iiyperbole  a  pour  asymptotes  les  deux  droites 
indéfinies  tracées  par  son  centre,  parallèlement  aux  rayons  du 
i-ercle  directeur^'  qui  correspondent  aux  tangentes  communes 
menées  du  foyer  F  au  cercle  F'  et  au  cercle  principal  de  la 
courbe.  Ces  droites  i-ont  d'un  grand  secours  pour  la  construc- 
tion de  l'hyperbole,  puisqu'elles  font  connaître  les  directions 
k'-ers  lesquelles  tendent  ses  branches  infinies. 

992.  Soient  [fig.  5i2)  les  asymptotes  xx'j  yy' ,  de  l'hyper- 
bole dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  les  axes  AA'  et  BB'.  Menons 

Fig.  5i_>. 


m  point  A  la  perpendiculaire  AC  à  l'axe  transverse,  juscju'à  la 
rencontre  de  l'asymptote  yy' .  D'après  ce  qui  précède,  si  l'on 
jbaisse  aussi  FK  perpendiculaire  sur  rj',  on  aura  Ok  =  «. 
Les  deux  triangles  rectangles  OAC,  OKF,  sont  donc  égaux,  et 
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OC  =  OF  =:  c.  On  voit  que  a  ei  c  étant  donnés,  on  en  déduit 
AC;  de  même  a  et  AC  étant  connus,  on  en  déduit  c. 

Achevons  le  rectangle  CC'D'D.  Par  analogie  avec  l'ellipse 
(953),  la  longueur  BB'  =  2  AC  ainsi  déterminée  est  appelée  la 
longueur  de  Vaxe  non  transverse  de  l'hyperbole,  et  on  la  re- 
présente par  ib.  Remarquons  que  le  parallélogramme  ABA'B' 
a  ses  côtés  parallèles  aux  asymptotes. 

Les  trois  longueurs  a,  6,  c,  sont  liées  entre  elles  par  la  rela- 
tion c2=a2_f_  ^2^  Elles  sont  liées  dans  l'ellipse  par  la  relation 
c^=^o?—  h\  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  b'  en  —  b\  Par  suite,  les  propriétés  de  l'ellipse  ei 
de  Vlifperbole  qui  ne  dépendent  que  des  longueurs  de  leun 
axesy  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  simple  change- 
ment de  b^  en  —  6'. 

993.  Lorsqu'on  donne  les  longueurs  des  axes  de  l'hyper- 
bole, il  est  facile  de  déterminer  graphiquement  les  foyers.  On 
n'a  qu'à  élèvera  l'extrémité  A  de  l'axe  transverse  une  perpen- 
diculaire AC  =  6  (^^.  5i2)  et  à  décrire  du  point  0  comme 
centre,  avec  OC  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe  l'axe 
transverse  aux  deux  foyers  F  et  F^  On  trouve  en  même  lempï 
l'asymptote  OC  et  sa  symétrique  OC  (992). 

994.  On  appelle  hyperbole  équilatère  une  hyperbole  doni 
les  deux  axes  ont  la  même  longueur.  Le  rectangle  CC'D'I 
[fig.  5i2)  devenant  alors  un  carré,  on  voit  que  les  asymptotes 
d'une  hyperbole  équilatère  sont  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre, 

995.  On  entend  par  hyperboles  conjuguées  deux  hyper- 
boles qui,  ayant  les  mêmes  axes  et,  par  suite,  le  même 
centre,  la  même  distance  focale  et  les  mêmes  asymptotes^ 
sont  situées  par  rapport  à  ces  asymptotes  dans  des  angles  dif- 
férents; c'est-à-dire  que  l'axe  transverse  de  l'une  est  Taxe  nor 
transverse  de  l'autre,  et  réciproquement  [fig.  5i2). 

Deux  hyperboles  conjuguées  ne  sont  identiques  et  ne  peu- 
vent se  substituer  l'une  à  l'autre  par  un  quart  de  révolution, 
que  lorsqu'elles  sont  équilatères  (994). 

PROBLÈME. 

996.  Mener  une  tangente  à  l'hyperbole  par  un  point  donné. 
Mêmes  procédés  que  pour  l'ellipse  (966). 
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Corollaires. 

997.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
V hyperbole  est  une  circonférence  concentrique  à  la  courbe  et 
ayant  pour  rayon  \Ja'  —  b^  (967,  992). 

La  démonslraiion  directe  est  la  même  que  pour  l'ellipse. 
Seulement,  la  question  revient  ici  à  chercher  le  lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  interceptées  dans  le  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F',  par  un  angle  droit  dont  le  sommet  F  lui  est  exté- 
rieur. Le  problème  peut  alors  être  impossible,  et  le  lieu  ces- 
ser d'exister,  si  l'on  a  «  <<  ^. 

La  tangente  de  l'angle  aigu  formé  par  l'asymptote  Oy  avec 

l'axe  transverse  étant  représentée  par  -,  le  problème  est  im- 
possible quand  cet  angle  est  supérieur  à  45  degrés  ou  quand 
l'angle  yOjc  des  deux  asymptotes  [Jig.  5i2)  est  obtus;  il  est 
possible,  au  contraire,  qnand  cet  angle  est  aigu. 

En  effet,  l'angle  des  deux  asymptotes  est  précisément  (991) 
le  supplément  de  celui  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F.  Or,  ce  n'est  que  lorsque 
l'angle  de  ces  deux  tangentes  est  obtus,  que  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit  dont  le  sommet  est  en  F  peuvent  rencontrer  à 
la  fois  le  cercle  F'. 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  droit,  celui  des  deux 
tangentes  menées  du  foyer  F  au  cercle  directeur  F'  est  aussi 
droit,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  angle  droit  circonscrit  à  l'hyper- 
bole que  celui  de  ses  asymptotes.  Ce  résultat  limite  est  d'ail- 
leurs évident,  car  la  courbe  étant  alors  équilalère  (994),  on  a 
a  =  b,  et  le  lieu  se  réduit  au  centre  de  l'hyperbole. 

En  général,  le  problème  n'est  possible  que  pour  l'une  des 
deux  hyperboles  conjuguées  (995)  déterminées  par  les  axes 
a  ei  b. 

998.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  l'hyperbole  par  un 
point  extérieur  P,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui 
vont  du  point  P  aux  deux  foyers;  la  droite  qui  va  du  point  P 
à  l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  intérieur  ou  exté- 
rieur des  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points 
de  contact  M  et  M',  suivant  que  les  deux  tangentes  touchent 
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V hyperbole  clans  la  même  région  ou  clans  deux  régions  diffé- 
rentes. 

PROBLÈME. 

999.  Mener  à   V hyperbole   une    tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  {fig.  5i3). 

Fig.  5i3. 


Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (9G9).  Seulement,  le  pro- 
blème n'est  pas  toujours  possible.  Il  faut  que,  si  l'on  mène 
par  le  centre  de  la  courbe  une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
elle  ne  tombe  pas  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ren- 
ferment l'hyperbole.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  F  à  la  droite  donnée  rencontre  le  cercle 
directeur  F',  il  est  nécessaire  qu'elle  tombe  au-dessous  de  la 
droite  FK,  perpendiculaire  à  la  fois  à  l'asymptote  Or  [fig.  51-2), 
et  tangente  à  ce  cercle  directeur.  Le  problème  n'est  donc  en 
général  possible  que  pour  l'une  des  deux  hyperboles  conju- 
guées déterminées  par  les  axes  a  et  h. 


CORO 


LLAIRES. 


1000.  Les  deux  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée 
ont  leurs  points  de  contact  symétriques  par  rapport  au 
centre  (970). 

1001.  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes 
parallèles  ou  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  une 
même  tangente  est  constant  (972). 
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SCOLIE. 


10012.  Les  constructions  dos  n°^  99G  et  999  n'exigent  pas 
([ue  l'hyperbole  soit  tracée  (973). 

PROBLÈME. 

1003.  Connaissant  les  foyers  F  et  Y'  et  Vaxe  transverse 
d'une  hjperboley  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
droite  donnée. 

Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (974). 
§  m.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  LA  PARABOLE. 


DÉFINITION    ET    TRACÉ    DE    LA    COURBE. 

1004.  La  parabole  est  une  courbe  plane  telle,  que  chacun 
de  ses  points  est  équidistant  d'un  point  fixe  et  d'une  droite 
{\\Q  donnés  dans   son  plan.  Ainsi  {Jig.  5i4),   le   point  fixe 

Fis- 5i',. 


étant  F  et  la  droite  fixe  DI)',  on  aura,  pour  tout  point  M  de  la 
parabole,  en  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  DD',  MF  =z  MH. 
Par  sa  définition  même,  la  parabole  est  nécessairement  située 
tout  entière  du  même  coté  que  le  point  fixe  par  rapport  à  lu 
droite  fixe. 
IL 
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D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  décrire  un  arc  de  pa- 
rabole d'un  mouvement  continu,  on  fait  coïncider  l'arele 
d'une  règle  avec  la  droite  DD',  et  l'on  applique  contre  cette 
règle  le  petit  C(Mé  KH  d'une  équerre  KHG.  Un  fil,  égal  en 
longueur  au  grand  côté  HG  de  cette  équerre,  est  fixé  par  ses 
deux  extrémités,  d'une  part  au  point  F,  et  de  l'autre  à  l'extré- 
mité G  du  côté  HG.  Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil 
contre  le  grand  côié  de  l'équerre  à  l'aide  d'un  crayon,  et  si 
l'on  fait  en  même  temps  glisser  l'équerre  le  long  de  la  règle, 
la  pointe  du  crayon  décrit  un  arc  de  parabole.  En  effet,  pour 
une  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a 

GM-hMFz=rGHr^^GM-+-MH,     d'où    MF^^MH. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trace  d'un  mouvement 
continu  l'arc  BA,  qui  va  du  point  B  de  la  courbe  dont  la  dis- 
lance au  point  F  est  égale  à  GH,  jusqu'au  point  A  milieu  de 
la  perpendiculaire  FL  abaissée  du  point  F  sur  la  droite  I)D'. 
II  faut  ensuite  retourner  l'équerre,  comme  l'indique  la  figure, 
pour  décrire  l'arc  AB'. 

On  voit  que  la  parabole  est  formée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment,  à  partir  du  poixit  A,  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FL;  car  si  l'on  emploie  une  règle, une 
équerre  et  un  fil  assez  longs,  rien  ne  limite  l'éloignement 
des  points  obtenus  sur  la  courbe.  La  parabole  est  donc  une 
courbe  à  branches  infinies,  mais  sans  séparation,  et  d'un  seul 
côté  de  la  droite  fixe. 

1005.  Le  point  F  est  le  foy^er  de  la  parabole,  la  droite  DD' 
est  sa  directrice.  La  droite  MF  est  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
La  distance  FL  du  foyer  à  la  directrice  se  nomm^Xe  paramètre 
de  la  courbe,  et  on  la  représente  par  p. 

1006.  On  peut  aussi  tracer  la  parabole  par  points. 

En  effet,  prenons  {fii^.5i5)  un  point  P  quelconque  sur  la 
perpendiculaire  FL  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Par  le 
point  P,  menons  une  perpendiculaire  à  FL  ou  une  parallèle  à 
la  directrice,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec  PL  pour 
rayon,  décrivons  une  circonférence  qui  coupera  cette  paral- 
lèle en  deux  points  M  et  M'  appartenant  à  la  parabole,  comme 
équidistants  du  foyer  et  de  la  directrice. 
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Pour  que  les  points  d'intersection  M  et  M'  existent,  il  suflii 
que  le  point  P  soit  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  du  fover  F 
comme  centre  avec  PL  pour  rayon,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
FP<<PL.  Celte  condition  sera  toujours  remplie  lorsque  le 
point  P  sera  à  droite  du  foyer  F  (dans  le  cas  de  la  figure); 
mais  elle  exige,  si  le  point  P  est  à  gauche  de  F,  qu'il  reste  à 

Fie.  5i;.. 


droite  du  point  A,  milieu  de  FL.  Si  l'on  a  dans  ce  cas,  comme 
condition  limite,  FP=:PL,  le  point  P  se  confond  avec  le 
point  A,  et  les  deux  points  M  et  M'  se  réunissent  en  ce  point. 

Le  ravon  vecteur  minimum  est  donc  AF  ou  -:  il  n'v  a  iias  de 

rayon  vecteur  maximum,  rien  ne  limitant  l'éloignement  du 
point  P  à  droite  du  foyer  F. 

THÉORÈME. 

1007.  La  parabole  a  pour  axe  la  perpendiculaire  menée  du 
foyer  sur  la  directrice  ijig.  5i4). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (95:^,  i"). 
Le  point  A,  commun   à   la   ])arabole   et  à  son  axe,  est  le 
sommet  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1008.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
parabole,  sa  distance  au  foyer  est  moindre  ou  plus  grande  que 
sa  distance  à  la  directrice  {fig.  5 16). 

Soit  d'abord  un  point  N  intérieur  à  la  courbe.  Menons  la 
droite  NF  et  la  perpendiculaire  NH  à  la   directrice,'  laquelle 

20. 
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coupera  la  parabole  au  point  M  (1004).  Le  triangle  NFM  donne 
alors 

NF<NM  +  MF    ou     NF<NH,     puisque    MF  =  MH. 

Soit  de  même  un  point  N'  extérieur  à  la  courbe.  Si  le 
point  IN'  et  le  foyer  sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  la 
directrice,  la    proposition  est   évidente.   Sinon,   menons    la 

Fig.  5i6. 


droite  N'F  et  la  perpendiculaire  N'H  à  la  directrice,  laquelle 
prolongée  coupera  la  parabole  au  point  M.  Le  triangle  N'FM 
donne  alors 

N'F>MF-MN'     ou     N'F>N'H,     puisque     MF  =  MH. 

Corollaire. 

1009.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point 
quelconque  de  son  plan  par  rapport  à  la  parabole  supposée 
non  tracée.  Suivant  que  la  distance  du  point  considéré  au 
foyer  est  égale,  supérieure  ou  inférieure  à  sa  distance  à  la 
directrice,  ce  point  est  à,  la  courbe,  il  lui  est  extérieur  ou 

intérieur. 

THÉORÈME. 

1010.  La  limite  d'une  ellipse  [ou  d'une  hyperbole)  dont  un 
sommet  et  le  foyer  voisin  restent  fixes,  tandis  que  l'autre 
foyer  s  en  éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  du  grand 
axe  {ou  de  l'axe  transverse),  est  une  parabole  qui  a  pour 
sommet  et  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  fixes  ifig'  5i']), 

En  effet,  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  mobile  F'  coupe 
toujours  le  grand  axe  à  droite  du  foyer  fixe  F,  en  un  même 
point  L  dé'lerminé  par  la  condition  évidente  AL  =:  AF.  A  me- 
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sure  que  le  centre  F'  de  ce  cercle  s'éloigne  dans  la  direc- 
tion AA',  son  rayon  croît  indétiniment,  de  sorte  qu'il  a  pour 
limite  la  perpendiculaire  DD'  menée  par  le  point  L  au  grand 
axe  AA'.  D'ailleurs,  tout  point  M  de  l'ellipse  étant  également 
distant  du  foyer  F  et  du  cercle  directeur  F' (963),  on  a  con- 
stamment MF  i=rMG,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  l'ellipse  se 

FIg.  517. 


déformant  le  point  M  vient  en  M,,  M,F=:M,H,  en  désignant 
par  M, H  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M,  sur  la 
droite  DD',  limite  du  cercle  F'.  Le  lieu  des  positions  limites 
des  points  de  l'ellipse  donnée  est  donc  une  parabole  ayant 
pour  foyer  et  pour  sommet  les  points  F  et  A,  et  par  suite  la 
droite  DD'  pour  directrice, 

La  même  démonstration  s'applique  à  l'hyperbole  (998). 
Dans  ce  cas,  la  parabole  est  la  limite  de  la  demi-hyperbole 
de  droite  à  laquelle  appartiennent  le  sommet  A  et  le  foyer  F; 
l'autre  demi-hyperbole  de  gauche  disparaît  à  l'infini. 

Corollaire. 

1011.  Le  théorème  précédent  permet  de  prévoir  et  de  dé- 
montrer les  propriétés  de  la  parabole,  en  les  déduisant  par 
voie  de  transformation  des  propriétés  correspondantes  de 
l'ellipse. 

Si  ces  propriétés  dépendent  explicitement  des  axes  a  et  h 
de  l'ellipse  et  de  sa  distance  focale  c,  on  substitue  à  «  et  à  /> 
leurs  valeurs  en  fonction  de  c  et  du  paramètre/?  =  o\a  —  c)  de 
la  parabole  limite;  puis,  en  supposant  c  infini  dans  les  for- 
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mules  obtenues,  on  passe  des  propriétés  de  l'ellipse  repré- 
sentées par  ces  formules,  aux  propriétés  correspondantes  de 
la  parabole  exprimées  en  fonction  du  paramètre  jy. 

THÉORÈME. 

10i2.  La  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et 
avec  la  parallèle  tnenée  à  l'axe  par  le  même  point. 

Ce  théorème  est  évident  d'après  ce  qui  précède  (1010), 
si  l'on  remarque  que  lorsque  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
s'éloigne  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  relatif  à  ce  foyer  tend  à 
devenir  parallèle  au  grand  axe.  On  arrive  d'ailleurs  facilement 
à  une  démonstration  directe,  en  suivant  la  même  marche  que 
pour  l'ellipse. 

Prenons  sur  la  parabole  {Jîg.SiS)  deux  points  voisins  M 
et  M';  menons  la  sécante  MM'S,  abaissons  des  deux  points 
considérés  les  perpendiculaires  M9,  M'©',  sur  la  directrice  DD', 
et  traçons  leurs  rayons  vecteurs.  Portons  sur  FM  une  lon- 
gueur FC  =  FM',  et  sur  cpM  une  longueur  cpE  =  9'M'.  D'après 
la  définition  de  la  parabole,  MC  est  égal  à  ME. 

D'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  MM' S,  menons  à  M'C 
et  à  M'E,  jusqu'à  la  rencontre  de  FM  et  de  9M,  les  paral- 
lèles Gl  et  GH.  Les  deux  quadrilatères  CM'EM,  IGHM,  sont 
semblables  (213),  et  l'égalité  de  MC  et  de  ME  entraîne  celle 
de  MI  et  de  MH. 


Fig.  5 18. 


Fig.  519. 
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A  mesure  que  le   point  ^i'  se  rapproche  du  point  M,  GH 
reste  comme  M'E  perpendiculaire  à  Mç,  tandis  que  GI,  per- 
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pendiciilairc  à  la  bissectrice  de  l'aiiglo  au  sommol  du  triangle 
isocèle  ^ï'FC,  tend  à  le  devenir  au  rayon  vecteur  FM.  On  a  de 
plus  constamment  MI=:MIl.  La  tangente  à  la  parabole  (fig-^^Ç)) 
doit  donc  être  telle,  que  si,  d'un  point  quelconque  G  pris  sur 
cette  droite,  on  abaisse  des  perpendiculaires  GI  et  GII  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  M  et  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice,  on  ait  MI  =  MH.  Les 
triangles  rectangles  MGI,  MGH,  sont  alors  égaux,  ainsi  que 
les  angles  GMI,  GMH.  La  tangente  à  la  parabole  est  donc 
bissectrice  de  V angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point 
de  contact  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
directrice. 

Mais  l'angle  GMII  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'an- 
gle T.MO,  les  deux  angles  GMI  ou  ÏMF  et  T.MO  sont  égaux; 
ce  qui  conduit  à  l'énoncé  adopté. 

J013.  llÉciPROQUEMENï,  la  courbe  dont  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l 'angle  formé  par  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  à  un  point  fixe,  et  perpendiculairement  à  une  droite 

fixey  est  une  parabole  ayant   le  point  et  la  droite  fixes  pour 

foyer  et  pour  directrice. 

Démonstration  analogue  à  celle  donnée  pour  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole (984). 

Corollaires. 

1014.  Soit  S  le  point  où  la  sécante  MM'S  [fg.  5i8)  coupe  la 
directrice  DD'.  On  a,  à  cause  des  parallèles, 

MS         Mç^_  MF 

M'S~  M'9' ~  M'F' 

la  droite  SF  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  en  F  du 
triangle  MFM'  (191  ).  La  droite  qui  joint  le  foyer  d'une  para- 
bole au  point  de  rencontre  d'une  sécante  quelconque  avec  la 
directrice,  est  donc  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des  rayons 
vecteurs  des  points  d'intersection  de  la  sécante  avec  la  courbe. 
A  la  limite,  quand  la  sécante  devient  tangente,  c'est-à-dire 
quand  l'angle  MFM'  devient  nul,  la  droite  SF  est  rempla- 
cée ifig'^^^)  par  la  droite  IIF  bissectrice  de  l'angle  supplé- 
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menlaire.  Par  suite,  la  droite  qui  joint  le  foyer  d'une  para- 
bole au  point  où  une  tangente  queleonque  rencontre  la  direc- 
trice, est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact. 

1015.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  de 
contact  M,  sont  extérieurs  à  la  parabole  qui,  dès  lors  (959), 
est  une  courbe  convexe  (//g-.  5?,o). 

Fig.  520. 


En  effet,  le  triangle  FM 9  étant  isocèle  et  la  tangente  étant 
la  bissectrice  de  son  angle  au  sommet  (1012),  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  K  de  F9.  Pour  un  point  ï,  quelconque 
de  la  tangente,  on  a  donc,  T,  H  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  la  directrice,  Ï,H<<T,9  ou  T,U-<T,F.  Le 
point  T,  est  donc  extérieur  à  la  courbe  (1009). 

1016.  Si  l'on  mène  au  point  M  [Jîg.S^o)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  OMN,  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux  (1012).  Donc,  la 
normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  la  parallèle  menée  à 
l'axe  par  ce  point. 

Au  sommet  de  la  parabole,  la  normale  se  confond  avec 
Taxe,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  T  et  N  [fig^  52o)  les  points  où  la  tangente  et  la  nor- 
male rencontrent  l'axe.  Les  triangles TMF,  NMF,  étant  évidem- 
ment isocèles,  on  a  MF  =  Fï  =  FN.  Le  foyer  F  est  donc  à  une 
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distance,  soit  du  pied  de  la  tangente,  soit  du  pied  de  la  nor- 
male sur  iaxe,  égale  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

1017.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifiques,  qui  parlent  du  foyer,  deviennent  tous 
parallèles  à  l'axe  après  leur  réflexion  sur  la  courbe.  C'est  pour- 
quoi l'on  emploie  des  réflecteurs  paraboliques,  lorsqu'on  veut 
projeter  au  loin  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
(lanternes  de  voitures,  phares).  Réciproquement,  tout  rayon 
qui  vient  rencontrer  la  parabole  parallèlement  à  son  axe  se 
rélléchitau  foyer  de  la  courbe.  De  là,  par  exemple,  l'usage  des 
réflecteurs  paraboliques  dans  les  télescopes,  pour  concentrer 
au  foyer  les  rayons  lumineux  venant  de  l'astre  observé. 

THÉORÈME. 

1018.  Le  lieu  des  points  symétriques  o  du  foyer  F  par  rap- 
port aux  diverses  tangentes  à  la  parabole  est  la  direc- 
trice [fig.  5i>.o). 

Cette  proposition  résulte  du  n"  902.  Elle  est  d'ailleurs  évi- 
dente d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  1015. 

SCOLIE. 

1019.  Étant  donnés  un  point  F  et  une  droite  DD'  [fig.  52o), 
si  l'on  mène  des  droites  F 9  aux  différents  points  de  la  droite 
DD',  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  mi- 
lieux enveloppent  une  parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  F 
et  pour  directrice  la  droite  DD';  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  perpendiculaires 
menées  à  la  directrice  par  les  points  cp. 

C'est  là  un  nouveau  procédé  pour  décrire  la  parabole  par 
points  (1006).  En  le  suivant,  on  n'obtient  qu'un  point  à  la 
fois;  mais  on  a  en  même  temps  la  tangente  en  ce  point. 

1020.  On  voit  que  les  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  ne 
rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  Il  serait  donc  faux 
de  dire  qu'une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  une 
courbe,  même  convexe,  lui  est  tangente.  Une  droite  tangente 
à  une  courbe  convexe  n'a  qu'un  point  commun  avec  elle  (  959  ); 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 
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THÉORÈME. 

1021.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur 
ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet. 

Celle  proposition  résulle  immédiatement  des  théorèmes 
des  n""  9(34  et  1010;  car  le  cercle  principal  d'une  ellipse  tend 
vers  la  tangente  au  sommet  fixe  du  grand  axe  de  cette  ellipse, 
lorsque  l'autre  sommet  se  transporte  à  l'infini.  En  voici  néan- 
moins la  démonstration  directe. 

MT  étant  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  {flg.  52 1  ),  et  q 
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le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente,  le 
point  K  où  F9  coupe  la  tangente  est  le  milieu  de  F 9.  D'ail- 
leurs, le  sommet  A  est  le  milieu  de  FL.  Donc,  dans  le  triangle 
FLo,  AK  est  parallèle  à  la  directrice  ou  se  confond  avec  la 
tangente  au  sommet  (lOlG).  La  projection  K  du  foyer  sur  une 
tangente  se  trouve  par  suite  sur  la  tangente  au  sommet. 

Réciproquement,  K  étant  un  point  de  la  tangente  au  som- 
met, si  l'on  mène  la  droite  FK9,  le  point  9  sera  le  symé- 
trique du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  qui  passe  par  le 
point  K  (1019);  le  point  K  sera  donc  la  projection  du  foyer  F 
sur  cette  tangente. 

Corollaire. 

1022.  Si  l'un  des  cotés  d'une  équerre  passe  constamment 
par  le  foyer  F,  tandis  que  son  sommet  parcourt  la  tangente 
AK  au  sommet,  l'autre  coté  de  l'équerre  reste  constamment 
langent  à  la  parabole. 
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THÉORÈME. 

1023.  Dans  toute  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires, l'ordonnée  est  moyenne  pi oportionnelle  entre  la  sous- 
tangente  et  la  sous-norniale. 

Pour  indiquer  la  position  d'un  point  M  dans  un  plan,  ou 
peut  donner  ses  dislances  MV  et  MQ  à  deux  axes  rectangu- 
laires indéfinis  xOx\  jO^'  [Jîg.  527.),  tracés  dans  ce  plan.  Le 
nombre  qui  mesure  la  dislance  MQ  =  OP,  du  point  M  à  l'axe 
xOy',  s'appelle  V abscisse  de  ce  point;  son  ordonnée  est  le 
nombre  qui  mesure  sa  dislance  MP  =  OQ  à  l'axe  xOx'.  L'ab- 
scisse est  d'ailleurs  positive  ou  négative,  suivant  que  P  tombe 
surOj:  ou  sur  Ox';  l'ordonnée  est  positive  ou  négaiive,  sui- 
vant que  Q  tombe  sur  0/  ou  sur  Of'.  L'abscisse  et  l'ordonnée 
d'un  point  M  constituent  ses  deux  coordofinées.  Les  axes^Ojt' 
et  yOf'  sont  les  axes  des  coordonnées,  et  leur  intersection  0 
en  est  V origine, 
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Quand  un  point  appîirtient  à  une  courbe  donnée,  son  or- 
donnée y  dépend  de  son  abscisse  x,  et  elle  est  déterminée 
par  le  choix  de  celle  abscisse.  Par  exemple,  l'abscisse  x  et 
l'ordonnée/ d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de 
rayon  R  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  son 
centre  {fv^.S'?.i)  sont  évidemment  liées  par  la  relation 

y'-^x'  --  R^     d'où    j^i:  K^  —  x\ 

Le  choix  des  axes  coordonnés  est  arbitraire.  On  adopte  de 
préférence  les  droites  les  plus  remarquables  du  plan  relali- 
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vemeni  à  la  courbe,  telles  que  ses  axes,  ses  tangentes  aux 
sommets,  etc.  Dans  la  parabole,  on  choisit  Taxe  et  la  tangente 
au  sommet. 

Cela  posé,  soit  {fig.'j^S)  une  courbe  C  rapportée  à  deux 


Fig.  523. 


C/ 


axes  de  coordonnées  rectangulaires  xOx\  jOj'.  Menons  en 
un  point  quelconque  M  la  tangente  MX,  la  normale  MN  et 
l'ordonnée  MP.  La  projection  TP  sur  l'axe  0.^  de  la  portion 
de  tangente  MT  comprise  entre  son  point  de  contact  M  et  son 
pied  T  sur  cet  axe  s'appelle  sous-tangente;  de  même,  PN  est 
la  sous-normale.  Le  triangle  ÏMN  étant  rectangle  en  M,  et 
MP  étant  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  TN,  le  théorème 
énoncé  est  démontré  (222). 

Au  lieu  d'axes  rectangulaires,  on  peut  employer  des  axes 
obliques.  Les  coordonnées  d'un  point  sont  encore  ses  dis- 
lances aux  deux  axes,  mais  comptées  parallèlement  à  ces  axes. 
Les  projections  ne  sont  plus  alors  orthogonales,  mais  obliques, 
et  le  théorème  précédent  cesse  d'être  vrai. 


THÉORÈME. 

1024.  Dafis  /a  parabole  :  i"  la  sous-tangente  est  double  de 
l'abseisse  du  point  de  contact;  2"  la  sous-normale  est  con- 
stante et  égale  au  paramètre  {Jig>  52,4  ). 

1**  Soit  la  tangente  en  M  à  la  parabole.  Si  l'on  prend  pour  axes 
coordonnés  l'axe  A^  de  la  courbe  et  la  tangente  au  sommet 
Aj,  le  point  M  aura  MP  pour  ordonnée  et  AP  pour  abscisse. 
Le  triangle  ÏFM  étant  isocèle  (1016),  la  projection  K  du 
foyer  F  sur  la  tangente  MT  est  le  milieu  de  Mï.  La  tangente 
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au  somniel  AK  j  élanl  parallèle  à  Tordonné  MP,  le  sommet  A 
est  alors  le  milieu  de  la  sous-langenle  TP,  et  TP==  2AP. 
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2"  Soit  la  normale  MN.  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
Mï  comme  la  droite  Fcp.  La  figure  MoFN  est  donc  un  paral- 
lélogramme, et  9  F  =MN.  Les  deux  triangles  rectangles  MPN, 
oLF,  sont  alors  égaux,  et  l'on  a  PNrrrLF==/?. 

Corollaire. 

1025.  Le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  de  la  parabole  est 
proportionnel  à  l'abscisse  de  ce  point  {Jîi^.  ^24). 

Soient  jet  JT  les  coordonnées  MP  et  AP  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  parabole.  On  aura  (1023,  1024) 


>•'  zr:  TP.  PNrrr  2^.y^       OU      J" 
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PROBLEME. 
1 02jB.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  donné. 

I"  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe  [Jig.  524),  on  mène 
le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  Mo  sur  la  directrice; 
puis,  la  bissectrice  de  l'angle  FM9,  qui  est  la  langente  deman- 
dée (1012). 

Il  vaut  mieux  prendre  sur  l'axe,  du  côté  du  sommet,  une 
longueur  Fï  égale  à  MF;  en  joignant  le  point  T  ainsi  obtenu 
au  point  donné  M,  on  a  (  101(5)  la  tangente  demandée. 

2"  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  la  parabole^  on   rc- 
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marque  que  la  question  sérail  résolue  si  l'on  connaissait  le 
symétrique  9  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée; 
car  on  aurait  alors  cette  tangente  en  abaissant  du  point  P  une 
])erpçndiculaire  ÏP  sur  F 9  {fig.  5-25).  La  droite  TP  coupe- 
rait d'ailleurs  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  point  9,  au  point 
de  contact  M.  Or,  le  point  9  se  trouve  à  la  fois  sur  la  directrice 
DD'  (1018)  et  sur  le  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre 
avec  PF  comme  rayon. 

Fig.  520. 


Ce  cercle  et  la  directrice  se  coupent  toujours,  quand  le 
point  P  est  extérieur  à  la  courbe  ;  car  il  est  alors  plus  près  de 
la  directrice  que  du  foyer  (1008),  et  il  y  a  deux  solutions,  qui 
se  réduisent  à  une  seule  quand  le  point  P  est  sur  la  parabole, 
ou  disparaissent  lorsqu'il  est  intérieur  à  la  courbe. 

Corollaires. 

1027.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  la  parabole  soient  à  angle  droit. 

Ces  tangentes  étant  supposées  à  angle  droit,  comme  elles 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  milieux  des  droites 
F9  et  F9',  l'angle  9F9'  est  aussi  droit.  Par  suite,  99'  est  un 
diamètre  de  la  circonférence  PF,  et  le  point  P  est  sur  la  di- 
rectrice. Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  parabole  est  donc  la  directrice. 

Dans  ce  cas,  l'angle  PFM  est  droit  ainsi  que  l'angle  PFiM' 
(1014):  la  corde  des  contacts  MM'  passe  donc  alors  par  le 
foyer  et  est  perpendiculaire  à  PF. 
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1028.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  d'un  point  exté- 
rieur P  à  une  parabole,  font  des  angles  égaux  a{,'ec  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  foyer  et  ai'ec  la  parallèle  menée  à  l'axe 
par  ce  point;  la  droite  qui  va  du  foy^er  au  point  P  est  bissec- 
trice de  l'angle  formé  par  les  rajons  vecteurs  des  points  de 
contact  M  et  W. 

Celle  propriété  est  une  conséquence  immédiate  des  n""*  908 
et  1010.  11  est  facile  de  la  démontrer  directement. 

Keportons-nous  à  \^fig-  ^25,  et  soit  PH  la  parallèle  menée 
à  l'axe  par  le  point  P.  La  tangente  PMT  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  F9,  comme  la  tangente  PM'T  sur  le  milieu 
de  Fq',  les  deux  angles  iMPH,  F99',  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  et  sont  égaux  ;  la  droite  PM'  est  la 
bissectrice  de  l'angle  cp'PF,  et  l'angle  au  centre  M'PF,  égal 
alors  à  l'angle  inscrit  F 99',  l'est  aussi  à  l'angle  MPII.  De  plus, 
les  angles  PFM,  PFM',  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
P9M,  P9'M'.  Or,  le  triangle  9P9'  étant  isocèle,  les  angles 
P9M,  P9'M',  sont  égaux  comme  compléments  d'angles  égaux; 
et  leur  égalité  démontre  celle  dos  angles  PFM,  PFM'. 

PROBLÈME. 

1029.  Mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  9  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point  so 
trouve  à  l'intersection  de  la  directrice  et  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  foyer  F  sur  la  droite  donnée.  Il  y  a  toujours 
une  solution,  et  une  seule. 

SCOLIE. 

1030.  Les  constructions  des  n"*  1026  et  1029  n'exigent  pas 
que  la  courbe  soit  tracée;  il  suffit  d'en  connaître  le  foyer  et 
la  directrice. 

PROBLÈME. 

1031.  Connaissant  le  foyer  F  et  la  directrice  DD'  d'une  pa- 
rabole, déterminer  ses  points  de  rencontre  ai'cc  une  droite 
donnée  LL'. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  prenons  {fig.  626 )  le  sy- 


320,  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

métrique  ©  du  foyer  F  par  rapport  à  LU.  Si  M  est  l'un  des 
points  de  rencontre  de  la  droite  LL'  avec  la  courbe,  on  aura 
M9=:MF^:=MH,  MH  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  directrice.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme 

Fig.  026. 


centre,  avec  MF  pour  rayon,  passe  donc  par  les  points  F  et  9 
et  est  tangent  à  la  directrice.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
nés F  et  (p  et  tangent  à  une  droite  donnée  DD'.  Nous  avons 
résolu  ce  problème  (262,  i"). 

Comme  il  n'est  possible  que  lorsque  les  deux  points  F  et  9 
sont  situés  d'un  même  côté  de  la  droite  DD',  la  droite  LL' 
coupera  la  parabole,  lui  sera  tangente  ou  ne  la  rencontrera 
pas,  suivant  que  le  point  9  sera  du  môme  côté  que  le  foyer 
par  rapport  à  la  directrice,  sur  cette  directrice,  ou  de  l'autre 
côté  de  cette  droite  par  rapport  au  foyer. 

Corollaire. 

1032.  La  parabole,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite 
en  plus  de  deux  points,  est  une  courbe  convexe  (1015). 

§  IV.  -  ELLIPSE,  CONSIDÉRÉE  COMME  PROJECTION 
ORTHOGONALE  DU  CERCLE. 

THÉORÈME. 

1033.  r.a  projection  orthoi^onale  d'une  circonférence  de 
cercle  sur  un  plan  est  une  ellipse. 

Quel  que  soit  le  plan  de  projection,  on  peut  toujours  sup- 
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poser  qu'il  passe  pnr  le  centre  du  cercle,  puisque  les  projec- 
tions d'une  même  figure  sur  deux  plans  parallèles  sont  égales 
(858,  1°). 
Soit  donc  AA'  [Jig.  627)  le  diamètre  suivant  lequel  le  plan 

Fig.  527. 


de  projection  coupe  le  cercle  donné.  Le  diamètre  BB',  perpen- 
diculaire à  \A',  a  pour  projection  la  droite  hb' ,  et  cette  droite, 
d'après  un  théorème  connu  (533),  est  elle-même  perpendi- 
culaire sur  AA'.  D'ailleurs,  des  droites  parallèles  ayant  sur  un 
même  plan  des  projections  parallèles,  et  la  projection  du  mi- 
lieu d'une  droite  étant  le  milieu  de  sa  projection,  la  courbe 
projection  du  cercle  a  nécessairement  pour  axes  les  droites 
AA'  et  bb' ,  Dès  lors,  si  cette  projection  est  une  ellipse,  son 
grand  axe  sera  AA',  et  la  distance  de  son  centre  0  à  l'un  des 
foyers  sera  égale  à  B6(953j.  Portons  donc  sur  AA',  de  part 
et  d'autre  du  point  0,  des  longueurs  OF  =  0F'=  B6.  11  res- 
tera à  démontrer  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  mF  et  mF' 
d'un  point  quelconque  m  de  la  projection  obtenue,  est  con- 
stante. 

Le  point  m  étant  la  projection  du  point  M  dont  l'ordonnée 
par  rapport  aux  axes  AA'  et  BB'  est  MP,  la  droiie  mV  sera 
aussi  perpendiculaire  sur  AA'.  Abaissons  des  points  F  et  F', 
sur  le  diamètre  MM'  qui  répond  au  point  M,  les  j)erpendicu- 
laires  FG  et  F' G'.  L'égalité  des  triangles  rectangles  FOG, 
F'OG',  donne  à  la  fois  GF=G'F'  et  OG  =  OG';  par  suite, 
MG'  =  GM'. 

IL  21 
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Cela  posé,  la  similitude  des  triangles  rectangles  FOG,  MOP, 
d'une  part,  MPm,  BOZ>,  d'autre  part,  donne 


FG  MP  M 


m 


OF  ou  B/>  ~  OM  ou  OB    "   B6 

et  il  en  résulte  Mm:=FG.  Les  triangles  rectangles  MmF, 
MGF,  sont  alors  égaux,  et  mV  =  MG. 

Comme  GF  =  G'F',  les  triangles  rectangles  MmY\  MG'F', 
sont  aussi  égaux,  et  l'on  a 

mF'=MG'=GM'. 

La  somme  mF-i-  mF',  égale  à  la  somme  MG  H-  GM',  est  donc 
bien  égale  au  diamètre  AA';  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  obtenue  est  toujours 
égal  au  diamètre  du  cercle  donné.  On  a  de  plus,  dans  le 
triangle  rectangle  B^O  (705), 

06  =  OBcosBOô. 

Si  l'on  désigne  par  2«  et  26  les  axes  AA'  et  bb'  de  l'ellipse 
projection  du  cercle,  et  par  V  l'angle  de  leurs  plans,  on  aura 
donc 

/?r=:rtC0SV       et       COsVrr:-. 

a 
Corollaires. 

1034.  L'ordonnée  MP  du  cercle  [fig-  527  )  étant  représentée 
par  Y  et  l'ordonnée  correspondante  mP  de  l'ellipse  par  j,  le 
triangle  rectangle  MmP  donne 

y  rrr  Y  cos  V,     c'cst-à-dirc     r  =  -  Y. 

On  passe  donc  du  cercle  principal  d'une  ellipse  (964)  à  cette 
ellipse,  en  diminuant  toutes  les  ordonnées  du  cercle  dans  le 
rapport  du  petit  axe  au  grand  axe.  Cette  remarque  fournit  un 
nouveau  procédé  pour  décrire  l'ellipse  par  points. 

On  trace  un  cercle  sur  chacun  des  axes  de  l'ellipse  comme 
diamètre  [fig.  628);  un  rayon  quelconque  coupe  ces  cercles 
aux  points  N  et  S.  Si  l'on  mène  alors  l'ordonnée  NP  du  point  N 
et  la  parallèle  SM  au  grand  axe,  l'intersection  M  de  ces  deux 
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droites  est  un  point  de  l'ellipse.  On  a,  en  effet, 


323 


MP  =  ^  •  NP,     c'est-à-dire     MP 


NP. 


1035.  On  peut  déduire  de  là  la  réciproque  du  théorème 
précédent.  La  projection  orthogonale  d'une  ellipse  dont  les 
axes  sont  ia  et  ib,  sur  un  plan  passant  par  son  petit  axe  et 

faisant  avec  le  plan  de  l'ellipse  un  angle  V  tel  que  cosV  =  -t 

est  un  cercle  de  diamètre  ih.  Car,  si  l'on  considère  sur  l'el- 
lipse et  sur  le  cercle  ib  {Jîg.  528)  deux  points  M  et  S  ayant 

Fig.  bi8. 


la  même  ordonnée  OQ,  leurs  abscisses  ^  et  X  sont  liées  par 
la  relation 

^       ON        ,,   ,      ^       /» 

V   =  7T5-»        d  OU        \=-'X. 

X        UÎ5  a 


Pour  passer  de  l'ellipse  au  cercle,  il  faut  donc  diminuer  les 
abscisses  de  l'ellipse  dans  le  rapport  de  6  à  «  ou  les  multiplier 
par  cosV;  c'est-à-dire  que  pour  que  le  cercle  26  devienne  la 
projection  orthogonale  de  l'ellipse  proposée  sur  son  plan  pri- 
mitif, il  suffit  de  faire  tourner  cette  ellipse  de  l'angle  Vautour 
de  l'axe  BB'. 

L'ellipse  peut  donc  être  regardée  comme  provenant  de  la 
contraction  ou  de  la  dilatation  des  cercles  qui  ont  ses  axes 
pour  diamètres. 

1036.  Si  l'on  ne  suppose  plus  que  le  plan  de  projection 
passe  par  le  centre  du  cercle  donné,  le  grand  axe  de  sa  pro- 
jection elliptique,  étant  toujours  égal  à  son  diamètre,  est  la 

21. 
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projection  du  diamètre  du  cercle  qui  est  parallèle  au  plan  de 
projection.  Cette  remarque  est  utile  dans  les  Applications. 

SCOLIE. 

1037.  Si  l'on  fait  tourner  le  cercle  AA'  [Jig.  5i']),  que  nous 
appellerons  cercle  auxiliaire,  autour  de  son  intersection  avec 
le  plan  de  projection,  pour  le  rabattre  sur  ce  plan,  les  ordon- 
nées MP  et  mV  des  points  correspondants  M  et  m  du  cercle  et 
de  l'ellipse,  se  confondront  en  direction;  et  le  cercle  AA'  se 
superposera  au  cercle  principal  (964)  de  l'ellipse.  L'emploi 
du  cercle  principal,  considéré  comme  rabattement  du  cercle 
auxiliaire  dont  l'ellipse  est  la  projection,  permet  de  traiter  plus 
simplement  plusieurs  des  questions  déjà  résolues.  Nous  en 
donnerons  des  exemples. 

THÉORÈME. 

1038.  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  0 x  et  Oy\ 
un  point  quelconque  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  Ox  et  Of^  et  ont  pour  demi -lon- 
gueurs a  et  b  les  distances  MA  et  MB  du  point  M  aux  extré- 
mités de  la  droite  AB  {Jig.  52g). 


Fig.  529. 


Fig.  53o. 


Prenons  pour  axes  coordonnés  (1023)  les  deux  droites  Ox 
et  Oj,  les  coordonnées  du  point  M  seront  MP  et  OP.  Par  le 
point  0,  menons  ON  parallèle  à  ABM,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ordonnée  MP.  La  figure  OAMN  étant  un  parallélogramme,  ON 
sera  égale  à  la  longueur  constante  AM  ou  a.  Les  triangles  rec- 
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langles  semblables  BPM,  OPN,  donneni  d'ailleurs 

MP       BM  -,^       h  ^.^ 

^frn  =  T^     ou     MP=-^P. 

NP       ON  rt 

Le  point  M  décrit  donc  l'ellipse  (  1034^  )  dont  le  cercle  ON  est 
le  cercle  principal,  et  qui  a  pour  demi-axes  a  et  />>,  c'est-à-dire 
les  distances  MA  et  MB. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  pratique  très-simple  de  con- 
struire une  ellipse  par  points,  à  l'aide  d'une  bande  de  papier 
sur  les  bords  de  laquelle  on  marque  les  trois  points  A,  B,  M. 
11  existe  un  compas  elliptique  fondé  sur  ce  même  principe. 

Corollaires. 

1039.  Considérons  [fig-  53o)  la  droite  donnée  dans  les  deux 
positions  voisines  ABM,  A'B'M'.  Sur  les  milieux  de  A  A'  et 
de  BB',  élevons  les  perpendiculaires  aw  et  (Sw  qui  se  coupent 
en  co.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  passera 
par  le  point  o.  En  effet,  les  deux  triangles  A6)B,  A'&)B',  étant 
égaux,  les  angles  ABo,  A'B'w,  sont  égaux.  Les  angles  coBM, 
o)B'M',  le  sont  alors  eux-mêmes  comme  suppléments  d'angles 
égaux.  Il  en  résulte  l'égalité  des  triangles  ojBM,  &)B'M',  et  par 
suite  celle  des  distances  coM,  wM'. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  in- 
définiment du  point  M  considéré  comme  fixe  sur  l'ellipse 
qu'il  décrit,  ^IM'  tendra  vers  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  et 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  vers  la  normale 
au  même  point.  D'ailleurs,  aw  et  (3w  ont  pour  limites  les  per- 
pendiculaires élevées  en  A  et  en  B  aux  axes  Or  et  0^.  En 
joignant  le  point  I  d'intersection  de  ces  perpendiculaires  au 
point  M  {fiç^.  529),  on  aura  donc  la  normale  en  M  à  l'ellipse 
tracée. 

1040.  Quand  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  Ox  et 
Oy\  un  point  quelconque  M,  lié  invariablement  à  AB  dans  le 
plan  AOB,  décrit  une  ellipse  (fig.  53 1). 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  variable  AOB 

AB 

est  évidemment  constant  et  égal  à — rr-  Le  diamètre  OC 

sui.AOB 
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de  ce  cercle,  dans  la  position  actuelle  de  la  droite  AB,  s'ob- 
tient en  élevant  en  A  et  B,  aux  axes  0.r  etOj,  des  perpendi- 
culaires qui  se  coupent  au  point  C. 


Le  cercle  OC  change  de  position  en  même  temps  que  la 
droite  AB;  mais  il  passe  toujours  par  le  point  0.  Si  on  le  re- 
garde comme  lié  invariablement  à  cette  droite,  l'arc  AD  qui 
sépare  le  point  A  d'un  point  quelconque  D  de  sa  circonfé- 
rence reste  constant;  par  suite,  l'angle  AOD  restant  lui-même 
constant  et  ayant  son  côté  OA  fixe,  tout  point  D  du  cercle  OC 
décrira  une  droite  OY. 

Si  Ton  trace  le  diamètre  du  cercle  OC  qui  passe  par  le  point 
donné  M,  les  extrémités  D  et  E  de  ce  diamètre  décriront  donc 
pendant  le  mouvement  de  AB  les  deux  droites  fixes  ODY  et 
OEX.  Ces  droites  étant  à  angle  droit,  il  résulte  du  théorème 
précédent  (1038)  que  le  point  M  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
demi-longueurs  de  ses  axes  dirigés  suivant  OY  et  OX,  les  dis- 
tances ME  et  MD. 

Les  perpendiculaires  variables  élevées  en  D  et  en  E  aux 
droites  OY  et  OX  se  coupant  au  point  mobile  C,  on  obtiendra 
la  normale  en  M  à  cette  ellipse  en  menant  la  droite  MC  (  1039  ). 
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SCOLIE. 

1041.  La  position  du  point  C  est  indépendante  de  celle 
du  point  donné  M.  Donc,  si  le  point  M  varie,  toutes  les  nor- 
males aux  points  correspondants  des  différentes  ellipses  obte- 
nues viendront,  pour  une  même  position  de  la  droite  AB,  se 
couper  au  point  C. 

D'ailleurs,  le  lieu  du  point  C  est  la  circonférence  décrite 
du  point  0  comme  centre  avec  la  longueur  constante  OC  pour 
rayon,  et  le  cercle  wC,  variable  de  position,  reste  constam- 
ment tangent  au  cercle  OC  dont  le  rayon  est  double  du  sien. 

On  peut  donc  se  figurer  le  mouvement  du  triangle  ABM,  en 
le  supposant  entraîné  dans  le  mouvement  du  cercle  &)C  qui 
roule  sans  glisser  à  l'intérieur  du  cercle  fixe  OCde  rayon  double. 

On  sait  que,  dans  un  pareil  mouvement,  tout  point  du  cercle 
mobile  décrit  un  diamètre  du  cercle  fixe  (théorème  de  De 
La  Hire),  résultat  qui  coïncide  avec  la  remarque  sur  laquelle 
la  démonstration  précédente  est  fondée.  De  plus,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  tout  pointai  lié  invariablement  au  cercle 
mobile,  et  situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ce  cercle,  décrit 
une  ellipse;  c'est  un  autre  énoncé  de  la  proposition  du  n"  lOVO. 

PROBLÈME. 

1042.  Mener  à  l'ellipse  une  tangente  par  un  point  donné, 

i"  Supposons  cV abord  le  point  donné  m  sur  la  courbe.  Si  l'on  mène 
'fig.  532)  Tordonnée  mV  et  si  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  en  M 

Fi{T.  532. 


avec  le  cercle  principal,  la  tangente  MT  menée  en  M  à  ce  cercle  sera  le 
rabaitement  de  la  tangente  menée  au  cercle  auxiliaire  (1037)   par  le 
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point  qui  a  pour  projection  w;  et  comme  le  point  T,  pied  de  la  tangente 
sur  l'axe,  ne  varie  pas  pendant  la  rotation  autour  de  AA',  c'est  en  ce 
même  point  que  la  tangente  au  cercle  auxiliaire  perce  le  plan  de  projec- 
tion. La  projection  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe  étant  tan- 
gente à  la  projection  de  cette  courbe  (862),  et  le  point  T  étant  à  lui- 
même  sa  propre  projection,  pour  avoir  la  tangente  à  l'ellipse  donnée  au 
point  w,  il  suffira  de  tracer  la  droite  mT.  On  peut  donc  opérer  directe- 
ment à  l'aide  du  cercle  principal,  sans  remonter  au  cercle  auxiliaire. 

2'*  Soit  maintenant   le  point   donné  R  extérieur  h  V ellipse  [_fig.  533). 

Fig.  533. 


R  est  la  projection  d'un  certain  point  du  plan  du  cercle  auxiliaire,  et 
il  s'agit  de  trouver  le  rabattement  de  ce  même  point  sur  le  plan  du  cercle 
principal.  Pour  cela,  menons  les  droites  RBK  et  B,  K.  Le  point  K  étant 
sur  Taxe  et  le  point  B,  étant  le  rabattement  du  point  dont  B  est  la  pro- 
jection, la  droite  B,  K  est  le  rabattement  de  la  droite  de  l'espace  qui  a 
pour  projection  RBK.  Le  point  cherché  R,  se  trouve  donc  à  la  fois  sur 
B,K  et  sur  l'ordonnée  RP  (1037). 

R,  étant  déterminé,  il  ne  reste  plus  qu'à  mener  par  ce  point  des  tan- 
gentes R,MT,  R,M'T',  au  cercle  principal.  Les  droites  TR  et  T'R  sont 
alors  les  deux  tangentes  (ju'on  peut  mener  par  le  point  R  à  l'ellipse  pro- 
posée, et  les  points  de  contact  ni  et  m'  de  ces  tangentes  sont  à  leurs  ren- 
contres avec  les  ordonnées  des  points  M  et  M'  par  rapport  aux  axes  AA' 
et  BB'. 

PROBLÈME. 

10i3.  Mener  à  r  ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée 
[fS-  534). 

Soit  OD  la  droite  donnée.  Elle  est  la  projection  d'une  certaine  droite 
du  plan  du  cercle  auxiliaire,  et  il  s'agit  de  trouver  le  rabattement  de 
cette  même  droite  sur  le  plan  du  cercle  principal.  Pour  cela,  menons  la 


LIVRE   VUI.   —   LES    COURBES    USUELLES.  329. 

droite  quelconque  BNK  qui  coupe  OD  en  N  et  l'axe  AA'  en  K.  La  droite 
B,K  étant  le  rabattement  de  la  droite  de  l'espace  qui  a  pour  projection 
BNK,  le  point  N,,  rabattement  du  point  dont  N  est  la  projection,  se  trouve 
à  la  fois  sur  B,Ket  sur  l'ordonnée  du  point  N.  Le  point  N,  élanl  déter- 
miné, la  droite  ON'iD,  est  le  rabattement  cherché. 

Fig.  534. 


II  ne  reste  plus  alors  qu'à  mener  au  cercle  principal,  parallèlement 
à  OD, ,  les  tangentes  MT  et  M'T'.  Les  droites  T/n  et  T'///',  tracées  paral- 
lèlement à  OD,  seront  les  tangentes  demandées,  et  leurs  points  de  con- 
tact /fi  et  /;/'  se  trouveront  sur  les  ordonnées  des  points  de  contact  M  et  M'. 

SCOLIE. 

10 ii.  Les  constructions  précédentes  (1012,  1013)  n'exigent  pas  que 
l'ellipse  soit  tracée  :  il  suffit  que  ses  axes  soient  donnés. 

PROBLÈME. 
1045.  Connaissant   les  axes  d'' une  ellipse^   construire  ses  points  ci  in- 
tersection avec  une  droite  donnée  [Jîg.  535). 

Fijr.  535. 


Soit  DD'  la  droite  donnée.  Il   s'ngit  de  trouver  le  rabattement  de  la 
droite  dont  DD'  est  la  projection.  Nous  mènerons  par  le  point  B  "une 
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droite  quelconque  BCK  qui  coupe  DD'  au  point  C  et  l'axe  AA'  au  point  K. 
La  droite  B,K  étant  le  rabattement  de  la  droite  projetée  en  BCK,  le  ra- 
battement C,  du  pointe  se  trouve  à  la  fois  sur  B, K  et  sur  Tordonnée  du 
point  C.  D'ailleurs,  le  point  L  où  DD'  rencontre  l'axe  AA'  appartenant  au 
rabattement  cherché,  on  l'obtiendra  immédiatement  en  traçant  la  droite 
LC,.  Cette  droite  coupe  le  cercle  principal  en  deux  points  M  et  M',  et  les 
ordonnées  de  ces  points  coupent  DD'  aux  deux  points  demandés  m  et  m'. 

THÉORÈME. 

i046.  Tous  les  diamètres  de  f  ellipse  sont  des  lignes  droites  passant 
par  son  centre. 

On  entend  par  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée.  Dans  le  cercle,  tout  dia- 
mètre est  une  droite  perpendiculaire  au  système  de  cordes  qu'il  divise  en 
deux  parties  égales  (103)  ou  qui  lui  est  conjugué. 

Cela  posé,  tout  système  de  cordes  parallèles  du  cercle  a  pour  projec- 
tion un  système  de  cordes  parallèles  de  l'ellipse  projection  du  cercle.  Les 
milieux  'des  cordes  du  cercle  étant  sur  un  même  diamètre,  les  projec- 
tions de  ces  milieux  ou  les  milieux  des  cordes  correspondantes  de  l'el- 
lipse sont  sur  une  même  droite  projection  du  diamètre  du  cercle,  c'est- 
à-dire  passant  par  le  centre  de  l'ellipse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

1047.  RÉCIPROQUEMENT,  toute  droite  passant  par  le  centre  de  V ellipse 
est  un  diamètre  de  la  courbe;  car  elle  est  la  projection  d'un  certain  dia- 
mètre du  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection.  Les  cordes  conjuguées  au 
diamètre  de  l'ellipse  sont  les  projections  des  cordes  conjuguées  au  dia- 
mètre correspondant  du  cercle. 

Corollaires. 

1048.  Deux  diamètres  sont  dits  conjugués,  quand  chacun  d'eux  fait 
partie  du  système  de  cordes  conjugué  à  l'autre.  Dans  le  cercle,  deux 
diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Pour  avoir  des  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipse  projection  du  cercle,  il  faut  donc  projeter 
deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle;  chacun  des  diamètres  obtenus 
en  projection  divisera  alors  en  deux  parties  égales  les  cordeà  parallèles 
à  l'autre. 

Les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  jouissent  d'importantes  propriétés. 
[Voir  l'Appendice.)  y,  "^^  1 

1049.  La  tangente  à  l'extrémité  d'un  diamètre  du  cercle,  étant  perpen- 
diculaire à  ce  diamètre,  est  parallèle  au  système  de  cordes  qui  lui  est 
conjugué.  Il  en  résulte  que  la  tangente  à  l'extrémité  dhui  diamètre  de 
V ellipse  est  parallèle  au  système  de  cordes  conjugué  à  ce  diamètre. 

JOoO.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  à  un  cercle  par  un  point  extérieur, 
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le  diamètre  mené  à  leur  point  de  concours  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  la  corde  qui  joint  leurs  points  de  contact.  Par  suite,  si  ron 
mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  par  un  point  extérieur ,  le  diamètre 
mené  à  leur  point  de  eoncours  passe  par  le  milieu  de  la  corde  (pii  unit 
leurs  points  de  contact. 

1051.  En  considérant  la  parabole  comme  la  limite  d'une  ellipse  (1010) 
dont  l'un  des  foyers  et  le  sommet  voisin  coïncident  avec  le  foyer  et  le 
sommet  de  la  parabole,  mais  dont  l'autre  foyer  et  par  suite  le  centre  se 
transportent  à  l'infini  sur  le  grand  axe  de  la  courbe,  on  voit  que  la  para- 
bole a  pour  diamètres  toutes  les  droites  parallèles  à  Vaxe. 

Les  propriétés  de  l'ellipse  démontrées  aux  n"*  lOiO  et  iOoO  appar- 
tiennent aussi  à  la  parabole  limite.  Ces  propriétés  vont  nous  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

La  parabole  étant  rapportée  au  système  cVaxes  obliques  formé  par 
un  diamètre  et  la  tangente  à  son  extrémité,  dans  ce  nouveau  système 
d^axeSf  la  sous-tangente  est  encore  double  de  l'abscisse  du  point  de  con- 
tact (1024). 

Fig.  536. 


En  effet,  soient  [fg.  536)  la  tangente  ky  et  le  diamètre  kx  pris  pour 
axes  coordonnés  ;  menons  la  tangente  MT  en  un  point  quelconque  M  de 
la  parabole.  Si,  par  le  point  d'intersection  G  des  tangentes  A  r  et  MT,  on 
mène  une  parallèle  à  Aa-,  cette  parallèle  coupera  la  corde  AM  en  son 
milieu  (lOoO);  le  point  G  est  donc  le  milieu  de  TM.  AGj  étant  parallèle 
à  l'ordonnée  MP,  le  point  A  est  alors  le  milieu  de  la  sous -tangente  TP. 

THÉORÈME. 

10?>2.  Vaire  de  V ellipse  est  la  moyenne  proportionnelle  des  aires  des 
cercles  construits  sur  ses  deux  axes  comme  diamètres. 
L'ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont  ia  et  ib.  peut  être  regardée  comme 
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la  projection  orthogonale  d'un  cercle  de  diamètre  in^  dont  le  plan  fait 

avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  V  tel  que  cosV  =  -(1033).  D'après  un 

théorème  connu  (707),  on  obtiendra  alors  l'aire  de  l'ellipse  en  multi- 
pliant l'aire  du  cercle  par  cosV.  On  trouve  ainsi,  pour  l'expression  de 
cette  aire,  • 

T.nh^  c'est-à-dire     y/ixà^T.b^. 

théorème'. 

1053.  L'aire  cVun  serment  parabolique  est  les  deux  tiers  du  par  al  lé  la - 
gramme  qui  a  pour  côtés  la  corde  et  la  flèche  du  segment,  cette  flèche 
étant  mesurée  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  corde  du  segment. 

Soit  [flg.  537)  le  segment  parabolique  MAM,  déterminé  par  la  corde 
MM,.  Prenons  pour  axes  coordonnés  le  diamètre  kx  conjugué  à  cette 
corde  et  la  tangente  parallèle  A  r.  Évaluons  d'abord  l'aire  de  la  portion 
MAP. 

Fig.  537. 


Inscrivons  dans  l'arc  AM  une  ligne  brisée  MM'M"...A  et,  par  les  som- 
mets de  cette  ligne  brisée,  menons  à  la  courbe  les  tangentes  MT,  M'T',.... 
jusqu'à  la  rencontre  du  diamètre  kx\  menons  aussi  les  ordonnées  MP, 
M'P',...,  des  sommets  de  la  ligne  brisée. 

Comparons  le  trapèze  MM'P'P  au  triangle  correspondant  GTT'.  Si  l'on 
mène  par  le  sommet  G  du  triangle  une  parallèle  GH  à  A.r,  elle  passera 
par  le  milieu  I  de  la  corde  MM'  (4050).  La  perpendiculaire  abaissée  du 
milieu  du  côté  MM'  sur  le  côté  PP'  du  trapèze  MM'P'P  est  donc  égale  à 
la  hauteur  du  triangle  GTT'.  Pour  avoir  le  rapport  de  leurs  aires,  il  suffit 
alors  [Questions  proposées,  386)  de  comparer  le  côté  PP'  du  trapèze  à  la 
b:ise  TT'  du  triangle.  Or  (d051  )  AT  =  AP  et  AT'  =:n  AP',  d'où  TT'  =  PP'. 
Le  triangle  est  donc  la  moitié  du  trapèze.  Et  comme  on  peut  répéter  le 
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même  raisonnement  pour  cliaque  trapèze  et  pour  le  triangle  correspon- 
dant, la  somme  des  trapèzes  reste  toujours  égale  au  double  de  la  somme 
des  triangles.  La  limite  de  la  première  somme  étant  Taire  MAP  et  la  limite 
de  la  seconde  l'aire  MAT,  l'aire  MAP  est  les  deux  tiers  du  triangle  total 
MTP  ou  du  parallélogramme  équivalent  APMQ. 

L'aire  M,  AP  étant  de  même  les  deux  tiers  du  parallélogramme  APM,  Q^ , 
l'aire  cherchée  MAM,  est  enfin  les  deux  tiers  du  parallélogramme  MQQ,  M, , 
(}ui  a  pour  côtés  la  corde  MM,  du  segment  ou  le  double  de  l'ordonnée 
MP  et  la  flèche  de  ce  segment  ou  l'abscisse  AP. 

§  V.  -  SECTIONS  PLANES  DU  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

THÉORÈME. 

lOoi.  La  section  d^u/i  cône  circulaire  droit  par  an  plan  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole. 

i"  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  génératrices  du 
rône  sur  une  mente  nappe  [Jig.  538). 


Menons  le  plan  méridien  (857,  3°)  du  cône,  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  sécant  AMA';  il  coupera  le  cône  suivant  les  deux  génératrices  SA  et 
SA' qui  font  entre  elles  \ angle  au  sommet  de  la  surface,  et  le  plan  sécant 
suivant  la  droite  AA'.  Dans  le  plan  méridien  considéré,  construisons  les 
circonférences  0  et  0'  qui,  situées  de  part  et  d'autre  de  AA',  sont  à  la 
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fois  tangentes  aux  génératrices  SA  et  SA'  et  à  la  droite  AA'  qu'elles  tou- 
chent aux  points  F  et  F',  Si  Ton  fait  tourner  le  plan  méridien  autour  de 
l'axe  SO,  ces  deux  circonférences  engendreront  deux  sphères  tangentes  à 
la  surface  conique  suivant  les  parallèles  (857,  3°)  BC  et  B'C,  et  tangentes 
au  plan  sécant  en  F  et  en  F'. 

Ceci  posé,  prenons  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe  d'intersection  ; 
menons  les  droites  MF,  M' F'  et  la  génératrice  SM  qui  coupera  en  G  et  en 
G'  les  parallèles  BC,  B'C.  La  droite  MF  étant  tangente  à  la  sphère  0  (778), 
on  a  { 770)  MF  =  MG.  On  a  de  même,  par  rapport  à  la  sphère  0',  MF'  =  MG'. 
Par  suite, 

MF  -+-  MF'  =  MG  -F  MG'  =  GG'  =  BB'  =  const. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  propriétés  rappelées,  on  a 

BB'=AB-i-AB'=AF-+-AF'    et    BB'=:  CC'=  CA'-h  A'C'=:  A'F  + A'F'. 

Il  en  résulte  évidemment 

AF=:A'F'    et    BB'  =  AA'. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  ellipse  ayant  AA'  pour  grand  axe  et  les 
points  F  et  F'  pour  foyers. 

Si  l'on  trace  A' H  parallèle  à  BC,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 
ellipse.  En  effet, 

AF'=AB'    et    HB'  =  A'C'  =  AF. 

Les  plans  des  parallèles  BC,  B'C,  prolongés  jusqu'à  la  rencontre  du 
plan  sécant,  le  coupent  suivant  deux  droites  DE,  D'E',  perpendiculaires 
au  plan  méridien  considéré  (561).  Si  l'on  mène  le  parallèle  LL'  de  la 
surface  qui  passe  par  le  point  M,  son  intersection  avec  le  plan  sécant  est 
de  même  dirigée  suivant  l'ordonnée  MP  de  ce  point  par  rapport  au  grand 
axe  AA',  et  PD  représente  la  distance  du  point  M  à  la  droite  DE.  Les 
triangles  APL,  ADB,  AA'H,  évidemment  semblables,  donnent  alors 

BL  ou  MF      AB       AH 

—  PD—^ÂD  =  ÂÂ^  ="""''• 

Ainsi,  les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse  trouvée  au  foyer  F  et  à 
la  droite  DE  sont  entre  elles  dans  un  rapport  égal  à  l'excentricité  (950) 
de  la  courbe.  La  môme  démonstration  s'applique  au  foyer  F'  et  à  la  droite 
D'E'.  Les  droites  DE,  D'E',  sont  appelées  les  directrices  Aq  la  section. 

2°  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes  du  cône 
(/^.  539). 

On  a  alors 

MF' -  MF  =  MG'  -  MG  =  GG'  =^  BB'  =  const.; 
d'ailleurs, 

BB':=.AB'  — AB:=  AF'  — AF    et    BB'=  CC'  =  A'C- A'C  =  A'F- A'F'. 
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Il  en  résulio  évidemment 

AF=  AT'    et    BB'=AA'.      • 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  /n/jerboie,  ayant  kK'  pour  axe  tra/fsverse 
et  les  points  F  et  F'  pour  foyers. 


Si  l'on  trace  A'H  parallèle  à  B'C,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 
hyperbole.  En  effet, 

AB'=AF'    et    B'H  =  C'A'=  A'F'. 

Les  droites  DE  et  D'E',  intersections  des  parallèles  BC,  B'C,  avec  le 
plan  sécant,  sont  les  directrices  de  l'hyperbole.  Le  rapport  des  distances 
du  point  M  au  foyer  F  et  à  la  droite  DE  est  égal  à  l'excentricité  de  la 
courbe.  C'est  ce  que  les  triangles  semblables  APL,  ADB,  AA'H,  montrent 
immédiatement. 

3**  Supposons  le  plan  sécant  parallèle  à  Vune  des  génératrices  du  cône 
(./%.  540). 

Ayant  mené  le  plan  méridien  LSL'  perpendiculaire  au  plan  sécant,  ce  der- 
nier se  trouve  parallèle  à  la  génératrice  SL'  et  est  alors  coupé  par  le  plan 
méridien  suivant  une  droite  AP  parallèle  (.^00)  à  cette  génératrice.  Dans 
le  plan  méridien,  construisons  la  circonférence  0,  tangente  aux  généra- 
trices principales  en  B  et  en  C,  et  à  la  droite  AP  au  point  F.  Si  Ton  fait 
tourner  la  figure  autour  de  l'axe  SO,  la  sphère  engendrée  par  la  circonfé- 
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rence  0  est  tangente  au  cône  suivant  le  parallèle  BG  et  touche  en  F  le 


plan  sécant. 


Cela  posé,  prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  courbe  d'intersection  ; 
menons  la  droite  MF  et  la  génératrice  SM  aui  coupe  en  G  le  parallèle  BC 
de  la  surface;  menons  également  le  parallèle  LL'  de  la  surface  qui  passe 
par  le  point  M  et  qui  rencontre  le  plan  sécant  suivant  l'ordonnée  MP  de 
ce  point  pai*  rapport  à  AP.  On  aura  toujours 

MF  =  MG  =:  BL. 

D'ailleurs,  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  parallèle  BC  est  une 
droite  DE  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  PD  représente  la  distance 
du  point  M  à  la  droite  DE.  Les  deux  triangles  APL,  ABD,  étant  isocèles, 
puisqu'ils  sont  tous  deux  semblables  au  triangle  SLL',  on  aura 

PD  =  BL,    c'est-à-dire    MF  =  PD. 

La  cnuj'he  obtenue  est  donc  une  parabole  ayant  le  point  F  pour  foyer  et 
la  droite  DE  pour  directrice. 

Corollaires. 

1055.  Ce  théorème  permet  de  réunir  les  trois  courbes  étudiées  jusqu'ici 
sous  la  dénomination  de  sections  coniques. 

Les  propriétés  de  ces  courbes,  relativement  à  leurs  foyers  et  à  leurs 
directrices,  conduisent  à  la  définition  générale  suivante  :  Le  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  (  foyer  )  et  à  une 
droite  fixe  [directrice)  est  constant^  est  une  section  conique. 

Suivant  que  le  rapport  donné  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  l'unilé, 
la  courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 
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i056.  Les  sphères  considérées  dans  la  démonstration  précédente  peu- 
vent, tout  en  restant  inscrites  au  cône,  cesser  d'élre  tangentes  au  plan 
sécant  qui  les  coupe  alors  suivant  deux  cercles.  Les  mêmes  raisonnements 
étant  applicables  à  ce  cas,  on  arrive  à  cette  proposition  :  Z<?  lieu  des  points 
tels,  (juc  le  rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces  points  à 
un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes  points  à  une  droite  fixe  soit 
constant^  est  une  section  conique  dont  la  nature  dépend  de  la  valeur  de 
ce  rapport  comparée  à  l'unité  (i05o). 

PROBLÈME. 

i057.  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée  sur 
un  cône  de  révolution  donné. 

1°  Si  l'on  se  reporte  à  \d.fig.  538,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  le  grand  axe  AA'  de  l'ellipse  donnée  et  sa  distance  focale  AH,  ainsi 
que  l'angle  AHA',  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné. 
La  question  revient  donc  à  construire  un  triangle  avec  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux.  Comme  l'angle  donné  est  opposé  au  plus  grand 
des  deux  côtés  donnés,  ce  triangle  est  complètement  déterminé  (d58). 
Quand  il  sera  construit,  on  élèvera  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  A'H,  et  la  surface  conique  engendrée  par  AH  en  tournant  autour  de 
cette  perpendiculaire  sera  coupée  suivant  l'ellipse  donnée  par  un  plan 
mené  suivant  AA'  perpendiculairement  au  plan  du  triangle  AA'H.  On  peut 
donc  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cône  donné. 

1°  Si  Ton  se  reporte  à  la /î]^.  53g,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  l'axe  transverse  AA'et  la  distance  focale  AH  de  l'hyperbole  donnée, 
ainsi  que  l'angle  AHA',  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône 
donné.  Comme  cet  angle  est  opposé  ici  au  plus  petit  des  deux  côtés  don- 
nés, le  problème  peut  avoir  deux  solutions  ou  n'en  avoir  aucune  (do8). 
Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  AA'  surpasse  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  A  sur  HA',  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en  appelant  i^  l'angle  au  som- 
met du  cône  et  en  posant  (077)  AA' =  '2<7,  AH  =  ar, 

2«>2ccosS    ou    cos&<-. 
'        c 

Mais  si  l'on  appelle  2  9  l'angle  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  pro- 
posée, on  a  évidemment  (992) 

fi 

-  =z  cosO. 

c 

La  condition  cherchée  est  donc 

cosfJ  <  cosO 

ou,  puisqu'il  s'agit  d'angles  inférieurs  à  un  droit, 

^>  0   'ou    2[5>  2O. 

II.  22 
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Donc,  pour  pouvoir  pincer  une  hyperbole  donnée  sur  un  cône  de  révo- 
lution donné,  il  faut  que  Veinule  au  sommet  du  cône  surpasse  celui  des 
deux  angles  des  asymptotes  de  V hyperbole  cjui  comprend  la  courbe. 

S*'  Si  l'on  se  reporte  à  la  fig.  54o,  on  voit  que  la  droite  OA  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  SO,  d'après  la  détermination  du  point  0  et  le  paral- 
lélisme des  droites  SL'  et  AP.  Dans  le  triangle  rectangle  OBA,  on  connaît 

FD 

par  suite  le  côté  AB  =  AD  =  -^5  demi-paramètre  de  la  parabole  donnée 

(4005),  et  l'angle  BAO  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône 
donné.  Ce  triangle  est  donc  complètement  déterminé  (34).  L'ayant 
construit,  on  élèvera  OS  perpendiculaire  sur  OA ,  et  la  surface  conique 
engendrée  par  la  rotation  de  AB  autour  de  SO  sera  coupée  suivant  la  pa- 
rabole donnée  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  celui  du  triangle 
OBA  et  passant  par  la  droite  AP,  tracée  de  manière  que  AO  soit  la  bissec- 
trice de  l'angle  SAP.  On  peut  donc  toujours  placer  une  parabole  donnée 
sur  un  cône  donné. 

SCOLIES. 

1058.  Le  sommet  d'un  cône  de  révolution  s'éloignant  à  l'infini  dans  la 
direction  de  l'axe,  ce  cône  dégénère  en  cylindre  de  révolution.  Un  cylindre 
circulaire  droit  est  donc  coupé  suivant  une  ellipse  par  un  plan  sécant 
quelconcpie  (  1 054,  i  °  ) . 

C'est  ce  qu'on  démontrera,  au  reste,  directement  en  adoptant  la  même 
marche  que  précédemment.  Cette  marche  permettra  de  déterminer  le 
grand  axe,  les  foyers  et  les  directrices  de  la  section  proposée.  On  en 
déduira  facilement  que  toutes  les  ellipses  trouvées  en  coupant  par  un  plan 
riuelconque  un  cylijidre  de  révolution^  ont  pour  petit  axe  le  diamètre  de 
ce  cylindre. 

On  peut  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  de  l'évolution 
donné  (1057,  1°),  lorsque  le  petit  axe  de  V ellipse  est  égal  au  diamètre 
du  cylindre. 

THÉORÈME. 

1059.  Si  Von  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  par  un  pla/t, 
la  projection  de  Vintersection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  de  la 
surjace  est  une  section  conique  [Jig.  54 1). 

On  appelle  surface  gauche  de  révolution  la  surface  engendrée  par  une 
droite  non  située  dans  un  même  plan  avec  l'axe  autour  duquel  elle  tourne. 
Le  plus  petit  parallèle  de  la  surface,  engendré  par  la  plus  courte  distance 
de  la  génératrice  à  l'axe  (539),  porte  le  nom  de  cercle  de  gorge  de  la 
surface.  La  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge 
est  tangente  à  ce  cercle,  car  cette  génératrice  étant  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  du  cercle  de  gorge,  il  en  est  de  môme  de  sa  projec- 
tion (533). 
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Cela  posé,  représentons  la  surface  par  son  axe  OX.  son  cercle  de  j^orge 
OG  et  l'une  de  ses  génératrices  GG'.  Coupons-la  par  un  plan  IlLR.  Si  ce 
plan  rencontre  en  M  la  génératrice  GG',  M  sera  un  point  de  la  courbe  d'in- 
tersection. Sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  sera  en  P,  sur  la 


tangente  GP  à  ce  cercle.  La  génératrice  faisant  un  angle  constant'>avec  le  J^"*^ 

plan  du  cercle  de  gorge,  le  rapport  de  PG  à  MP  reste  constant.  it^r 

Menons  par  le  point  M  la  ligne  de  plus  grande  pente  ^\\\  (553,  556)  du 

plan  HLR,  par  rapport  au  plan  du  cercle  de  gorge,  et  traçons  la  droite  PH.  J      ^A 

La  droite  MH  faisant  de  même  un  angle  constan^avec  le  plan  du  cercle  de  Jjj>  ' 

gorge,  le  rapport  de  PH  à  MP  reste  constant;  le  nipport  de  PG  à  PH  est  ^f* 
donc  aussi  constant,  et  le  théorème  est  démontré  (  1050). 

Corollaire. 

4060.  Si  le  rayon  du  cercle  de  gorge  devient  nul,  la  surface  gauche  de 
révolution  dégénère  en  un  cône.  Donc,  la  projection  d'une  section  conique 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône  de  révolution  sur  lequel  elle 
est  placée  ^  est  une  section  conique  dont  Vun  des  foyers  est  la  projection 
du  sommet  du  cône  sur  le  plan  de  projection  et  dont  la  directrice  cor- 
respondante est  la  projection  sur  le  même  plan  de  r intersection  du  plan 
sécant  avec  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan 
de  projection . 

En  se  reportant  aux  n"'  1057  et  1058,  on  verra  facilement  qu'on  peut 
toujours  construire  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  soit  jorpendiculaire 
à  un  plan  donné,  pris  pour  plan  de  |)rojection,  et  sur  lequel  se  trouve 
placée  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée.  Il  n'en  est  pas  de  môme 
pour  l'ellipse,  mais  on  peut  toujours  construire  un  cylindre  de  révolution 
dont  l'axe  soit  perpendiculaire  au  plan  de  projection  et  sur  lequel  se  trouve 
placée  une  ellipse  donnée.  Comme  un  cercle  est  au^si  une  section  conique, 
on  parvient  à  ce  théorème  :  La  projection  d'une  section  conique  sur  un 
plan  quelconque  est  une  section  conique. 

22. 
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PROBLÈME. 
4061.   Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  on  connaît  Vexcen- 
tricité  -,  F  un  des  foyers,  et  deux  points  ou  deux  tangentes  ou  une  tan- 
gente et  son  point  de  contact. 

Nous  résolvons  ce  problème  pour  montrer  de  quelle  utilité  peut  être  la 
considération  des  directrices. 

i**  Soient  F  le  foyer  donné,  A  et  B  les  deux  points  donnés;  déterminons 
les  longueurs  r  et  r'  par  les  conditions 

AFc       BFr 

—  —  '         r  • — ■     7 
r        a         r         a 

puis  décrivons  deux  circonférences  des  points  A  et  B  comme  centres  avec 
les  rayons  r  et  r'.  La  directrice  correspondante  au  foyer  F  sera  une  tan- 
gente commune  aux  circonférences  décrites.  En  abaissant  sur  cette  tan- 
gente DE  une  perpendiculaire  FD  et  en  marquant  sur  cette  perpendicu- 


laire les  deux  points  A  et  A'  qui  la  divisent  dans  le  rapport  -i  on  aura 

l'axe  focal  AA'  de  la  section  conique  ;  sa  distance  focale  FF'  s'obtiendra 

c 
en  prenant,  dans  le  sens  convenable,  suivant  la  valeur  de  -5  A'F'  =  AF. 

La  question  sera  alors  ramenée  à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
connaissant  ses  axes. 

2°  Soient  F  le  foyer  donné,  MT,  M'T',  les  deux  tangentes  données 
(Jlg,  542).  Déterminons  les  points  ^  et  <}>'  symétriques  du  foyer  par  rap- 
port à  ces  tangentes.  La  perpendiculaire  indéfinie  KF'  élevée  à  <po'  par  son 

Fig.  542. 


milieu  K  est  un  lieu  de  second  foyer  F'  (962,  988).  Ce  second  foyer  fait 
également  partie  du  lieu  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points 

fixes  F  et  (p  est  égal  à  -•  Nous  déterminerons  donc  les  points  G  et  G'  qui 
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divisent  F^p  dans  ce  môme  rapport,  et  sur  GG'  comme  diamètre  nous 
décrirons  (19i)  une  circonférence  qui  coupera  KF'  au  point  cherché.  Il 
ne  restera  plus  qu'à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant 
la  dislance  focale  FF' et  l'axe  focal  F'©  de  la  courbe. 

3°  Soient  F  le  foyer  donné  et  MT  la  tangente  donnée  qui  doit  loucher 
la  conique  au  point  donné  M.  Déterminons  le  symétrique  a^  du  foyer  par 
rapport  à  MT;  en  joignant  «p  M,  nous  aurons  un  lieu  du  second  foyer  F'  (9()3, 
080).  Divisons  comme  précédemment  (2°)  F«p,  aux  points  G  et  G',  dans 

c 
le  rapport  donné  -•    La  circonférence  décrite  sur  GG'  comme  diamètre 

a 

viendra  couper  en  F'  la  droite  cpM  prolongée,  et  le  problème  sera  résolu. 


§  VI.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'HÉLICE. 

DÉFINITION    ET    TRACÉ    I)E    LA.    COURBE. 

1062.  Considérons  un  cylindre  circulaire  droit  indéfini'  ayant 
pour  génératrice  la  droite  GG'  [fis^.  543).  Si  l'on  enroule  l'angle 
indéfini  RA  a  sur  la  surface  cylindrique,  de  manière  que  le 
côté  Aa  s'appli(jue  exactement  sur  la  section  droite  qui  passe 
par  le  point  A,  la  courbe  que  le  côté  AR  trace  en  s'appliquant 
sur  la  surface  est 'une  hélice. 

Fig.  543. 


Dans  le  mouvement  indiqué,  les  perpendiculaires  abaissées 
des  différents  points  de  AR  sur  A  a  coïncident  avec  les  diffé- 
rentes génératrices  du  cylindre.  Si  la  longueur  A  a  est  égale  à 
celle  de  la  circonférence  de  la  section  droite  du  cylindre,  le 
point  a  venant  rejoindre  le  point  A,  le  point  R  vient  se  pla- 
cer en  R,  sur  la  génératrice  GG',  à  une  distance  AR,  du  point  A 
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égale  à  Ba.  On  peut  alors  répéter  pour  le  point  B  ce  qu'on 
vient  de  dire  pour  le  point  A.  Si  la  parallèle  B(3  à  A  a  lui  est 
égale,  le  point  C  de  la  droite  AB,  qui  se  projette  en  (3  sur  B(3, 
viendra  se  placer  au  point  C,  de  la  génératrice  GG',  qui  est  tel 
que  l'on  ait  B,C.  =  C^  =  AB,,  etc. 

Les  portions  égales  de  l'hélice  qui  correspondent  ainsi  aux 
divisions  égales  de  la  droite  indéfinie  AD,  dont  les  projections 
sur  le  plan  de  la  section  droite  du  cylindre  ont  des  longueurs 
égales  à  celle  de  la  circonférence  de  cette  section  droite,  s'ap- 
pellent spires. 

Les  longueurs  égales  ABi,BiC,,  etc.,  interceptées  par  deux 
spires  successives  sur  une  génératrice  quelconque  d{i  cylindre, 
représentent  le  pas  de  l'hélice.  Changer,  en  effet,  la  généra- 
trice sur  laquelle  on  mesure  le  pas,  c'est  prendre  un  autre 
point  de  la  surface  cylindrique  pour  origine  de  l'hélice,  sans 
rien  changer  aux  conditions  précédentes. 

10G3.  En  remarquant  que  l'hélice  se  reproduit  par  spires 
identiques  qui  commencent  et  se  terminent  d'une  manière 
continue  sur  une  même  génératrice,  on  peut  concevoir  autre- 
ment la  génération  de  l'hélice. 

Faisons  glisser  le  tria?igle  BC(3  sur  BB,  et  amenons-le  en 
B1C2B;  amenons  de  même  le  triangle  CDy  en  CD.Cî,  etc.  Si 
l'on  enroule  ces  triangles  sur  la  surface  cylindrique,  les  droites 
parallèles  AB,  B.Cz,  C,D2,  etc.,  engendreront  séparément  les 
différentes  spires  de  l'hélice. 

En  supposant  donc  le  cylindre  développé  (732)  suivant  le 
rectangle  indéfini  GG'G.G',  {fig.  543),  en  divisant  à  partir  du 
point  A  la  génératrice  GG'  en  parties  égales  à  Ba,  en  menant 
par  les  points  B,,  C,,  D,, . .  . ,  ainsi  obtenus,  des  parallèles  à  AB 
jusqu'à  la  rencontre  de  G, G',,  et  en  enroulant  la  figure  for- 
mée sur  le  cylindre,  les  droites  distinctes  AB,  B,C2,  C.Dj,. .  ., 
reproduiront  l'hélice  continue  tracée  par  l'enroulement  de  la 
droite  indéfinie  ABCD. ... 

1064-.  Si  l'on  considère  un  point  quelconque  M  de  la  pre- 
mière spire  de  l'hélice  {fi^.  543)  et  si  l'on  conçoit  la  généra- 
trice Ml*  qui  passe  par  ce  point  et  qui  rencontre  en  P  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  menée  par  l'origine  A  de  l'hélice,  la 
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longueur  MP  est  Vordonnée  y  du  point  M  et  l'arc  AP  est  son 
abscisse  cutvili^ne  x. 

Comme  le  f»oint  M  peut  appartenir  à  une  spire  quelconque, 
son  abscisse  curviligne  peut  dépasser  un  nombre  quelconque 
de  circonférences.  Soit,  par  exemple  (/?^.  543),  le  point  p.  situé 
sur  la  troisième  spire  et  sur  la  même  génératrice  que  le 
point  M;  il  correspond  au  point  ^^  de  la  droite  ABCD.  . . ,  tel 
que  Ct:,  =  AP,  =arc  AP.  Son  abscisse  curviligne  est  donc 
égale  à  deux  fois  la  circonférence  de  la  section  droite  plus 
l'arc  AP,  et  son  ordonnée  à  deux  fois  le  pas  Ba  plus  MP. 

THÉORÈME. 

10G5.  L'ordonnée  d'un  point  de  V hélice  est  proportionnelle 
à  son  abscisse  curviligne  {Jlg,S^?>). 

Prenons  un  point  quelconque  p.  sur  l'hélice  et  menons  son 
ordonnée  j  =  /jt.P.  Quand  on  déroulera  le  c^'lindre,  le  point  u. 
viendra  eh  //.,  sur  la  droite  ABCD.  .  .  ;  les  ordonnées  p.iPa  et  aP 
seront  égales,  ainsi  que  l'abscisse  recliligne  xVPa  et  l'abscisse 

curviligne  .r  =  AA'QAA'QAP.  Le  rapport  ^-^  étant  constam- 

.   '     1                        B  a         A     ,         , ,  .  , 

ment  égal  au  rapport -r — == (en  désignant  par  rie  rayon 

du  cylindre  et  par  h  le  pas  de  l'hélice),  il  en  est  de  même  du 

.  r 
rapport"-  • 

Corollaire. 

1066.  La  propriété  exprimée  par  ce  théorème  peut  servir 
de  définition  à  l'hélice.  11  est  facile  de  voir  en  effet  que,  si 
une  courbe  tracée  sur  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution 
jouit  de  celte  propriété,  elle  provient  de  l'enroulement  d'une 
certaine  droite  sur  la  surface,  c'est-à-dire  qu'elle  est  une 
hélice. 

Soit  (^^.544)  l^T  courbe  AMB,  ;  pour  deux  points  quel- 
conques M  et  M'  de  celte  courbe,  on  a  la  relation 

MP_>rF 

AP  ~~Â^' 

Si  l'on  suppose  qu'on  développe  alors  la  surface  du  cylindre 
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dans  le  plan  langent  suivant  la  génératrice  AB,  (861),  la  cir- 
conférence de  la  section  droite  en  A  s'appliquera  sur  la  droite 
Aa  nienée  perpendiculairement  à  AB,  dans  ce  plan,  et  les 

Fig.54/}. 


arcs  AP  et  AP'  seront  rectifiés  en  APi  et  AP', .  Les  points  M 
et  M'  viendront  d'ailleurs  se  placer  en  M,  et  M',  sur  les  per- 
pendiculaires élevées  à  Aa  en  P,  et  P', ,  et  l'on  aura 

M.P,=:MP,    m;p',=m'P'. 

MP       M' P' 

Puisque  par  hypothèse  -^-5  =  "Tïjr'  ^'^  ^"^'"^  aussi 

M. P.  _M,P; 
AP.  "   AP'.  ' 

et  les  points  A,  M,,  M',,  seront  en  ligne  droite. 

THÉORÈME. 

1067.  La  sous-tangente  en  un  point  de  l'IiéUce  est  égale  à 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point  [Jig,  545). 

Fig.  545. 


A'-^ 


La  sous-tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  base,  de  la  portion 
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de  tangenle  en  ce  point  comprise  entre  son  point  de  contact 
et  sa  trace  sur  le  plan  de  la  base. 

Considérons  sur  la  courbe  les  deux  points  voisins  M  et  M', 
dont  les  ordonnées  sont  MP  et  M' P'  et  les  abscisses  curvilignes 
AA'AP  et  AA'AF.  On  a  (1065) 

MP     _    M  P^ 
^''  ÂÂ^ÂP  "~  AA'AP' ' 

Prolongeons  la  corde  MM' jusqu'au  point  T  où  elle  rencontre 
forcément  le  plan  de  la  base,  puisque  l'on  a  M'P'>MP.  Ce 
point  T  appartiendra  au  prolongement  de  la  corde  PP'  de  la 
circonférence  de  base.  Les  deux  triangles  semblables  MTP, 
M'TP',  donnent  alors 

MPM^F 

TP  ""  ÏP'  ' 

Par  suite,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

TP  TP'  ,       ,    .  TP  —  TP  TP' 

c  est-a-dire 


A A'AP  ~  AA' AP'  '      ---—"-      AP'  -  AP       AA'AP' 

On  peut  écrire  cette  dernière  égalité  sous  la  forme 

TP'     _  corde  PP^ 
AA'AF  ~     arc  PP' 

Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M 

regardé  comme  fixe,  le  point  P' se  rapproche  indéfiniment  du 

point  P.  La  sécante  M'MT  devient  la  tangente  M0  à  l'hélice 

au  point  M;  la  sécante  P'PT  devient  à  la  fois  la  tangente  en  P 

au  cercle  de  base  et  la  sous-tangente  P0  au  point  M.  La  limite 

corde  PP' 

du  rapport .,.,.     étant  l'unité  (289),  on  a  finalement 

^^         arc  PP' 

TP'     _     PQ     _ 
AA'AP  ""  AA'AP  ~  '' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaires. 

1068.  Le  rapport  -   étant    constant   (1065),  le  rapport   de 
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l'ordonnée  d'un  point  à  la  sous-tangente  de  ce  point  est  aussi 
constant.  Le  triangle  MP0  étant  alors  toujours  semblable  à 
lui-même,  la  tangente  à  V hélice  fait  un  angle  constant,  aussi 
bien  avec  les  génératrices  du  cylindre  qu'avec  le  plan  d'une 
section  droite.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires. 
Comme  on  a 

2'=  A, 

X        -y-Tir 

si  l'on  désigne  par  /  [fig-  544)  l'angle  suivant  lequel  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  coupées  par  l'hélice,  on  a 

27rr 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hélice,  il 
suffit  donc  de  mener,  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  en  ce 
point,  une  droite  faisant  l'angle  i  avec  la  génératrice  qui  passe 
par  ce  point. 

On  peut  aussi  prendre,  à  partir  du  point  P  pied  de  l'ordon- 
née du  point  M,  sur  la  tangente  à  la  base,  une  longueur  PÔ 
égale  à  l'arc  AP  rectifié,  et  joindre  le  point  Q  au  point  M. 

1069.  Si  l'on  enroule  un  fil  sur  une  courbe  quelconque,  une 
de  ses  extrémités  étant  fixée  en  un  point  de  la  courbe;  puis 
qu'on  le  déroule  en  le  tendant  constamment  dans  la  direction 
des  tangentes  à  la  courbe,  son  extrémité  libre  décrit  une  déve- 
loppante delà  courbe  proposée  qui,  à  son  tour,  est  la  déve- 
loppée de  la  courbe  obtenue. 

Le  lieu  des  points  Q  ou  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice 
sur  le  plan  de  la  base  est  une  développante  de  cercle.  La  sur- 
face formée  parles  tangentes  elles-mêmes  est  connue  sous  le 
nom  d'héliçoïde  développable. 

SCOLIE. 

1070.  Tout  ce  qui  précède  s'applique  sans  modifications  aux 
cylindres  droits  k  bases  quelconques.  Il  faut  seulement  s'ap- 
puyer sur  ce  théorème  :  La  limite  d'un  arc  de  courbe  quel- 
conque à  sa  corde  est  l'unité,  lorsque  l'arc  tend  vers  zéro. 
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§  VII.  -  APPENDICE. 

Divisions  homographiqucs. 

1071.  On  donne  le  nom  de  division  à  une  suite  quelconque  de  points 
situés  en  ligne  droite.  Sur  celte  droite,  qu'on  a[)j^e\\e  base  de  Indivision, 
on  choisit  à  volonté  une  origine  fixe  a,  et  l'on  indique  sans  ambiguïté  la 
position  d'un  point  quelconque  ///  en  donnant  le  segment  rt/n  en  grandeur 
et  en  signe. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Géométrie,  on  est  conduit  à 
considérer  deux  divisions  dont  les  points  se  correspondent  un  à  un  sui- 
vant une  loi  déterminée  ;  on  appelle  alors  honiologurs  deux  points  cor- 
respondants quelconques,  et  on  les  désigne  par  une  même  lettre,  non  ac- 
centuée pour  le  point  de  la  première  division,  et  affectée  d'un  accent  pour 
le  point  de  la  seconde.  Soient  L  et  L'  les  deux  bases  [Jt^;.  546),  m  et  m' 
deux  points  homologues,  a  l'origine  prise  sur  la  base  L  et  b'  l'origine 
choisie  sur  la  base  L'  (*);  la  loi  suivant  laquelle  les  points  homologues 
des  deux  divisions  se  correspondent  s'exprimera  alors  par  une  équation 
entre  les  segments  am  et  b'  m'. 

On  dit  que  deux  divisions  sont^/io/nof^rnp/iirjacs  lorsque  l'équation  qui 
exprime  la  loi  de  correspondance  des  points  homologues  ///  et  m'  est  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacun  des  segments  am  et  b'/n\  c'est-à- 
dire  est  de  la  formé 

(i)  k.ani.b' m'  -h  B.«w  -+-  Cb'ni'  -h  D  =  o, 

A,  B,  C,  D,  étant  des  constantes  données. 

Deux  divisions  lioino^japhicuics  dhine  troisième  sont  homo^^raphiciues 
entre  elles;  car,  soit  une  autre  division  homograpliique  de  la  première; 
en  désignant  par  c"  l'origine  et  par  m"  Ihomologue  do  ///,  on  aura 

A , . am .  c"  m"  -+-  B, .  am  -h  C, .  c"  m"  -h  D,  =  o , 

et  comme  l'élimination  de  am  entre  les  deux  relations  précédentes  con- 
duit évidemment  à  une  équation  de  même  forme  entre  b' m'  et  c" m'\  les 
deux  divisions  engendrées  par  les  points  ///'  et  m"  sont  homogra()hiques. 
Souvent,  au  lieu  de  donner  les  quantités.  A,  B,  C,  D,  on  donne  des 
couples  de  points  homologues.  Or,  l'équation  (i)  ne  renferme  en  réalité 
que  trois  coefficients  arbitraires,  qui  sont  les  rapports  de  trois  quelcon- 
ques des  quantités  A,  B,  C,  D,  à  la  quatrième  ;  d'ailleurs,  donner  un  couple 
de  points  homologues,  c'est  donner  une  valeur  de  am  et  la  valeur  cor- 


*     .Nous  supposons,  pour  plus  de  généralité,   que  les  origines  a   el   h' 
sont  pas  nécessairement  deux  points  homologues. 
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respondante  de  b' in\  c'est-à-diçe  une  équation  du  premier  degré  entre 
les  trois  rapports  considérés.  Pour  déterminer  ces  rapports,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  d'avoir  trois  équations  de  ce  genre,  c'est-à-dire  de 
connaître  trois  couples  de  points  correspondants.  Ainsi  deux  divisions  ho- 
mograpJuqiœs  sont  déternnnécs  par  trois  couples  de  points  Jiomologues. 

1072,  Écartons,  pour  le  moment,  le  cas  particulier  où  A  est  nul,  en 
nous  réservant  de  l'étudier  plus  tard  ;  nous  pourrons  alors  diviser  par  A, 
et  la  relation  homographique  (i)  prendra  la  forme 

{ 1  )  am  A)'  ni'  —  \.  am  —  p. .  Z>'  /;/  +  v  =  o. 

Les  coefficients  ).  et  [t.  ont  des  significations  géométriques  remarquables. 
Nous  désignerons  toujours,  dans  la  suite,  par  I  le  point  de  la  première 
division  qui  est  l'homologne  du  point  situé  à  l'infini  dans  la  seconde,  et 
par  J' le  point  de  la  seconde  division  qui  répond  à  l'infini  de  la  première. 
Si^  dans  la  relation  (2),  on  fait  am  infini  après  avoir  divisé  par  am,  on 
trouve 

b'i'—'k—o^     d'où    X  =  Z^'J', 

et  l'on  a,  de  même,  en  faisant  b'm'  infini, 

a\  —  pt.  =  0,     d'où     w.  =  <7l. 

La  relation  homographique  (2)  peut  être  transformée  de  bien  des  ma- 
nières. Voici  les  deux  autres  formes  les  plus  utiles  : 
1"*  L'équation  (2)  peut  s'écrire 

[am  —  p )  ( b' m'  —  \)  =  /  , 

k  étant  une  constante  ;  en  remplaçant  alors  \  et  a  par  les  valeurs  ci-dessus. 
on  trouve 

(3)  \m.y  m'  =  /?",  * 

formule  très-usuelle,  car  dans  les  applications  on  détermine  en  général 
très-aisément  les  points  I  et  J'. 

2"  Soient  ^,  b,  r,  trois  points  choisis  à  volonté  dans  la  ])remière  divi- 
sion; a\  b\  c\  leurs  homologues  dans  la  seconde,  et  w,  m',  un  quatrième 
couple  quelconque  de  points  correspondants.  La  relation  (3)  donne 

la  =  -—■;      lcz=z——^^      dou     ca=la  —  le  =  — 


i'a''  ]' c  J'rt'.J'r' 

En  formant  les  valeurs  analogues  de  cb,  ma,  mb,  et  les  portant  dans 
l'expression  du  rapport  anharmonique 

,    ,       ,  ca      ma 

abcm  )     ou     — r   :  — -,  1 
cb      mu 

on  trouve 

( 4         [abcm  )  -=  [a  b  c  m  J,     c  est-a-dire     -7  :  — 7-  =  -7-77  I   —777  • 
^  '       ^  '  cb      mb       c'b       m  b 
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Il  résulte  de  cette  nouvelle  forme  de  l'équation  homograpliique  que, 
pour  que  deux  (lnHsions  soient  hoino^raphi<iues ,  il  faut  et  il  suffit  que 
quatre  points  quelconques  de  la  première  (dent  leur  rapport  anharmo- 
nique  é^nl  a  celui  des  quatre  points  homologues  de  la  seconde.  C'est  cette 
propriété  que  M.  Chasles,  à  qui  Ton  doit  la  théorie  si  simple  et  si  féconde 
des  séries  homograpliiques,  prend  pour  point  de  départ  dans  sa  Géomé- 
trie supérieure. 

Fig.   54G. 


1073.  Deux  divisions  abcdmn . . . ,  r/,  />,  c^  r/,  /;/,  //,...,  sont  dites  en  per- 
spective lorsque  les  droites  bb^ ,  rr, ,  rW, . . . ,  qui  joignent  les  points  homo- 
logues, concourent  en  un  même  point  S  {^g.  540). 

Deux  divisions  en  perspective  sont  /lomograp/iiques,  car  (312)  le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  points  quelconques  de  l'une  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  homologues  de  l'autre.  Le  point 
d'intersection  («,«,)  des*deux  bases  L  et  L,  est  alors  un  point  homologue 
commun.  Réciproquement,  si  deux  divisions  honiographiques  abcd. . . , 
a^b^c^d^...  ont  un  point  homologue  commun  («,«,),  ces  deux  divisions 
sont  en  perspective  ;  ce  théorème  fondamental  n'est  que  la  proposition  du 
n**  317  avec  un  autre  énoncé. 

1074,  Examinons  maintenant  le  cas  où  A  est  nul.  La  relation  homogra- 
phique  (i)  se  réduit  alors  à 

^.aiti  -hC.b'm' -+-  D  =  o, 

ou,  comme  B  et  C  ne  sauraient  être  nuls  à  la  fois,  à 

am  =  X  [b' m'  —  h), 

h  et  /-  étant  deux  constantes.  Lorsque  m  est  en  a,  le  premier  membre 
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s'annule,  et  comme  m'  coïncide  alors  avec  l'homologue  a'  de  a,  on  voit 
que  h  =  b'a'  et,  par  suite,  que  l'équation  précédente-  peut  s'écrire 

ani  —  k[b'ni'  —  b'a')     ou     aiu  =  f,.(i'm'. 

Donc  les  deux  droites  L  et  L'  sont  divisées  en  parties  proportionnelles. 
On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  deux  divisions  homographiques  sont  sem- 
blables. 

Dans  deux  divisions  semblables,  les  points  h  Vinfini  sont  homologues  ; 
car,  d'après  l'équation  précédente,  am  et  ri'/?^' deviennent  infinis  en  même 
temps.  Réciproquement,  deux  divisions  homograpliicpies  dont  les  points  à 
Vinfini  se  correspondent  sont  semblables  ;  car  si  dans  l'équation  (i),  préa- 
lablement divisée  par  am.b'm\  on  fait  à  la  fois  <7w  et  b' m' 'm{\m%,  on 
voit  que  A  =  o. 

Lorsque  le  coefficient  /•  qui  figure  dans  la  relation  précédente  est  égal 
à  ±  I,  les  deux  divisions  sont  dites  égales;  elles  sont  égales  et  de  même 
sens  pour  h  r=  \,  égales  et  de  sens  contraires  pour  k  =  —  i. 

•  Divisions  homograpliicpies  de  même  base. 

1075.  Deux  divisions  homographiques  peuvent  être  situées  sur  une 
même  droite  L  ;  on  appelle  alors  point  double  tout  point  de  cette  droite 
qui,  considéré  comme  appartenant  à  la  première  division,  coïncide  avec 
son  homologue  de  l'autre  division. 

Deux  divisions  homographiques  de  même  base,  (jui  ont  trois  points  dou- 
bles, coïncident  ;  car  «,  b,  r,  étant  les  troi^  points  doubles,  et  (w,  m')  un 
couple  quelconque  de  points  homologues,  l'égalité  des  rapports  anharmo- 
niques  [abcm]  et  [abcm')  exige  que  m  et  m'  coïncident.  Il  suit  de  là  que 
deux  divisions  homograpliirjues  distinctes  et  tracées  sur  une  même  droite 
ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  doubles. 

i076.  Avant  d'étudier  plus  complètement  la  question  des  points  dou- 
bles, il  importe  de  faire  connaître  la  manière  dont  on  détermine  simul- 
tanément la  position  de  deux  points  sur  une  droite,  ce  qui  amènera  na- 
turellement quelques  réflexions  sur  le  rôle  des  imaginaires  en  Géométrie. 

Soient  [fig.  100)  0  une  origine  fixe  sur  une  droite  X'X,  A  et  B  deux 
points  quelconques  de  cotte  droite,  et  I  leur  point  milieu;  on  a  tou- 
jours (305),  quelle  que  soit  la  situation  relative  de  ces  points, 

(i)  -(OA-hOB)  ^01,     OA.OB  =Ôï'  — Âî'- 

Le  produit  OA.OB  est  dit  la  puissance  de  Vorigine  0  par  rapport  au 
couple  (A,  B). 
Cela  posé,  si  l'on  désigne  par/^  la  distance  01  do  l'origine  au  milieu  du 
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couple  (A,  B)  et  par 7  la  puissance  de  Torigine  par  rapport  à  ce  couple, 
les  segments  OA  et  OB  seront  les  racines  de  l'équation 

x^  —  ipx  -\-  fj  =  o. 

Les  nombres />  et  rj  sont  dits  les  t'irments  du  couple  (A,  B)  ;  leur  con- 
naissance diHermine  simultanément  les  points  A  et  B. 

Les  nombres  donnés  p  et  7  étant  réels,  les  segments  OA  et  OB  seront 
réels  ou  imaginaires  (conjugués),  selon  que  p- — 7  sera  positif  ou  né- 
gatif; dans  le  dernier  cas,  les  deux  points  A  et  B  cessent  d'exister,  et  l'on 
dit  qu'ils  sont  inmgi/utires. 

Deux  points  imaginaires  peuvent  avoir  des  relations  réelles  avec  des 
points  réels  ;  ce  sont  des  relations  contenant  d'une  manière  symétrique 
les  segments  imaginaires  conjugués,  de  telle  sorte  que,  tous  calculs  effec- 
tués, il  ne  reste  plus  que  des  équations  entre  les  éléments  réels/.»  et  7 
du  couple  imaginaire.  Soient,  par  exemple,  deux  cou[)les  de  points  (A,  B), 
(C,  D),  situés  sur  une  même  droite  ;  le  premier  couple  est  réel  et  défini 
par  l'équation 

x'  —  ipx  +  7=0, 

dans  laquelle  p^  est  supérieur  à  7;  le  second  couple  est  imaginaire  et 
répond  à  l'équation 

x'^  —  ip'x  -\-  q'  z=z  o, 

dans  laquelle  p'"^  est  inférieur  à  7'.  Ces  quatre  points  pourront  former  une 
figure  harmonique,  c'est-à-dire  qu'on  pourra  avoir  la  relation 

CÂ  .  DA       _ 
'""^  CB  •  Wb~       '' 

(}ui,  tous  calculs  effectués,  revient  à 

(3)  q^q'^ipp'. 

La  relation  (2)  n'a  pas  de  sens  explicite;  on  n'y  doit  considérer  les 
segments  que  comme  des  symboles  qui,  traités  par  les  règles  ordinaires 
de  l'Algèbre,  conduisent  à  la  relation  (3);  en  d'autres  termes,  les  rela- 
tions telles  que  (2)  ne  sont  que  des  manières  symboliques,  plus  ou  moins 
commodes,  d'écrire  des  équations  telles  que  (3)  entre  des  éléments  réels. 

En  Géométrie,  comme  en  Algèbre,  l'introduction  des  imaginaires  per- 
met de  généraliser  les  énoncés,  évite  les  subdivisions,  et  leur  emploi 
transitoire  peut  fournir  des  démonstrations  élégantes  et  rapides. 

1077.  Revenons  maintenant  à  l'élude  de  deux  divisions  homographi- 
ques  de  même  base. 

Rapportons  les  deux  divisions  à  une  origine  commune,  et,  pour  plus  de 
simplicité,  choisissons  pour  cette  origine  le  milieu  0  des  deux  points  I 
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et  J'  homologues  de  l'infini  {fig.  547);  on  aura  alors  OJ'  :=  —  01,  c'est-à- 
dire  (1072)  >.  =  —  i^A,  et  l'homographie  des  deux  divisions  s'exprimera 
par  l'équation 

Oni.Oin'  —  l[Om  —  Om')  -f-v  =  o, 
ou 

(4)  Om.Om'  -+-l.mni'  -\- -ij  ~  o. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  ).  =  OJ'  =  —  01  ;  et,  pour  avoir  la  signifi- 
cation géométrique  de  v,  il  suffit  de  supposer  que  m  est  en  0;  car  alors, 
m' coïncidant  avec  l'homologue  0'  de  0,  l'équation  (  4  )  donne  'k .  00'  4-  v  =:  o, 
d'où  v  =  -OJ'. 00'-- 01.00'. 

Cela  posé,  cherchons  les  points  doubles.  Pour  qu'un  point  m  soit  double, 
c'est-à-dire  pour  qu'il  coïncide  avec  son  homologue  /«',  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait,  en  vertu  de  l'équation  (4), 
2 


O,n-Jrv==o      ou      Om  =  ±\/Or.OO'. 

On  conclut  de  là  que- deuj:  divisions  homogrophiques  de  même  base  ont 
deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  et  que  le  milieu  des  points  dou- 
bles coïncide  avec  le  milieu  du  segment  W  formé  par  les  homologues  de 
l  ''infini. 

Fig.  547. 


rr-^ 


Les  points  doubles  sont  imaginaires  lorsque  les  segments  OJ'  et  00'  ont 
des  signes  contraires,  c'est-à-dire  lorsque  0'  et  J'  sont  de  part  et  d'autre 
de  0.  Ils  sont  réels  lorsque  0'  et  J'  sont  d'un  même  côté  du  point  0  ; 
dans  ce  cas,  en  menant  paf  0  une  tangente  au  cercle  décrit  sur  O'J' 
comme  diamètre,  puis  rabattant  cette  tangente  OT— y/OO'.OJ' sur  la 
droite  L  en  0^?  et  0/,  on  aura  les  deux  points  doubles  e  et/. 

4078.  Etant  données  deux  divisions  homographiques  de  même  base, 
et  a'  et  a^  désignant  les  homologues  d'un  même  point  cjuelconque  a  consi- 
déré successivement  comme  appartenant  à  la  première  et  à  la  seconde 
division,  le  conjugué  harmonique  a.  du  point  a  par  l'apport  aux  points 
doubles  e  et  f  est  le  même  que  par  rapport  aux  points  a'  et  a^. 

En  effet,  0  étant  le  milieu  ûnè  points  doubles,  l'homographie  des  deux 
divisions  s'exprime  par  l'équation  (4),  qu'on  peut  écrire 

Om.Om'  —  Oa.Ox  =  —  l.mm', 
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puisque,   a  étant  le  conjugué  harmonique  de  n  par  rapport  aux  points 
e  et/,  on  a 

v  =  0^''=0^^.0:'.. 

En  exprimant  que  a'  eit  rhomolo;^ue  de  a  considéré  comme  appartenant 
à  la  première  division,  et  que  r/,  est  l'homologue  de  a  considéré  comme 
appartenant  à  la  seconde  division,  il  vient  donc 

Oa.Ç^a'  —  0<7.0a  =  —  X.aa'     ou     Oa.oLfi'  =  —  l.fifi\ 
Ori^.Oa  ~  On.Ox  :=  — l.a/t     ou     0/7.a<'/,  =  >./^//7,  , 

d'où,  en  divisant, 

oca'  _       na' 

ce  qui  prouve  que  a  est  conjugué  harmonique  de  a  par  raj>port  à  «'  et  à«,. 
Ce  théorème  permet  de  construire  le  conjugué  harmonique  d'un  point 
par  rapport  aux  deux  points  doubles,  sans  connaître  ces  points  doubles. 

1079.  Pour  que  dcua:  divisions  hoinograpliifiues  de  mente  hase  soient 
semblables,  il  faut  et  il  suffit  (1074)  (jue  l'un  des  points  doubles  soit  à 
V  infini. 

On  voit  immédiatement  que  :  i''  pour  que  deux  divisions  soient  égales 
et  de  même  sens,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  points  doubler  soient  à 
Vinfîni;  'i°  pour  que  deux  divisions  soient  égales  et  de  sens  contraires, 
il  faut  et  il  suffit  t  que  Vun  des  points  dotibles  soit  à  Cinftni  et  (pie  le  second 
point  double  soit  le  milieu  de  tous  les  segments  nnn'  formés  par  deux  points 
homologues  quelconques . 

Faisceaux  honiographiques. 

1080.  On  donne  le  nom  àe  faisceau  à  un  système  quelconque  de  droites 
issues  d'un  même  point  et  situées  dans  un  même  plan  (311  ). 

On  dit  que  deux  faisceaux  sont  honiographiques,  lorsqu'on  peut  trouver 
deux  droites  L  et  L'  qui  les  coupent  suivant  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Il  est  clair  {\\x'alors  toute  section  rectiligne  L,  du  premier  faisceau 
sera  homographique  d^unc  section  rectiligne  quelconque  L',  du  second 
faisceau;  car,  les  divisions  L  et  L,  étant  en  perspective  sont  homogra- 
phiques  (1073)  ;  il  en  est  de  même  de  L'  et  L', ,  et  comme  L  et  L'  sont 
homogra|)hiques  par  hypothèse  et  que  deux  divisions  liomogra|)hiques 
d'une  troisième  sont  homographiques  entre  elles  (1071),  les  deux  divisions 
L,  et  L',  sont  homographiques. 

Pour  que  deux  faisceaux  soient  homographiques,    il  faut  et   il  suffit 
que  quatre  droites  quelconques  du  premier  aient  le  même  rapport  anhar- 
monique  que  les  quatre  droites  homologues  du  second  (310  et  1072,  i°). 
II.  23 
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Deux  faisceaux  hnmoo^raphicjucs  sont  déterminés  par  trois  couples  de 
rajons  homologues  (1071  ). 

Quand  deux  fcdsccaux  homngî-apJdcjues  ont  un  rayon  homologue  com- 
mun, les  autj'es  rayons  homologues'  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  ligne 
droite  :  c'est  le  théorème  fondamental  du  n^  315  avec  un  autre  énoncé. 

1081 .  Deux  faisceaux  honiographiques  de  même  centre  ont  toujours  deux 
rayons  doubles  [réels  ou  imaginaires)^  c'est-à-dire  deux  rayons  tels,  que 
chacun  d'eux  considéré  comme  appartenant  au  premier  faisceau  coïncide 
avec  son  homologue  dans  le  second  faisceau.  On  obtient  ces  rayons  en  joi- 
gnant le  centre  commun  des  deux  faisceaux  aux  points  doubles  des  deux 
divisions  homographiques,  déterminées  par  les  deux  faisceaux  sur  une 
transversale  arbitraire. 

Lorsc^iCun  angle  tourne  autour  de  son  sommet  S  [fig-  548),   ses  deux 

Fig.  5/|8. 


côtés  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  concentriques,  car  les 
angles  du  premier  faisceau  étant  respectivement  égaux  à  ceux  du  second^ 
quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau  ont  (314)  le  môme  rap- 
port anharmonique  que  les  quatre  homologues  du  second.  Les  rayons 
doubles  de  ces  deux  faisceaux  sont  évidemment  imaginaires,  et  il  importe 
de  remarquer  que  la  position  de  ces  rayons  doubles  imaginaires  est  indé- 
pendante de  la  grandeur  de  V angle.  En  effet,  soit  L  une  transversale 
quelconque  et  l'SI,  O'SO,  J'SJ,  trois  positions  de  l'angle  donné  relatives, 
la  première  au  cas  où  le  second  côté  est  parallèle  à  L,  la  seconde  au  ca& 
où  le  premier  côté  est  perpendicidaire  à  L,  et  la  troisième  au  cas  où  le 
premier  côté  est  parallèle  à  L.  Tout  revient  à  trouver  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  homographiques  que  les  côtés  de  l'angle 
tracent  sur  L.  Or,  I  et  J'  sont  les  homologues  de  l'infini  de  ces  deux 
divisions,  et  0,  qui  est  évidemment  leur  milieu,  est  le  milieu  des  points 
doubles  ;  ces  points  sont  donc  de  part  et  d'autre  de  0  à  une  distance 

éiiale  (1077)  à  _^ 

s/OJ'.ÔÔ'=v^-OJ'.0'0. 

Mais  puisque  O'SO  =  J'SJ,  l'angle  O'SJ'  est  droit,  et  l'on  a 

0'0.0J'=:SÔ'; 
donc,  la  distance  du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égale  à  SO-v/""^  J 
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d'où  l'on  voit  qu'elle  dépend  de  la  dislance  de  la  transversale  L  au  som- 
met S  de  l'angle,  mais  en  aucune  manière  de  l'angle  tournant. 

Réciproquement,  ior.u/ur  deux  divisions  hoDio^rdpItifjucs  de  me  me  base 
ont  leurs  /joints  doubles  i/naginaires,  on  j>eut  considérer  ees  deux  dici.^/o/fs 
comme  tracées  par  im  certain  ans^le  de  grandeur  constante  tournant 
autour  de  son  sommet.  En  effet,  I  et  J'  étant  les  homologues  de  l'infini, 
0  leur  milieu  et  0'  son  homologue,  décrivons  une  circonférence  sur  O'J' 
comme  diamètre,  jusqu'à  la  rencontre  S  (ou  S,]  de  la  perpendicuhiire 
élevée  par  0  sur  la  base  L.  L'angle  OSO'  en  tournant  autour  du  point  S 
tracera  sur  L  deux  divisions  homographiques  dont  (0,  0'),  (!,<»  ),  (co  ,  J') 
seront  trois  couples  de  points  homologues;  car  si  l'on  mène  l'S.)  paral- 
lèle à  L,  les  angles  OSJ,  O'SJ',  l'SO,  étant  droits,  les  angles  JSJ',  O'SO,  l'SI, 
seront  égaux.  Donc  ces  deux  divisions,  ayant  trois  couples  de  points  ho- 
mologues communs  avec  les  deux  divisions  proposées,  ne  diffèrent  pas  de 
celles-ci. 

Intersection  dhiue  droite  et  d'un  cercle.  —  Points  circulaires  à  Vinjini. 

4082.  Il  résulte  du  n"  314  que  :  i°  lorst/aun  point  mobile  m  décrit 
un  cercle,  les  droites  Pw,  P'//7,  qui  joignent  ce  point  à  deux  points  fixes , 
P  et  P',  pris  à  volonté  sur  la  circonférence ,  forment  deux  faisceaux 
hoinographicpies ;  'i°  lorscpi'une  droite  mobile  enveloppe  un  cercle,  elle 
trace  sur  deux  tangentes  fixes  de  ce  cercle  deux  divisions  homogra- 
phifjues. 

Une  droite  cpœlconque  L  du  plan  cVun  cercle  G  rencontre  toujours  la 
circonférence  en  deux  points  [réels  ou  imaginaires) \  car,  les  deux  divi- 
sions homographiques  tracées  sur  L  par  les  rayons  P///,  P'//?,  des  deux 
faisceaux,  ont  toujours  deux  points  doubles  (réels  ou  imaginaires).  Le 
milieu  des  deux  points  d 'intersection  est  toujours  réel  :  c'est  la  projection 
0  du  centre  G  du  cercle  sur  la  droite  L;  car  si  l'on  choisit  pour  les  points 
P  et  P'  [fig.  549)  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  L,  les  deux 
points  I  et  J',  homologues  de  l'infini  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques a6. . . ,  a'6'. . . ,  tracées  sur  L,  coïncident  avec  0,  i\6  sorte  que  0 
est  le  milieu  des  deux  points  doubles.  Le  carré  de  la  distance  des  deux 
points  d'intersection  au  point  0  est  égal  a  la  puissance  du  poi/ït  0  par 
rapport  au  cercle,  changée  de  signe.  Gar,  puisque  I  et  J'  sont  confondus 
avec  0,  le  produit  Oa.Oa'  est  constant  (1077),  et  le  carré  de  la  dislance 
du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égal  à  cette  constante;  or,  si  Ô 
et  ^'  sont  les  deux  points  homologues  qui  répondent  au  point  //,  milieu  du 
demi-cercle  P///P',  OS  et  0&'  sont  en  valeur  absolue  égaux  à  OP  et  à  OP', 
et  la  constante  est  égale  à  —  OP'.OP. 

1083.  On  doit  considérer  tous  les  points  à  l'infini  d'un  plan  P  comme 
situés  sur  une  même  droite  qu'on  nomme  droite  de  Vinjini.  Voici  com- 

23. 
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ment  on  est  conduit  à  cette  conception.  Soient  Q  un  second  plan  non 
parallèle  à  P,  S  un  point  fixe  extérieur  aux  plans  P  et  Q,  P'  le  plan  mené 
par  S  parallèlement  à  P,  et  enfin  D  la  droite  d'intersection  des  plans  P' 
et  0.  Toute  droite  menée  du  point  S  à  un  point  quelconque  plaré  à  l'infini 
dans  le  plan  P  est  située  dans  le  plan  P'  et,  par  suile,  perce  le  plan  Q 
sur  la  droite  D;  donc  cette  droite  D  est  la  perspective,  faite  du  point 
de  vue  S  sur  le  tableau  Q,  de  tous  les  points  placés  à  l'infini  dans  le  plan  P. 
Or,  comme  une  ligne  plane,  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  l'œil  S,  ne  peut 
avoir  pour  perspective  une  droite  qu'autant  qu'elle  est  elle-même  une 
ligne  droite  (S88),  on  doit  considérer  les  points  à  l'infini  du  plan  P  comme 
situés  en  ligne  droite. 
Cette  notion  acquise,  considérons  un  cercle  C  [fg.  549)  et  la  droite  de 

Fig.  5.19. 


l'infini  située  dans  son  plan.  P  et  P'  étant  deux  points  fixes  pris  à  volonté 
sur  la  circonférence  C,  les  rayons  Vin  et  ?' m  tracent  sur  la  droite  de 
l'infini,  quand  le  point/?/  décrit  le  cercle,  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  imaginaires  appartiennent  à  la  fois  à  la  droite  et 
au  cercle.  Or,  si  w  est  un  point  pris  à  volonté  dans  le  plan  du  cercle,  les 
parallèles  à  Vm  et  à  Y  m  menées  par  ce  point  vont  couper  la  droite  de 
l'infini  aux  mêmes  points  a  et  d  que  les  rayons  Vm  et  P'w;  d'ailleurs, 
l'angle  awa'  de  ces  parallèles  est  constant,  puisque,  en  vertu  de  la  pro- 
priété de  l'angle  inscrit,  l'inclinaison  mutuelle  des  droites  V?n  et  V m  ne 
varie  pas;  donc,  les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  de  l'infini 
sont  les  points  doubles  imaginaires  des  deux  divisions  homographiques 
tracées  sur  cette  droite,  par  un  angle  de  grandeur  constante  tournant 
autour  du  point  w. 

En  faisant  varier  la  position  et  la  grandeur  du  cercle  ainsi  que  la  posi- 
tion des  points  P  et  P'  sur  le  cercle,  on  ne  fait  que  changer  la  grandeur 
de  l'angle  qui  tourne  autour  du  point  fixe  w,  et  comme  la  situation  des 
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points  doubles  imaginaires  est  indopcndanle  (1081)  de  la  grandeur  de 
l'angle,  on  anive  à  celle  conclusion  :  Tous  les  cercles  situes  dans  un  plan 
ont  les  deux  mêmes  points  inuti^innires  communs  avec  la  droite  de  V infini 
de  ce  plan.  On  donne  d'après  cela  à  ces  deux  points,  dont  la  considération 
est  souvent  utile,  le  nom  ûq  points  circulaires  à  C infini. 

Deux  cercles  quelconques,  C  et  C,  admetlent  do.  -  la  droite  de  l'infini 
pour  corde  commune.  V!axe  radic(d  L  des  deux  cerck^s  est  une  seconde 
corde  commune;  en  ellet,  les  points  réels  ou  imaginaires  où  cet  axe 
rencontre  l'un  quelconque  di's  deux  cercles,  sont  de  part  et  d'autre  du 
point  0  à  une  dislance  égale  à  la  racine  carrée  de  la  puissance,  prise  en 
signe  contraire,  du  point  0  i)ar  rapport  au  cercle  considéré  (1082);  et 
comme,  si  L  est  l'axe  radical,  le  point  0  a  la  même  puissance  par  rap- 
port aux  deux  cercles,  on  voit  que  l'axe  radical  coupe  ces  cercles  aux 
deux  mômes  points. 

Ainsi,  deux  cercles  cpudconques  ont  toujours  quatre  points  d' intersec- 
tion situés  deux  à  deux  sur  deux  cordes  communes  réelles,  qui  sont  l'axe 
radical  et  la  droite  de  V infini.  Les  deux  points  d'' intersection  situés  sur 
Vaxe  radical  peuvent  être  tous  deux  réels  ou  tous  deux  imaginaires. 
Quand  les  cercles  sont  concentriques ,  Taxe  radicid  passe  à  Tinfini,  les 
deux  cordes  communes  se  confondent,  et  les  deux  cercles  ont  un  double 
contact  imaginaire  a  l'infini.  Ces- dernières  idées  ont  élé  émises  d'abord 
par  Poncelei  [Propriétés  pmjeetives.^  i'^  section,  chapitre  II);  mais  c'est" 
M.  Chasles  qui,  le  premier,  a  présenté  avec  rigueur  l'introduction  des 
imaginaires  en  Géométrie. 

Involution  de  deux  divisions. 

1084.  On  dit  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  L  sont 
en  involution,  lorsqu'on  peut  trouver  sur  la  droite  L  un  point  a  qui,  con- 
sidéré successivement  comme  appartenant  à  Tune  ou  à  l'autre  division,  a 
toujours  pour  homologue  le  même  point  a' . 

L'homogr.iphic  de  deux  divisions  de  même  base  s'ex|)rime  (1077)  par 
la  relation  générale 

(i)  0/w.O///' -h  OJ './///«' -h  V  z=  o, 

0  étant  le  milieu  des  points  l  et  V  dont  les  homologues  sont  à  l'infini. 

Pour  que  l'égalité 

Oc/. Or/  ^-  0.1'. /'/rt'  -f-  V  =  o 

ne  change  pas  quand  on  permute  a  et  «',  il  faut  et  il  suffit  que  0.1' —  o. 
D(.)uc,  pnur  que  deux  divisions  homographiijues  soient  en  involution,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  points  \  et  y ^  homologues  de  l'infini,  coïncident. 
La  relation  (i)  se  réduit  alors  à 

{•i)  0///.0///' =  const., 

et  la  symétrie  de  cette  équation,  par  rap[)ort  à  0///  et  à  0///',  montre  (pie 
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tous  les  couples  de  points  liomolo.!Zues  jouissent  de  la  même  propriété  que 
le  couple  [m,  m').  Ainsi,  da/is  deux  divisions  lionio^rnphi(jucs  en  involu- 
tiotiy  tout  point  considéré  successivement  comme  appartenant  a  la  pre- 
mière et  a  la  seconde  division  a  toujours  le  même  liomologue. 

Le  point  (),  où  sont  réunis  les  points  I  et  J'  et  dont  le  conjugué  est  à 
l'infini,  reçoit  le  nom  de  point  central  de  Vinvolution. 

1085.  L'équation  [%),  très-commode  à  cause  de  sa  simplicité,  est  trop 
particulière.  Lorsqu'on  veut  prendre  pour  origine  commune  des  deux 
divisions,  non  plus  le  point  central  0,  mais  un  point  quelconque  a  de  la 
base,  il  suffît  d'exprimer  dans  la  relation 

am .am'  —  \.am  —  u.ani'  -j-  v  ==  o 

que  les  points  I  et  J'  coïncident,  c'est-à-dire,  puisque  (1075)  1  =  ai'  et 
u  z=  rtl,  que  \  =  [i.  L'équalion  d'involution  est  alors 

(  3 )  am . cmi'  —  \  (  am  -h  am'  )  -j-  v  =  o. 

On  voit  qu'elle  ne  renferme  que  deux  coefficients  arbitraires  )i  et  v,  de 
sorte  qu'//  suffit  de  deux  couples  de  jmints  Iiomolo^ues  pour  déterminer 
deux  divisions  Jumiogfriphifpœs  en  involution. 

Soient  [a,  r/'),  (^,  b')^  (c,  c'),  trois  couples  de  points  homologues  de 
deux  divisions  en  involution  :  quatre  cjuelconques  de  ces  six  points  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  homologues  ; 
ainsi  l'on^a,  par  exemple,  [ahcb')=  [a'b'c'h],  car  les  deux  systèmes 
abcb'^  a'b'c'  b^  sont  homographiques.  \{éç\\iVO{\[\çmQni,  pour  que  trois  cou- 
ples de  points  («,  «'),  (^,  /;'),  [c^  c'  ),  en  ligne  droite,  soient  en  involution, 
c'est-à-dire  pour  que  les  points  c  et  c'  soient  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  homographiques  en  involution  déterminées  par  les 
deux  couples  (/?,  a')  et  [b^  b')^  il  suffit  que  quatre  de  ces  points  aient 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  homologues  ;  car,  si  l'on 
a,  par  exemple,  [abcb')  =  [a'b'c'b),  les  deux  divisions  abcb',  a'b'c'b, 
seront  homographiques  et,  au  point  /;,  considéré  tour  à  tour  comme  ap- 
partenant à  la  première  et  à  la  seconde  division,  répondra  toujours  le 
même  point  b'. 

Il  résulte  de  là  que  r involution  est  une  propriété  p/v/ective. 

'J086.  On  sait  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  ont 
deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  coïncide  avec  le 
milieu  des  points  I  et  J'  homologues  de  l'infini.  Donc,  deux  divisions  en  invo- 
lution ont  deux  points  doubles  e  et  f,  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu 
est  le  point  central  0;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  relation  [i)  qui  donne 
pour  les  segments  Oe  et  0/ relatifs  aux  points  doubles, 

0^  ^=  -h  {/'CÛi'.Thi',     0/=  —  \/Ô^07t', 
{a,  a')  étaiit  un  couple  quelconque  de  points  homologues. 
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Ces  expressions  montrent  encore  (jue  le  segment  ef,  formé  parles  deux 
points  doubles  réels  ou  imaginaires,  est  divisé  /iarmoni(juement  par  elimpte 
couple  de  points  homologues  [a,  a'),  {l),b'),...  (*  ).  Le  point  central  ayant 
même  puissance  par  rapport  à  tons  les  couples  [a,  a'),  (/;,  b'),...  de 
points  homologues,  appartient  à  l'axe  radical  de  deux  cercles  quelconques 
ayant  respectivement  pour  cordes  deux  segments  quelconques  aa',  bb'.... 
Donc  :  i"  si,  sur  les  divers  segments  aa\  bb\  ec\.  .  .  formés  par  eha(iue 
couple  de  points  homologues,  on  décrit  des  circonférences  passant  toutes 
par  un  même  point  (pielco/njue  extérieur  à  la  base,  ces  circonférences 
ont  un  second  point  comnain  et  leur  corde  commune  coupe  la  base  au 
point  central  ;  i°  les  circonférences  décrites  sur  les  divers  segments  (m\ 
bb' ,  cc\ .  .  .  comme  diamètres,  ont  pour  axe  rrulical  commun  la  /lerpen- 
diculaire  à  la  base  élevée  jxir  le  point  central. 

1087.  Actuellement,  pour  nous  rendre  compte  de  la  situation  des  points 
considérés,  distinguons  deux  cas,  suivant  que  les  points  doubles  e  et  /' 
sont  réels  ou  imaginaires. 

1°  Si  les  points  doubles  e  et  f  sont  réels,  comme  le  segment  ^'/divise 
harmoniquement  chacun  des  segments  aa\  bh',  cc\..,,  on  voit  (329) 
que  le  point  centrai  0  n'est  jamais  compris  entre  deux  points  conjugués 
qnelconques ,  tels  que  a  et  a',  et  que  deux  segments  quelconcpies  n'em- 
piètent jamais  l'un  sur  Vautre  :  ils  sont,  comme  aa'  et  bb' ,  compris 
Tun  dans  l'autre,  ou  bien,  comme  aa'  et  rt',  de  côtés  différents  de  0,  et 
par  suite  extérieurs  l'un  à  l'autre  [fg.  55o).  Les  deux  points  comnmns 

Fig.  5ôo. 
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aux  cercles  décrits  sur  aa' ^  bb',  ce',.  .  .  ,  comme  diamètres,  sont  ici  ima- 
ginaires, mais  chacun  de  ces  cercles  coupe  orthogonalement  (328)  le 
cercle  ef.  Étant  donnés  deux  couples  [a,  a')  et  [b,  b')  formant  deux 
segments  qui  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre,  il  est  aisé  de  trouver  les 
points  doubles  e  et /de  l'involution  déterminée  par  ces  deux  couples; 
sur  aa'  et  bb'  on  décrira  deux  circonférences  passant  par  un  même  point 
pris  à  volonté  hors  de  la  base;  la  corde  commune  coupera  la  base  au 


(*)   Il   résulte  de  là   que  lorsque   l'un  des  points  doubles  e  est  à  l'infini 
l'autre  point  double  f  est  le  milieu  de  tous  les  segments  aa' ,  hh' ,  et-',. . . . 
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point  central  0,  et  la  tangepte  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit  sur  aa' 
comme  diamètre  sera  le  rayon  du  cercle  ef. 

2"  .SV  ies  points  doubles  e  et  f  sont  imaginaires,  le  [)roduit  0(7.0^'  est 
négatif;  de  sorte  que  tout  couple  de  points  homologues  («,  a')  est  séparé 
par  le  point  central  0,  et  que  deux  segments  (ptelconques  aa\  bb' ,  empiètent 
Vun  sur  l'autre  [Jïg.  55 1).  Les  deux  points  P  et  P'  communs  aux  divers 
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cercles  décrits  sur  aa\  bb\  cc\ . . .  comme  diamètres  sont  donc  réels,  et 
de  chacun  des  points  P  et  P'  on  voit  les  divers  segments  aa\  l)b\  ce' . .  .  . 

sous  un  angle  droit;  on  a  d'ailleurs  OP  =  Oa.Oa'  —  —  Oe  ,  comme  on 
pouvait  le  prévoir  d'après  le  n°  1077.  Inversement,  un  angle  droit  pivo- 
tant autour  de  son  sommet  trace  sur  une  droite  cjuelconque  deux  divisions 
en  involution  cjui  n^ont  pas  de  points  doubles  et  dont  le  point  central  est 
la  projection  du  sommet  de  Vangle  sur  la  droite  (1081  ).  Élant  donnés 
deux  segments  aa'  et  bb'  d'une  involution  sans  points  doubles,  en  décri- 
vant deux  circonférences  sur  aa'  et  bb'  comme  diamètres,  on  obtiendra 
le  point  P,  et  il  suffira  de  faire  pivoter  un  angle  droit  autour  de  ce  point 
pour  avoir  tous  les  couples  de  points  homologues. 

1088.  Les  points  doubles  e  et  f  de  deux  divisions  homogj-aphicjues 
quelconques,  abc^ . .  .  ,  a'b'c',.  .  . ,  de  même  base,  forment  une  involution 
avec  chaque  système  de  deux  couples  tels  que  ab'  et  a'b;  car  on  a 

[abef)=[a'b'ef)  =  {b'a'fe]     (310), 

de  sorte  que  les  deux  figures  abef^  b' a' fe^  sont  homographiques  et  que 
le  point  6?,  considéré  tour  à  tour  comme  appartenant  à  l'une  et  à  l'autre, 
a  toujours  le  même  homologue/. 

On  conclut  de  là  (1086)  que  :  1°  les  trois  circonférences,  menées  par  un 
même  point  g  quelco/npœ  extérieur  a  la  base  et  par  les  trois  segments 
ab' ^  ba' ,  ef^  passent  toutes  trois  par  un  second  point  commun;  1"  les  cir- 
conférences décrites  sur  ab' ,  ba' ^  ef^  comme  diamètres,  ont  même  axe 
radiccd. 
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Ce  théorème  donne  le  moyen  de  construire  les  points  doubles  de  deux 

divisions  liumo.Li;raj)hi(jues  de  même  base,  déterminées  par  trois  couples 

[n,  a'),  [h,  ù'),  {(',  c  ),  de  points  homologues. 

^«^  étant  un  poinl  pris  à  volonté,  on  décrira  les  deux  circonférences  cir- 
conscrites aux  triangles  ^y/^',  ^(l'h,  qui  se  couperont  en  un  second  pointg''; 
on  décrira  de  même  les  deux  circonférences  circonscrites  aux  triangles  ^^«c', 
g(i'c\,  qui  se  couperont  en  un  second  point  g";  la  circonférence  délenninée 
par  les  points  g\  g\  g\  coupera  la  base  des  deux  divisions  aux  deux  points 
doubles  (réels  ou  imaginaires).  En  effet,  en  vertu  du  premier  corollaire, 
le  cercle  déterminé  par  les  points  doubles  r  et  f  et  par  le  point  g  doit 
contenir  les  points  g'  et  g".  —  La  construction  se  prèle  à  tous  les  cas. 

Relations  nictrijjucs  entre  trois  segments  en  i/H'oliition. 

1089.  Soient  (<'/,  a'),  [h,  ù'),  (r,  c'),  trois  couples  de  points  (ré.-ls  ou 
imaginaires)  situés  en  ligne  droite,  et 

.r-  —  1p^  j:  -h  «y,  =  o  ,     x^—  ip^.T-\-  (j.,  =  o,     x'^  —  ip^ x  -\-  fj.^~  o 

les  équations  qui  les  représentent,  en  adoptant  pour  origine  commune  un 
point  A  arbitraire  de  la  base.  Pour  que  les  trois  couples  forment  une 
involution,  il  faut  et  il  suffît  que  chacun  d'eux  satisfasse  à  la  relation 

A  m .  A  ///  —  À  (  A  //i  H-  A  /w'  )  4-  V  =  o  ; 

de  là  les  trois  équations 

<7,  —  'IJ)^  A  H-  V  =  o,     <y.^  —  9./A^  A  -f-  V  =  o,-     r/3  —  ip.^  /  -f  V  =  o, 

qui  doivent  être  satisfaites  par  les  mômes  valeurs  de  a  et  de  v.  La  con- 
dition d'involution  résulte  donc  de  lélimination  de  'k  et  de  v  entre  ces 
trois  équations;  on  trouve 

{')  7,  [P-i  —  a)  +  'Il  [Ps  -  /a)  +  'h  iPi  -  P.)  =  «• 

Cette  équation  (i)  résulterait  j)areillement  de  l'élimination  du  paramètre 
arbitraire  /  entre  les  deux  relations 

qui  peuvent  dès  lors  remplacer  la  condition  (i). 

En  vertu  de  ces  valeurs,  l'équation  x}  —  ip^x -^  (j ^=  o  peut  s'écrire 

x"^  —  -ip^  j;  -t-  </,  -h  /  {.r^  —  ip.^  .r  +  <yj  =  o  ; 

telle  est  l'équation  qui  détermine  le  troisième  couple  (r,  c')  en  fonction 
des  éléments  des  deux  premiers  («,  a']  et  (^,  b'). 

1090.  Dans  les  applications,  il  est  souvent  plus  commode  de  substituer 
aux  éléments />>, ,  //,,  yy^,  ry^»  P^i  73,  les  seginents  A*'/,  ka\  kb,  kb\  Ac, 
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Ac';  or  si  a,  3,  7,  désignent  respectivement  les  milieux  des  segments  aa\ 
bb\  cc\  on  a 

/?,=  Aa,    p,  =  A(6,    7^3  =A7, 

et  par  suite  la  condition  d'involution  (i)  s'écrit 

{2)  A<7.A«'.S7  -\-  Ab.kb' .yy.  -+-  Ac.Ac'.y.p  =  o. 

Cette  équation  fondamentale  en  donne  beaucoup  d'autres.  Par  exemple, 
si  l'on  fait  coïncider  successivement  l'origine  arbitraire  A  avec  chacun 
dès  points  <7,  n',  b,  b\  c\  c\  on  obtient  le  groupe 


(3) 


En  remarquant  que  les  équations  écrites  sur  la  même  horizontale  ont 
le  même  second  membre,  on  a  encore 

,    ab.nb'       (i'b.(i't) 

T'1 1 


ab .  ab' 

ac .  ac' 

a'b  .a'b' 
a'  c.a'  c' 

-± 

br.bc' 

h 

b'cJ)'c' 

'i'i 

ba.ba' 

-P' 

b'  a  .b'  a' 

b'x. 

ca.ca' 

7a 

"7&' 

c'  a  .c  a' 

'1% 

ch.cb' 

c' b.c  b' 

''■l'?. 

(4) 


ac. 

MC' 

bc 

.bc' 

ba 

.ba' 

en . 

.en' 

cb. 

cb' 

a  c.a  c 
b'c.b'c' 
b'  a.b'  a' 
c'  a  .c'  a' 
c'  b.c'  b' 


Enfin,  en  multipliant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  trois 
des  six  équations  (3),  prises  de  telle  façon  que  le  produit  des  seconds 
membres  soit  égal  à  i,  on  obtient 

ab' .bc' .  ca'  ^=  —  a'b.b'c.c'n, 
,  ab' .  bc .  c'a'  ■■=  —  a' b .  b' c' .  ca. 
^  ab.b'c' .ca' --=  —  a' b' .bec' a, 

ab.b'c.c'a  ~  -—  a'b'.bc'.ca. 

Faisceaux  en  insolation. 

1091.  On  dit  que  deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  sont 
en  involuiion,  lorsqu'on  peut  trouver  une  droite  qui  les  coupe  suivant  deux 
divisions  en  involulion.  Alors,  toute  autre  section  rectiligne  des  deux  fais- 
ceaux donnera  deux  divisions  en  involution  (1085). 

Dans  deux  faisceaux  en  involution,  tout  rayon  considéré  tour  a  tour 
comme   appartenant  a   F  un  et  à  l'autre  j ai  se  eau  a   toujours   le   même 
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homnloi^itc.  Inversement,  deux  fuisrcaux  homn^rnpli'umcs  de  me  me  rentre 
sont  en  involutUm  s'ile.vi.ste  un  rayon  (fut,  eonsidéré  suecessivenienl  eonnne 
appartenant  ait  premier  et  au  second  faisceau^  (ùt  toujours  le  même  ho- 
mologue (4084). 

Deux  faisceaux  en  involution  sont  déterminés  par  deux  couples  de 
rayons  honu)logues. 

Six  rayons  issus  dhin  même  point  et  cojijui^ités  deux  à  deux  sont  en 
involution  si  quatre  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  ont  même  rap- 
port anharmonifjue  rpie  leurs  conjugués;  et  alors  (piatre  (pielcompies  de  ces 
rayons  auront  même  rapport  anharmonapic  (pie  leurs  conjugués  (1085). 

Dans  deux  faisceaux  en  involution,  il  y  a  toujours  deux  rayons  doubles 
réels  ou  imaginaires;  les  rayons  doubles  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  deux  rayons  homologues  quelconques  (  1 08(>  ) . 

Un  anole  droit  tournant  autour  de  son  sommet  engendre  deux  fais- 
ceaux en  involution  dont  les  rayons  doubles  sont  imagiruiires  (1087,  'i°). 

1092.  Dans  deux  faisceaux  en  i/ivolution,  il  existe  toujours  un  couple 
de  rayons  homologues  rectangulaires. 

En  effet,  soient  /?,  <?',  b,  //,  r,  r',. . .  les  points  conjugués  deux  à  deux, 
suivant  lesquels  une  transversale  L,  prise  à  volonté,  coupe  les  deux 
faisceaux  dont  nous  désignerons  par  0  le  centre  commun.  Les  circonfé- 
rences circonscrites  aux  deux  triangles  0(ui\  Obb',  se  couperoni  en  un 
second  point  0',  qui  ne  sera  pas  symétrique  de  0  par  rapport  à  L,  à 
moins  que  les  angles  aOa\  bOb\  ne  soient  droits.  11  existera  donc  en 
général  un  cercle  unique  piissant  par  0  et  0'  et  ayant  son  centre  sur  L; 
si  n  et  //'  sont  les  points  où  ce  cercle  rencontre  la  droite  L.  n  et  //'  seront 
deux  poinls  conjugués  de  l'involution  tracée  sur  L  par  les  deux  faisceaux 
(1088),  et  l'angle  nOn'  sera  droit.  Ainsi,  il  y  aura  un  couple  unique  de 
rayons  homologues  rectangulaires.  Mais  si  les  angles  aOa\  bOb\  étaient 
droits,  0  et  0'  seraient  symétriques  par  rapport  à  L,  et  tout  cercle  pas- 
sant par  0  et  0'  ayant  son  centre  sur  L,  tous  les  autres  couples  de  rayons 
homologues  seraient  rectangulaires.  Ainsi  le  couple  de  rayons  homologues 
rectangulaires  est  unique,  à  moins  que  tous  les  couples  de  rayons  Iiomo- 
logues  ne  soient  à  angle  droit  ;  dans  ce  cas  particulier,  les  rayons  doubles 
sont  imaginaires  (1087,  2°). 

1093.  Toute  transversfde  L  menée  dans  le  plan  d^un  quadrilatère  ABCD 
rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  en  six  points,  a  et  a' , 
b  et  b' ,  c  et  c' ,  qui  sont  en  involution  [fig.  55'2)  ;  car  les  faisceaux  homo- 
graphiques  (AB,  AC,  AD,  At'),  (CB,  CA,  CD,  Ce')  déterminent  sur  L 
deux  divisions  homographiques,  et  l'on  a 

[acb'c')  =  [bca'c')     ou  (310)   '  [acb'c')  =  [a  c' bc), 

d'où  l'on  conclut  (1083)  que  les  segments  aa\  bb\  ce',  sont  en  involution. 
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Les  six  droites  menées  cVun  point  qaelconcjue  0  du  plan  d'un  quadri- 
Intère  ABCD  aux  sommets  et  aux  points  de  eoneours  E  et  F  des  côtés 
opposés,  sont  en  involution  ;  car  le  quadrilatère  OAFB.  dont  OF  et  AB  sont 
les  diagonales,  détermine,  d'après  le  théorème  précédent,  six  points  en 
involution  sur  la  transversale  DC  ;  donc,  les  droites  OA  et  OC,  OB  et  OD, 
OE  et  OF,  qui  passent  par  ces  six  points,  sont  en  involution. 

En  plaçant  le  point  0  à  l'intersection  des  deux  circonférences  décrites 
sur  AC  et  BD  comme  diamètres,  les  couples  de  rayons  homologues  OA  et 
OC,  OB  et  OD,  seront  rectangulaires;  donc,  le  troisième  couple  OE  et  OF 
le  sera  aussi  (1092),  et,  par  suite,  la  circonférence  décrite  sur  EF  comme 
diamètre  passera  par  les  deux  points  communs  aux  deux  premières; 
donc,  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagontdes  AC,  BD,  EF, 
d'un  quadrilatère  complet  comme  diamètres,  se  coupent  aux  deux  mêmes 
points  ;  d'où  l'on  peut  conclure  immédiatement  le  théorèii.é  du  n°  393. 


Fig.  552. 


Fig.  553. 


;\  16 


1094.  Qua/id  un  quadrilatère 
ABCD  est  inscrit  dans  un  cercle, 
une  transversale  quelconque  L  située 
dans  son  plan  rencontre  les  deux 
couples  de  côtés  opposés  et  le  cercle 
en  trois  couples  de  points  [a,  a'), 
[h,  //),  (<'-',/),  qui  sont  en  involu- 
tion [fig.  5  5 '2). 

En  effet,  les  droites  qui  joignent 
aux   points  fixes  A  et  C  un   point 


1095.  Quand  un  quadrilatère 
ahcd  est  circonscrit  à  un  cercle, 
si  (Cuîi  point  0  situé  dans  son  plan 
on  mène  des  droites  Oa,Ob,  Oc,  Od, 
à  ses  sommets  et  deiuK  tangentes  OE, 
OF,  à  la  courbe,  les  trois  couples  de 
droites  Oa  et  Of,  0^  et  Or/,  OE  et 
OF,  sont  en  involution  [fig.  553). 

En  elïèt,  une  tangente,  en  roulant 
sur  le  cercle,  trace  sur  les  tangentes 
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mobile  qui  décrit  la  circonférence, 
forment  deux  faisceaux  homographi- 
ques  (1082),  par  suite,  cesfaisceaux 
tracent  sur  L  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  c  et/sont  les  points 
doubles.  Dailleurs,  comme  AB  et 
CD,  AD  cl  ED,  sont  deux  couples  de 
rayons  homologues  des  deux  fais- 
ceaux ;  rt  et  ^,  b'  et  a\  seront  deux 
couples  de  points  homologues  des 
deux  divisions.  Donc  (1092),  les 
trois  couples  [a,  a').  ( />,  //),  {e,f}, 
sont  en  invo'.ulion. 

Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  côtés  opposés,  on  pourrait 
prendre  un  couple  de  côtés  opposés 
et  les  deux  diagonales;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  droites 
forment  aussi  un  quadrilatère  inscrit 
au  même  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent 
que  si  un  qundrilatère  inscrit  à  un 
cercle  se  dcfnrnic  de  telle  sorte  que 
trois  de  ses  côtés  tournent  autour  de 
trois  points  en  ligne  droite,  le  cjun- 
trièiue  côté  tourne  aussi  autour  d^un 
])oint  fixe  de  cette  droite. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Inscrire 
dans  un  cercle  un  triangle  dont  les 
trois  côtés  passent  par  trois  points 
en  lisne  droite. 
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I  fixes  ab  et  cd  deux  divisions  homo- 
graphi(iuos  (lil  i,  1080).  Les  droites 
!  menées  du  point  0  à  ces  divers  points 
1  forment  donc  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  dont  OE  et  OF  sont  les 
rayons  doubles.  D'ailleurs,  comme/'/ 
et  d,  b  et  r,  sont  deux  couples  de 
points  homologues  des   deux  divi- 
sions ;  Ort  et  0 r/,  0  /;  et  Oc,  sont  deux 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux.  Donc  (1085),  les  trois 
j  couples  0^/  et  Or,  0^  et  Od,  OE  et 
!  OF,  sont  en  involution. 

Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  sommets  opposés,  on  pourrait 
i  prendre  un  couple  de  sommets  op- 
I  posés  et  les  deux  points  de  concours 
i  e  et/des  côtés  opposés;  le  théorème 
1  subsisterait,  car  ces  quatre  points 
I  sont  aussi  les  sommets  d'un  qiiadri- 
latère  circonscrit  au  même  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent 
que  si  un  quadrilatère  circonscrit  à 
''  un  cercle  se  déforme  de  telle  sorte 
que  trois  de  ses  sommets  glissent  sur 
trois  droites  passant  par  un  même 
point,  le  quatrième  sommet  décrira 
j  aussi  une  droite  pitssant  j)ar  ce 
point. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 

solution  de  ce  problème  :    Circon^ 

scrire  à  un  cercle  un  triangle  dont 

:  les  sommets  reposent  sur  trois  droi- 

i  tes  données  et  passant  par  un  même 

I  point. 


Le  théorème  du  n**  1094  est  dû  au  célèbre  géomètre  français  Desargues 
(première  moitié  du  xvii*"  siècle);  toutefois,  les  anciens  [Collections 
matltématiques  de  Pappus)  en  ont  connu  des  cas  particuliers. 


Génération  et  classification  des  coniques. 

1096.  On  nomme  coniques  les  sections  planes  d'un  cône  quelct)nque  à 
base  circulaire. 


366. 
On  sait  que  : 

^ Lorscjaan  point  mobile  décrit  un 
cercle,  les  droites  (jui  joi^^nent  ce 
point  à  deux  points  fixes  de  la  cir- 
conférence forment  deux  faisceaux 
homographiques. 
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Lorsqu  une  droite  mobile  enve- 
loppe un  cercle,  elle  tt^tce^  sur  deux 
tangentes  fixes  de  ce  cercle,  deux 
divisions  homographiques . 


Une  conique  n'étant  que  la  projection  d'un  cercle,  et  rhomographie  de 
deux  divisions  ou  de  deux  faisceaux  se  conservant  en  projection,  on  voit 
que  : 


Lorsqu'un  point  mobile  décrit  une 
conique,  les  droites  qui  joignent  ce 
point  à  deux  points  Jixes  de  cette 
conique  forment  deux  faisceaux  ho- 
mographiques . 

1097.    RÉCIPROQUEMENT  : 

La  courbe,  lieu  des  intersections 
des  rayons  homologues  de  deux  feu s- 
ceaux  homographiques  [situés  dans 
un  même  plan)^  est  une  section  co- 
nique. 

Soient  P  et  P'  les  centres  de  deux 
faisceaux  [Jig.  554).  Observons: 

i**  Qu'une  droite  quelconque  du 
plan  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  (réels  ou  imaginaires);  car 
les  deux  divisions  déterminées  sur 
cette  droite  par  les  deux  faisceaux 
sont  homographiques;  elles  ont  donc 
deux  points  doubles  réels  ou  imagi- 
naires. 

2°  Que  la  courbe  passe  par  les 
centres  P  et  P'  des  deux  faisceaux  ; 
car  la  droite  PP'  considérée  comme 
un  ri^yon  du  faisceau  P,  rencontre 
en  P'  le  rayon  homologue  du  fais- 
ceau P'.  On  voit  de  même  qije  la 
courbe  passe  en  P. 


3°  Que  la  tangente  en  P   est  le 


Ljorscju'' une  droite  nwbile  enve- 
loppe une  coniquCy  elle  trace,  sur 
deux  tangentes  fixes  de  cette  co- 
nique, deux  divisions  homographi- 
ques. 


■      La  courbe,  enveloppe  des  droites 

i  cjui  joignent  les  points  homologues 

;  de   deux  divisions  liomographiques 

(  dont  les  bases  sont  dans  un  même 

plan),  est  une  section  conique. 

Soient  O.r  et  0/  les  bases  de  deux 
divisions  [fig.  555).  Observons  : 
I  1°  Que,  par  un  point  quelconque 
du  plan  on  peut  mener  à  la  courbe 
deux  tangentes  (réelles  ou  imagi- 
naires) ;  car  les  deux  faisceaux  con- 
centriques qu'on  obtient  en  joignant 
ce  point  aux  divers  points  des  deux 
divisions  sont  homographiques;  ils 
ont  donc  deux  rayons  doubles  (  réels 
ou  imaginaires). 

2t°  QwQ  la  courbe  est  tangente  aux 
bases  Ox  et  Oy  des  deux  divisions  ; 
car  la  droite  Ox  unit  deux  points 
homologues  des  deux  divisions ,  sa- 
voir :  le  point  0  considéré  comme 
appartenant  à  la  division  Ojr  et  le 
point  homologue  de  la  division  O.r. 
On  voit  de  même  que  la  courbe 
touche  Oy. 

3"  Que  le  point  de  contact  P  de 
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rayon  du  faisceau  P  qui  est  ilmnio- 
losue  (le  la  droite  P'P  considérée 
comme  rayon  du  faisceau  P';  car, 
lorsque  le  point  a  de  la  courbe  vient 
en  P,  le  rayon  Va  devient  tangent 
en  P  et  son  homologue  PV/  vient  se 
confondre  avec  P'P.  De  même,  la 
tangente  en  P'  est  le  rayon  du  fais- 
ceau P'  qui  est  r homologue  de  la 
droite  PP'  considérée  comme  rayon 
du  faisceau  P. 

Fig.  55/,. 
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la  tangente  0>r  est  le  point  qui,  sur 
cette  droite,  répond  au  point  O  con- 
sidéré connue  appartenant  à  la  di- 
vision Or;  car,  lorsque  la  tangente 
o(.am  se  confond  avec  0./-,  le  point/'/ 
devient  le  point  de  conlact  P  et  son 
homologue  a  arrive  en  0.  De  même, 
le  point  de  contact  P'  de  la  tan- 
gente Oy  est  r homologue  du  point  O 
considéré  comme  apjuirtenant  à  la 

\  division  Ox. 

Fig.  555. 


Cela  posé.  «  par  le  point  de  con-  | 
I)  cours  0  des  tangentes  en  P  et  ! 
I)  en  P'  à  la  courbe  considérée  P^P',  | 
I)  menons  dans  l'espace  une  droite  ' 
•)  quelconque  Oz;  dans  l'angle  zOP,  i 
»  inscrivons  un  cercle  tangent  à  OP 
»  au  point  P,  et  désignons  [)ar  Q  le 
»  point  où  ce  cercle  touche  Oz. 

»  a  étant  un  point  quelconque  de 
»  la  courbe  P<7P',  menons  Va  qui 
»  coupe  OP  en  w,  puis  Qm  qui  ren- 
»  contre  le  cercle  en  a'.  Quand  le 
»  point  a  décrit  la  courbe  ,  les 
»  droites  Va  et  Q^'  engendrent 
»  deux  faisceaux  homographiques  ; 


Cela  posé,  par  le  point  0  menons 
dans  l'espace  une  droite  quelcon- 
que Oz;  inscrivons  dans  l'angle  zOx 
un  cercle  langent  à  Ox  en  P,  et  dé- 
signons par  Q  son  contact  avec  Os. 


a  étant  un  point  quelconque  de 
la  courbe  Pr/P',  menons  la  tangente 
correspondante  qui  coupe  Ox  en  /w 
et  Ojen  a;  puis,  par  w,  menons  la 
tangente  ma'  au  cercle  Q<'/'P,  et  dé- 
signons par  a'  le  point  où  celte  tan- 
gente coupe  Oz.  Quand  le  point  a 
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))  mais  lesfiiisreaux  décrits  par P<'/ et  j  décrit  la  courbe  PrtP',  les  points  a 
»  Qa'  sont  homographiqiies  (1096),    et  m  tracent  sur  Oj  et  Oj:*  deuxdivi- 


»  et  il  en  est  de  même  par  hypo- 
»  thèse  des  faisceaux  engendrés  par 
))  P<2  et  P'û.  Donc  les  droites  P<7 
))  et  Pa'  engendrent  deux  faisceaux 
»  homographiques,  et  par  suite  les 
»  points  a  et  a',  où  les  rayons  mo- 
»  biles  P/7  et  Va'  rencontrent  les 


sionsqui,  par  hypothèse,  sonthomo- 
graphiijues;  les  divisions  tracées  sur 
0.V  et  Oz  par  m  et  a'  sont  aussi  ho- 
mographiques (1090);  donc,  les  points 
a  et  a'  décrivent  sur  Ojet  sur  Os 
deux  divisions  homographiques.  Les 
points  P'  et  Q  sont  deux  points  ho- 


»  droites  fixes  OP'  et  OQ,    forment  î  mologues  de  ces  deux  divisions  {j}i 
»  sur  ces  droites  deux  divisions  ho-  i  est  alors  en  0)  ;  de  plus,  le  point  0 


»  mographiques.  Les  points  P'  et  Q 
»  sont  deux  points  homologues  de 
))  ces  deux  divisions  (m  est  alors 
»  en  0);  de  plus,  le  point  0  est  un 
»  point  correspondant  commun  [m 
»  est  alors  en  P).  Donc  (1073)  la 
»  droite  aa'  coupe  la  droite  fixe  QP' 
))  en  un  point  fixe  S. 

»  Parconséquent,  l'œil  étant  placé 
»  en  S,  la  droite  P'/«  sera  la  pro- 
»  jection  de  Qn?,  et  Pa  sera  celle 
»  de  Pa';  donc,  a  sera  la  projection 
»  de  a\  et  enfin  la  courbe  propo- 
»  sée  PaP'  sera  la  projection  du 
»  cercle  Va'Q  (*). 


est  un  point  correspondant  commun 
[m  est  alors  en  P).  Donc,  la  droite 
mobile  az' coupe  (1073)  la  droite  fixe 
QP'  en  un  point  fixe  S. 


Par  conséquent,  l'oeil  étant  placé 
en  S ,  la  droite  am  sera  la  projec- 
tion de  a'/»,  et  comme  la  première 
enveloppe  la  courbe  P<^/P'  et  que  la 
seconde  enveloppe  le  cercle  Qrt'P, 
on  voit  que  la  courbe  Pr/P'  est  la 
projection  du  cercle  Pa'Q. 


1098.  Les  principales  propriétés  des  coniques  résultent  aisément  de  ce 
double  mode  (le  génération.  Ces  deux  générations,  l'une  par  point,  l'autre 
par  enveloppe,  étant  corrélatii'cs,  lorsque,  en  partant  de  l'une  d'elles,  on 
aura  démontré  un  théorème,  il  suffira,  pour  démontrer  le  théorème  corré- 
latif, de  partir  de  l'autre  mode  de  génération  et  de  faire  des  raisonnements 
corrélatifs  des  premiers. 


C//fq  points  déterininent  une  cn- 
niquc ;  car,  après  avoir  pris  deux  de 
ces  points  pour  centres  des  deux 
faisceaux  générateurs,  il  suffit  de 
joindre  chacun  d'eux  aux  trois  autres 
points  pour  avoir  trois  couples  de 
rayons  homologues. 


Cinq  tangentes  délerniinent  une 
conique;  Car,  en  considérant  deux 
de  ces  tangentes  comme  fixes ,  les 
trois  autres  traceront  sur  elles  trois 
couples  de  ])oinls  homologues  des 
deux  divisions  homographiques  qui 
déterminent  la  conique. 


C*)  Eugène  Rouché,  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  i^'"  juillet  i865. 
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1099.  Les  deux  faisceaux  homngraphiques  qui  déterminent  la  conique 
ont  deux  couples  de  rayons  parallèles  (réels  ou  imaginaires);  car  si  l'on 
transporte  l'un  des  faisceaux  parallèlement  à  lui-môme  de  façon  que  son 
centre  coïncide  avec  le  centre  de  l'autre  fai:^reau ,  on  a  deux  faisceaux 
homographi(iues  concentriques  qui  ont  (1081  )  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires). 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  imaginaires,  la  courbe  n'a 
aucun  point  à  l'infini  ;  elle  est  fermée,  et  nous  lui  donnerons  le  nom  d't7- 
lipse,  en  nous  réservant  de  démontrer  plus  tard  son  identité  avec  l'el- 
lipse définie  au  n°  949. 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  réels ,  la  courbe  a  deux 
points  à  l'infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  (Miyperbole,  et  nous  démon- 
trerons plus  tard  son  identité  avec  l'hyperbole  définie  au  n°  97G. 

Enfin,  si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  coïncident,  la  courbe  a 
deux  points  à  Tinfini  confondus  en  un  seul,  et  par  suite  elle  est  tangente 
à  la  droite  de  Vinfini;  nous  lui  donnerons  le  nom  do  parabole ,  et  nous 
démontrerons  plus  tard  son  identité  avec  la  parabole  définie  au  n"  1004. 

Tels  sont  les  trois  genres  de  coniques.  Comme  variétés  de  ces  courbes, 
on  peut  avoir  : 

i"  Deux  droites  (réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires),  lorsque  les  deux 
faisceaux  sont  concentriques  (1081),  ou  lorsque  la  droite  qui  unit  leurs 
centres  est  un  rayon  homologue  commun  (1080)  ; 

2°  Deux  points  (réels,  coïncidents  ou  imaginaires),  lorsque  les  deux 
divisions  ont  la  même  base  (1075),  ou  lorsque  le  point  d'intersection  des 
deux  bases  est  un  point  homologue  commun  (1077). 

1100.  Les  théorèmes  de  Pascal  (322)  et  de  Desargues  (1094),  les  pro- 
positions corrélatives  ainsi  que  leurs  corollaires,  sont  applicables  aux  co- 
niques; les  démonstrations  données  aux  n°'  322,  323,  1094,  1095,  sub- 
sistent sans  modification. 

Le  théorème  de  Desargues  a  été  généralisé  par  Sturm  [Annales  de 
Gergonne,  t.  XVII).  Considérons  une  suite  de  coniques  circonscrites  à  un 
même  quadrilatère:  soient  aa' ,  bb\  cc\...^  les  segments  que  ces  coni- 
ques interceptent  sur  une  transversale  quelconque  L,  et  pp\  qq\  les  seg- 
ments de  cette  môme  droite  compris  entre  les  deux  couples  de  côtés  op- 
posés du  quadrilatère.  Les  deux  couples  de  points  (/>>,/?'),  (7,  7'),  déter- 
minent sur  la  droite  L  une  involution  à  laquelle  appartient ,  en  vertu  du 
théorème  de  Desargues,  chacun  des  couples  [a,  «'),  [b,  b')^  [c,  c'),...; 
donc  ces  derniers  couples  de  points  forment  une  involution,  et  l'on  a  ce 
théorème  :  Les  coniques  qui  passent  par  quatre  points  fixes  déterminent 
sur  une  transversale  quelconque  une  série  de  points  en  involution.  On 
démontrerait  pareillement  le  théorème  corrélatif  :  Les  tangentes  menées 
d'un  même  point  aux  coniques  tangentes  à  quatre  droites  fixes  forment 
un  faisceau  en  involution. 

II.  ^ 
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Pôle  et  polaire  dans  les  coniques. 

1101.  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  m  et  m'  [réels  ou  imagi- 
naires), et  si  Von  détermine  le  conjugué  harmonique  0'  du  point  0  i)ar 
rapport  au  segment  mm\  le  lieu  du  point  0',  lorsque  la  sécante  tourne 
autour  du  point  0,  est  une  ligne  droite  [fig.  556). 


Fi{T.  556. 


Fig.  55' 


En  effet,  menons  deux  sécantes  fixes  0«<:/',  0^^',  et  prenons  a  et  b'  pour 
les  centres  des  deux  faisceaux  homographiques  générateurs  de  la  conique. 
Ces  faisceaux  déterminent  sur  la  transversale  0mm'  deux  divisions  homo- 
graphiques dont  m  et  m'  sont  les  points  doubles.  Les  points  a  et  a',  où 
cette  transversale  rencontre  les  cordes  ab  et  a'b\  sont  d'ailleurs  les  ho- 
mologues du  point  0  considéré  successivement  comme  appartenant  à  la 
seconde  et  à  la  première  division;  donc  (1078)  le  point  0'  est  le  conjugué 
harmonique  de  0  par  rapport  à  aa',  et  par  suite,  quand  la  transversale 
0mm'  tourne  autour  du  point  0,  le  point  0'  décrit  la  polaire  de  0  par 
rapport  à  l'angle  bub' ^  formé  par  les  cordes  ab  et  a'b'. 

Le  point  0  et  la  droite  uO'  sont  dits  pôle  et  polaire  par  rapport  à  la 
conique. 

En  observant  que  la  polaire  de  0  par  rapport  à  l'angle  bub'  ren- 
ferme (336)  le  point  d'intersection  des  droites  ab'  et  ba'^  on  voit,  par  la 
démonstration  même  qui  précède ,  que  :  Si  par  un  point  0  pris  dans  le 
plan  d'une  conicjuc  on  mène  deux  sécantes  Oaa',  Obb',  et  si  l'on  prend 
les  points  de  rencontre  u  et  p  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
extrémités  des  cordes  aa'  et  bb',  le  lieu  des  points  u  et  v,  lorsqu'on  fait 
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varier  les  sécantes  Oaa,  OOù',  est  la  polaire  du  point  0  ])ar  rapport  h 
la  conitpœ. 

Quand  les  droites  Ow/',  Qbb\  se  confondent,  les  cordes  ab,  a'b\  sont  les 
tangentes  en  «  et  «';  donc,  si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  <o- 
ni(/ue  on  mène  une  sécante  Oaa'  et  les  tatiç^entes  at,  a'  t' aux  points  a  et  a' 
où  elle  rencontre  la  conique ,  le  lieu  du  point  de  concours  t  de  ces  tangentes, 
lorsque  la  transversale  tourne  autour  de  0,  est  la  polaire  de  ce  point  0. 

La  polaire  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  du  pôle;  cai", 
au  point  de  contact  /  d'une  tangente  issue  du  pôle ,  les  trois  points  w, 
;/i',  0',  sont  réunis.  Par  suite ,  la  polaire  dhin  point  de  la  conique  est  la 
tangente  en  ce  point  y  et  inversement,  le  pôle  (Cane  tangente  est  son  point 
de  contact. 

4102.  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par  le  pôle 
de  cette  droite;  et  inversement,  les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent 
par  un  point  sont  situés  sur  la  polaire  de  ce  point. 

En  effet,  soient  [fig.  557)  ^^  point  A  et  une  droite  L  qui  sont  pôle  et 
polaire  par  rapport  à  une  conique  C.  A'  étant  un  point  quelconque  de  L, 
la  droite  AA'  coupe  la  conique  en  deux  points  y.  et  S  (réels  ou  imagi- 
naires), et  A  et  A'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  s-S;  donc 
le  point  A  appartient  à  la  polaire  L'  de  A'.  Ainsi,  la  polaire  d'un  point 
quelconque  A'  de  L  passe  par  A;  et  inversement,  le  pôle  A  d'une  droite 
quelconque  L  passant  par  A'  est  sur  la  polaire  L'  du  point  A'. 

Il  résulte  de  là  que  toute  droite  a  pour  pôle  l'intersection  des  polaires 
de  deux  de  ses  points^  et  que  tout  point  a  pour  polaire  la  droite  qui  Joi/it 
les  pôles  de  deux  droites  issues  de  ce  /joint. 

Les  propriétés  des  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits,  et  leur  dé- 
monstration (3i3  et  344),  s'appliquent  aux  coniques. 

1103.  La  polaire  d'un  point  0  coupe  la  conique  en  deux  points  réels 
ou  imaginaires,  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  issues  du  point  0. 

Lorsque  la  polaire  du  j)oint  0  coupe  la  courbe  en  deux  points  réels, 
de  ce  point  0  on  peut  mener  à  la  conique  deux  tangentes  réelles,  et  le 
point  0  est  dit  extérieur  à  la  conique. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  rencontre  la  courbe  en  deux  points  ima- 
ginaires, les  deux  tangentes  issues  du  point  0  sont  im;iginaires,  et  le 
point  0  est  dit  intérieur  à  la  courbe. 

La  région  intérieure  et  la  région  extérieure  ont  pour  ligne  de  démar- 
cation la  conique  elle-même  qui  est  le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
touchent  la  courbe,  c'est-à-dire  ont  chacune  avec  la  courbe  deux  points 
communs  réels  et  coïncidents. 

Considérons  une  conique  C  et  un  point  extérieur  T  {Jîg.  SSy).  La  po- 
laire de  ce  point  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  x  et  S,  et  les 

4- 
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droites  Ta,  Tf,  sont  les  tangentes  réelles  issues  du  point  T.  Nous  donne- 
rons à  l'angle  aTp  formé  par  les  directions  Ta  et  Tp  le  nom  d'angle  des 
tangentes,  et  nous  appellerons  l'angle  pTa'  formé  par  la  direction  Tf  et 
par  la  direction  Ta'  opposée  à  Ta  V angle  supplémentaire  des  tangentes. 
Cela  posé ,  prenons  les  points  a  et  ^  pour  centres  des  deux  faisceaux 
générateurs  de  la  conique ,  et  considérons  une  droite  quelconque  TL  ou 
TL'  issue  du  point  T.  Les  deux  faisceaux  traceront  sur  cette  droite  deux 
divisions  homographiques  en  involution;  car  le  point  T,  considéré  suc- 
cessivement comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  divisions ,  a 
toujours  pour  homologue  le  même  point  A  (ou  A'),  où  la  polaire  a^  de  T 
rencontre  la  transversale  TL'  (ou  TL).  Les  points  doubles,  réels  ou  ima- 
ginaires de  cette  involution,  seront  les  points  réels  ou  imaginaires  com- 
muns à  la  transversale  et  à  la  conique.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  points 
sont  réels  tant  que  la  transversale  est,  comme  TL',  située  dans  l'angle  aTS 
des  tangentes,  et  imaginaires  lorsque  la  transversale  est,  comme  TL,  placée 
dans  l'angle  [3Ta' supplémentaire  des  tangentes.  En  effet,  dans  le  premier 
cas,  le  segment  TA  et  le  segment  nn'  formé  par  deux  points  homologues  de 
Finvolution  correspondant  à  un  point  quelconque  m  de  la  courbe,  n'em- 
piètent pas  l'un  sur  l'autre  et,  par  suite,  les  points  doubles  de  Finvolution 
sont  réels  ;  mais  si  TL'  tourne  autour  de  T  de  manière  à  venir  sur  TL  dans 
l'angle  supplémentaire,  les  points  n  et  n'  glissent  sur  les  droites  fixes  ar/, 
P  ^,  se  croisent  en  p,  et  sont  ensuite  de  part  et  d'autre  du  point  T  ;  les  seg- 
ments nn'  et  TA'  empiétant  l'un  sur  l'autre,  l'involution  a  ses  points  dou- 
bles imaginaires.  Ainsi  la  courbe  est  située  tout  entière  dans  l'angle  aT(3 
des  tangentes  issues  dhin  point  extérieur  quelconque  T  (et  dans  son  op- 
posé par  le  sommet). 

-1104.  Deux  points  A  et  A'  [fg.  557)  sont  dits  co^yV/g^^eV  par  rapport  à 
une  conique  lorsque  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Ces  points  sont 
conjugués  harmonifiues  par  rapport  aux  deux  points  (réels  ou  imagi- 
naires) a  et  ^  suivant  lesquels  la  droite  AA'  qui  les  joint  rencontre  la 
conique.  Lorsque  les  points  a  et  p  sont  réels,  l'un  des  points  A  et  A'  est 
intérieur  et  l'autre  extérieur  à  la  courbe. 

Plusieurs  couples  de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment 
une  involution  dont  les  points  doubles  sont  les  points  où  la  droite  coupe 
la  conique  (i086).  Quand  ces  points  doubles  sont  imaginaires,  il  existe  de 
chaque  côté  de  la  droite  un  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
chaque  couple  de  points  conjugués  (1087,  2°). 

Deux  droites  L  et  L'  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 
lorsque  le  pôle  de  l'une  est  situé  sur  l'autre.  Ces  deux  droites  sont  con- 
juguées harmonifiues  par  rapport  aux  deux  tangentes  réelles  ou  imagi- 
naires issues  de  leur  point  d'intersection;  l'une  au  moins  des  droites  con- 
juguées rencontre  toujours  la  courbe. 

Plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  issues  dhin  même  point  forment 


LIVBE   VIII.   —    LES    COURBES    USUELLES.  373. 

un  faisceau  en  involution  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  issues  de  ce  point.  Donc  (1092),  par  un  point 
(juelcnnfjue  du  plan  cVunc  conique  passe  toujours  un  couple  de  droites 
conjuguées  rectangulaires;  et  il  n'en  passe  en  général  qu'un  seul,  à  moins 
que  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  passant  par  ce  point  ne  soient 
rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  pour  certains  points  remarquables  dont  nous 
parlerons  plus  tard. 

iI05.  Les  polaires  OA,  OB ,  OC,  OD,  de  (puttre  points  a,  h,  c,  r/,  ,S7- 
tués  sur  une  même  droite  h,  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anhar- 
mo nique  est  égal  a  celui  des  (piatre  points. 

En  effet,  soient  «',  b',  c\  d\  les  points  où  la  droite  D  rencontre  le 
faisceau  (0,ABCD).  Comme  le  centre  0  du  faisceau  est  le  pôle  de  la 
droite  L  (H02),  les  points  a  et  a\  b  et  b\  c  et  c' ,  d  et  d\  sont  conju- 
gués; ils  forment  donc  une  involution  et,  par  suite,  le  rapport  anharmo- 
nique  [abcd]  est  égal  au  rapport  anharmonique  [a'b'c'd'),  qui  n'est  autre 
que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  (0,ABCD). 

Diamètres  et  centre. 

H06.  Les  deux  points  de  rencontre  a  et  (3  d'une  conique  et  d'une  droite 
sont  réels  ou  imaginaires,  mais  le  point  milieu  du  segment  a(5  est  toujours 
réel;  c'est  le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  aS  du  point  situé  à  l'infini 
sur  la  droite  considérée  (108G).  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  milieux: 
des  cordes  d'une  conique  parallèles  à  une  direction  donnée  est  une  ligne 
droite;  c'est  la  polaire  du  point  à  l'infini  commun  à  toutes  ces  cordes. 
Cette  droite,  qui  passe  évidemment  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  la  direction  donnée,  a  reçu  le  nom  de  diamètre. 

A  chaque  direction  des  cordes  répond  un  diamètre.  Tous  les  diamètres 
passent  par  un  point  unique,  pôle  de  la  droite  de  l'infini  (110!2)  et  qu'on 
nomme  centre  de  la  conique. 

La  polaire  du  centre  étant  la  droite  de  l'infini,  les  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  issues  du  centre  ont  leurs  points  de  contact  à  l'infini;  on  leur 
donne  le  nom  d'asymptotes. 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique ,  la  droite  qui  joint  le 
sommet  au  milieu  de  la  corde  de  contact  est  un  diamètre  ;  car  c'est  la 
polaire  du  point  à  l'infini  situé  sur  cette  corde. 

M07.  On  donne  le  nom  de  diamètres  conjugués  à  deux  droites  conju- 
guées quelconques  passant  par  le  centre ,  c'est-à-dire  à  deux  diamètres 
tels,  que  le  pôle  de  l'un  soit  situé  sur  l'autre.  Le  pôle  d'un  diamètre  étant 
à  l'infini  sur  la  direction  des  cordes  correspondantes,  on  voit  que  :  Quand 
deux  diamètres  sont  conjugués ,  chacun  d'eux  est  parallèle  aux  cordes 
que  l'autre  divise  en  deux  parties  égales. 
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La  polaire  L  d'un  point  p  du  plan  d'une  conique  est  parallèle  au  dia- 
mètre conjugué  Oh  de  celui  Oa  (jui  passe  par  ce  point  [Jig.  558)  ;  car 


Fig.  558. 
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cette  polaire  doit  passer  par  le  pôle  du  diamètre  0^,  et  ce  pôle  est  à  l'in- 
fini sur  Oh.  En  désignant  par  p'  le  point  où  le  diamètre  a'Oap  rencontre 
la  droite  L,  les  quatre  points  a\  p\  <:/,  /:»,  forment  une  proportion  har- 
monique, et  l'on  doit  avoir  Oa  -~~  Op,Op'.  En  particulier,  les  tangentes 
T  et  "ï'  menées  aux  extrémités  dhui  diamètre  aa'  sont  parallèles  à  son 
conjugué  Oh. 

Plusieurs  couples  de  diamètres  conjugués  forment  un  faisceau  en 
involution  (1091)  dont  les  rayons  doubles  sont  les  asymptotes  (réelles  ou 
imaginaires)  de  la  courbe.  On  conclut  de  là  {{w' il  existe  toujours  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  rectangulcdres,  et  un  seul  (  à  moins  que 
tous  ne  le  soient,  auquel  cas  la  courbe  est  un  cercle  )  ;  chacun  de  ces 
diamètres,  divisant  alors  en  deux  parties  égales  les  cordes  perpendi- 
culaires à  sa  propre  direction,  est  un  arc  de  symétrie;  une  conique  a 
donc  deux  axes.  Les  deux  axes  étant  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  asymptotes  et  étant  à  angle  droit  l'un  sur  l'autre,  sont  (333) 
les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  asymptotes  (réelles  ou 
imaginaires). 

On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  cordes  qui,  partant  d'un  même 
point  m  de  la  conique  [^fig.  559),  aboutissent  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  AA'.  Deux  çf^g^clc^ supplémentaires  km.,  A'w,  sont  parallèles  à 
un  système  de  diamètres  conjugués.  En  effet,  soient  OC  et  OD  deux  dia- 
mètres respectivement  parallèles  à  k'm  et  à  km.  OC  passant  par  le 
milieu  0  de  AA'  passera  par  le  milieu *KWle  Aw;  il  divise  donc  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  OD,  et  par  suite  OC  et  OD  sont 
conjugués.  Inversement,  deux  droites  km  et  k'm  menées  par  les  extré- 
mités d'un  diamètre  AA",  parallèlement  à  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  OD  et  OC,  se  coupent  sur  la  conique.  Car  désignons  par  p  le 
point  où  la  corde  km  parallèle  à  OD  coupe  la  conique,  et  menons  fxA'; 
les  cordes  supplémentaires  Ap,  A'p,  seront  parallèles  à  deux  dia- 
mètres conjugués;  et  comme  Afx  est  parallèle  à  OD,  A'^  doit  être  paral- 
lèle à  OC;  elle  ne  diffère  donc  pas  de  A'w  et  les  points  m  et  p  se  con- 
fondent. 
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Cela  posé,  considérons  séparément  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole. 

1408.  L'ellipse  n'ayant  aucun  point  à  l'infini,  la  droite  de  l'infini  est 
extérieure  à  la  courbe,  et  son  pôle  0,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipse  , 
est  à  l'intérieur  de  la  courbe.  Tous  les  diamètres  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points  réels  sont  limités  ;  et  comme  les  tangentes  issues  du 
centre  sont  imaginaires,  le  faisceau  en  involution  formé  par  les  divers 
couples  de  diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons  doubles;  donc,  un 
œuple  quelconque  (OA,  OB)  de  deux  diamètres  conjugués  est  séparé  par 
tout  autre  couple  (OC,  OD);  en  d'autres  termes,  si  OC  est  situé  dans 
l'angle  BOA  [fi^.  559),  OD  est  extérieur  à  cet  angle. 

Le  diamètre  AA'  étant  la  polaire  du  point  à  l'infini,  sur  le  diamètre 
conjugué  OB,  les  cordes  sui)plémentaires  km  et  A'//A  tracent  sur  OB, 
quand  m  se  déplace  sur  la  courbe,  une  involution  dont  B  est  un  point 
double.  On  a  donc,  en  appelant  n  et  n'  les  points  où  OB  rencontre  km  et 
A'/;A  la  relation 


(0 


0//.0//'=  OB   . 


Prenons  pour  axe  des  x  le  demi-diamètre  OA,  dont  nous  désignerons 
la  longueur  par  a',  et  pour  axe  des  y  le  demi-diamètre  OB,  dont  nous 
désignerons  la  longueur  par  b':  y  et  .r  étant  les  coordonnées  mp  et  Op 


Fig.  559. 


Fig.  56o. 


<f  un  point  quelconque  m  de  la  conique,  on  a,  en  considérant  d'abord  les 

triangles  semblables  nOk  et  mpk,  puis  les  triangles  semblables  «'OA'  et 
mpk\ 

Y      _  0^/  y          0«' . 

a'  —  x~   rt'  '  a'  -^  X  "    rt'  ' 

en  multiplant  membre  à  membre  et  ayant  égard  à  la  relation  (1),  on 

obtient  pour  l'équation  de  l'ellipse  • 


W 


ou     -i  ^  V,  -  I 


/  _^ 
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Si  Ton  désigne  par  x\r\  et  par  x" ,  /",  les  coordonnées  des  extrémités  C 
et  D  des  diamètres  OC  et  OD  parallèles  aux  cordes  k'm  et  Aw,  on  a,  en 
considérant  d'abord  les  triangles  semblables  OC7  et  A'/^'0,  puis  les  trian- 
gles semblables  OD  r,  A  n  0, 

y'  _  On'  y"     _0  n 

x'         a'         —  x"         «'  ' 

en  multipliant  membre  à  membre  et  ayant  égard  à  la  relation  (i),  on 
trouve 

(3\  -iL.  •!_  —  __. 

^    ^  x'    x"  a" 

y  ' 
Le  rapport  "^  reçoit  le  nom  de  coefficient  angulaire  du  diamètre  OC  ;  de 

r" 
même'^,  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  OD. 

Lorsqu'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  mêmes  de  la  courbe, 
on  a,  en  désignant  par  a  le  demi  grand  axe  dirigé  suivant  Ox  et  par  b  le 
demi  petit  axe  dirigé  suivant  Oj, 

(4)  :?+i^^-^ 

(5)  Zl.Zl-^^- 
^^  X'     x"~        ./^' 

les  coordonnées  étant  alors  rectangulaires,  le  coefficient  angulaire'^  est 

égal  à  tang  COA  et  —,  est  égal  à  tang  DOA. 

Il  est  facile  d'exprimer  les  coordonnées  x\  j",  de  l'extrémité  D  d'un 
diamètre  OD  en  fonction  des  coordonnées  x\  j',  de  l'extrémité  C  de  son 
conjugué  OC.  En  effet,  le  point  C  étant  sur  la  courbe,  ses  coordonnées 
x'  et  j'  satisfont  à  l'équation  (4)  ;  on  peut  donc  poser 

(6)  x' =  acoS(f\    j'=:bsm'Y', 
et  de  môme 

(7)  x"=acoS(^",     r"=hsm'ji". 
La  relation  (  5  )  devient  alors 


cos 

(?"-?') 

=  0 

d' 

où 

9" 

=  ^f 

7 

et, 

par 

suite. 

(8 

) 

x" 

=  — 

a  sin  (f'  = 

a. 
~/7 

j' 

J'' 

'  = 

^C0S(p'  = 

b 

a 

x' 

pour  avoir  les  coordonnées  de  l'autre   extrémité  D'  du  diamètre  OD,  il 
suffirait  de  changer  les  signes. 


LIVRE    VIII.   —    LES    COURBES    USUELLES.  S^;. 

Les  relations  (6)  et  (8)  donnent 

donc  la  somme  des  carrés  ries  projections  orthogonales  des  deux  demi- 
diamètres  conjugués  OC  et  OD  sur  un  axe  est  constante. 
En  ajoutant  les  deux  égalités  précédentes,  on  a 

(.r'2_|-j'î)  -f-  (^."2^- j"»)  ==  d'-^b''     ou     Ôc'  h-Ôd'  =  «'-h  ^^ 

donc,  la  somme  des  carrés  de  deux  denn-dia métrés  conjugués  est  con- 
stante. 

Le  triangle  OCD  est  la  moitié  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  OC  et  OD.  Il  est  égal  au  trapèze  CDry, 
diminué  de  la  somme  des  deux  triangles  rectangles  OC  y,  OD/-;  son  aire  a 
donc  pour  expression 

\  [y'-^y"'  {-r'-x")  -  -  (—  x"y")—-x'y'=-  [x' j"  —  x"  y') 

ou  -  «/»,  eu  égard  aux  formules  (6)  et  (8).    Donc  l'aire  du  pandlélo- 

gramme  construit  sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante. 

Les  deux  derniers  théorèmes  sont  dus  à  Apollonius. 

La  proposition  précédente  peut  s'écrire,  d'après  une  expression  bien 
connue  de  l'aire  du  triangle,  *       J^ 

oc.OD  sincOD  =  ab.    ^^"^  ^^  Ira Wi^ 

L'angle  COD  de  deux   demi-diamètres    conjugués   est   donc  "maximum 
lorsque  le  produit  OC.OD  ou  son  carré  OC   .OD   est  minimum;  ce  qui  a 

2  -2 

lieu  pour  OC  =  OD,  puisque  OC  h-  OD   est  constant.  Ainsi,  les  diamètres 
conjugues  qui  font  le  plus  grand  angle  sont  les  diamètres  conjugués  égaux. 

Le  carré  de  leur  longueur  commune  est  -  [a"^  ■+-  b^),  t^t  l'on  a 


Lla'^b']  =x"-h 


On  déduit  de  là  sinç/  =  ^:^  r=  cosç*;  par  suite  les  coordonnées  x'  et  j' 

du  point  C  sont  alors  proportionnelles  à  a  et  b,  de  sorte  que  les  diamètres 
conjugués  égcmx  sont  dirigés  suivant  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

L'angle  COD  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  droit  lorsque  OC 
coïncide  avec  le  grand  axe,  puis  il  augmente  jusqu'à  ce  que  OC  soit 
dirigé  suivant  une  diagonale  du  rectangle  des  axes;  il  diminue  ensuite  et 
redevient  droit  lorsque  OC  prend  la  position  du  petit  axe. 
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Quand  les  axes  «  et  ^  de  l'ellipse  sont  égaux  entre  eux,  l'équation  (  4) 
se  réduit  à  x'^  -+- j2=  «2.  ^Q^g  jgg  points  de  la  courbe  sont  donc  à  une 
distance  du  centre  égale  à  a\  en  d'autres  termes,  l'ellipse  dégénère  en  un 
cercle. 

Pour  une  même  abscisse  O/^»  [fig.  56o),  c'est-à-dire  pour  une  même 
valeur  de  l'angle  <p',  l'ordonnée  mp  de  l'ellipse  est  ^sincp',  et  celle  np  du 

cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  est  «sincp';  le  rapport  — 

est  donc  constant  et  égal  à  -  • 

Remarquons  enfin  que  l'angle  auxiliaire  ^\  dont  l'emploi  est  si  com- 
mode, est  précisément  l'angle  nÇ)p. 

1109.  \J hyperbole  ayant  deux  points  réels  sur  la  droite  de  l'infini,  son 
centre  est  extérieur  à  la  courbe  (1103);  les  tangentes  Ou,  0(%  issues  du 
centre,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  donc  réelles;  ce  sont  les  rayons 
doubles  du  faisceau  en  involution  formé  par  les  deux  couples  de  dia- 
mètres conjugués.  Il  suit  de  là  que  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
divisent  harmoniquement  l'angle  des  asymptotes  et  qu'aucun  couple  de 
diamètres  conjugués  n'est  séparé  par  aucun  autre.  Enfin ,  de  deux  dia- 
mètres conjugués,  l'un  rencontre  réellement  la  courbe  et  l'autre  ne  la 
rencontre  pas  (1103). 

Les  portions  AE,  AE'  [fig.  56 1),  dhine  tangente  comprise  entre  l'hy- 
perbole et  ses  asymptotes  y  sont  égales  ;  car  les  asymptotes  Ou  et  Oc, 
le  diamètre  OAxet  son  conjugué  Oj  forment  un  faisceau  harmonique,  et 
la  tangente  EAE',  étant  parallèle  au  rayon  0/  de  ce  faisceau  (1107),  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  les  autres  rayons.  Il  suit  de  là  que  si 
l'on  mène  AP  et  AP'  parallèles  aux  asymptotes,  P  est  le  milieu  de  OE  et 
P'  le  milieu  de  OE';  donc,  lorsqu'on  prend  les  asymptotes  pour  axes  de 
coordonnées,  la  sous-tangente  OE'  est  double  de  Vabscisse  OP'  du  point 
de  contact. 

Les  portions  gm  et  g' m'  d'une  sécante  gg\  comprises  entre  V hyperbole 
et  ses  asymptotes,  sont  égales.  En  effet,  soit  EAE'  la  tangente  parallèle  à 
gg\  et  OA  le  diamètre  qui  passe  au  point  de  contact;  ce  diamètre  divise 
la  corde  mm'  de  l'hyperbole  en  deux  parties  ini  et  im'  égales  entre 
elles  ;  mais  puisque  A  est  le  milieu  de  EE',  i  est  évidemment  le  milieu  de 
la  parallèle  gg' \  donc  ig  =  ig',  et,  par  suite,  ih  —  im  ou  gm  est  égal  à 
ig'  —  im'  ou  à  g' m'. 

Une  tangente  quelconque  EAE',  lorsque  son  point  de  contact  A  se  dé- 
place sur  la  courbe,  trace  sur  les  asymptotes  (1096)  deux  divisions  homo- 
graphiques;  et  comme  le  point  0  correspond  évidemment  à  l'infini  dans 
l'une  et  l'autre  division,  le  produit  OE.OE'  est  constant;  il  en  est  donc  de 
même  de  l'aire  du  triangle  OEE'  et,  par  suite,  de  l'aire  du  parallélogramme 
OPAP'  qui  est  la  moitié  de  ce  triangle.  On  voit  par  là  que  si  l'on  désigne 
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par  jc  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de  l'hyperbole  rap- 
portée à  ses  asymptotes,  0//  et  Oc,  on  a  pour  l'équation  de  cette  courbe 

rv  —  const. 

Fiff.  56 1. 


1110.  AOA'  étant  un  diamètre  transverse  quelconque  de  l'hyperbole, 
menons  les  tangentes  en  A  et  A' qui  coupent  les  asymptotes,  la  première 
en  E  et  E',  l'autre  en  F  et  F'.  Les  triangles  OAE,  OAF',  sont  égaux  puis- 
qu'ils oni  leurs  angles  respectivement  égaux  et  que  OA  =  OA'  ;  donc 
AE  =  AF';  par  suite,  les  droites  EE',  FF',  sont  égales,  et,  comme  elles  sont 
parallèles  (1107),  la  figure  EFF'E'  est  un  parallélogramme  dont  0  est  le 
centre.  Soient  B  et  B'  les  points  où  le  diamètre  rOj'  conjugué  de  OA  ren- 
contre EF  et  E'F';  B  est  le  milieu  de  EF,  B'  celui  de  E'F',  les  droites  AB', 
A'B,  sont  parallèles  à  l'asymptote  0«,  et  les  droites  AB  et  A'B'  à  l'asymp- 
tote 0<\ 

Cela  étant,  posons  OA  =  «',  OC  =  b',  et  prenons  les  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  OA.r,  OBj>-,  pour  axes  de  coordonnées;  ///  étant  un  point 
quelconque  de  l'hyperbole,  les  deux  cordes  supplémentaires  A///,  A'/«, 
déterminent  sur  le  diamètre  yOy'  deux  points  n  et  /^'  qui  engendrent 
une  involution  (1108)  dont  B  et  B'  sont  évidemment  deux  points  homo- 
logues. On  a  donc 

0//.0/?'  =  OB.OB'=  —h'\ 

Dès  lors,  tous  les  raisonnements  faits  et  les  résultats  obtenus  pour 
l'ellipse  subsistent,  en  changeant  b'^  en  —  b'^  ou  b'  en  b'  y — i.  Ainsi  : 
1°  L'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  a  pour  équation 

n'       b"~ 

Pour  X  =  o,  on  a  r  =  ±b'\/—i  ;  de  là  le  nom  de  lo/ti^ucur  du  dcmi- 
diamètrc  non  transversc  attribué  à  OB  =  b' . 

n  et  b  étant  les  longueurs  des  deux  axes,  on  a ,  en  [>i  enant  ces  droites 
pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 

x'      r'  _ 
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Les  triangles  semblables  ^70,  EAO,  donnent 

gi      EA      b'  -.2      b"—? 

0^      OA      a  "         <7/^        ' 

on  a  d'ailleurs,  par  l'équation  de  l'hyperbole, 

mi  =— ,(0G    -a")- 
donc,  en  retranchant, 

—  2  2 

gi  —  mi  =  h'"^ 
ou 

b'^  =■  {gi  -h  mi)  [gi  —  mi)  =  gm.gm'  =  mg.mg'; 

ainsi  le  produit  des  segments  d  ''une  sécante^  compris  entre  un  point  de  la 
courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle 
à  la  sécante. 

2"  La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  est 

ji  y»     ^'2  y'  y"     b^ 

x'     x"       a'^  x'     x"       a^ 

suivant  qu'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  demi-diamètres  con- 
jugués a'  et  b'  ou  les  axes  a  et  b  de  la  courbe. 

3°  Les  coordonnées  de  l'extrémité  d'un  demi-diamètre  s'expriment  en 
fonction  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  demi-diamètre  conjugué  par 
les  formules 

*v/-r      -^  a       ' 


qui  sont  dues  à  M.  Chasles.  [Aperçu  historique,  etc.) 

4°  La  différence  des  carrés  des  projections  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  sur  un  axe  est  constante.  La  différence  des  carrés  de  deux 
diamètres  conjugués  cpielconques  est  constante,  ainsi  que  Vaire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ces  diamètres. 

La  relation  «"  —  b'^  =  a^—h"  montre  que  si  a  est  différent  de  b,  «'  est 
différent  de  b'  ;  V hyperbole  n'a  donc  pas  de  diamètres  conjugués  égaux. 

Si  a  =  b,  on  a  a'  =  b\  c'est-à-dire  que  tout  diamètre  est  alors  égal  à 
son  conjugué,  et  l'hyperbole  est  dite  équilatère.  Le  parallélogramme 
EE'F'F  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  dans 
ce  cas  un  losange ,  et  les  asymptotes  qui  en  sont  les  diagonales  sont  alors 
rectangulaires. 

Nous  avons  vu  (H09)  que  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  a 
pour  équation  xf=K^.,  en  supposant  que  dans  la^g-.  56 1  les  droites  OA 
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el  OB  soient  les  axes  a  et  h  de  la  courbe,  le  parallélogramme  OAE'B'  sera 
un  rectangle ,  et  les  coordonnées  OP'  et  P' A  du  sommet  A  par  rapport 
aux  asymptotes,  seront  lune  et  l'autre  égales  à  la  moitié  de  la  diagonale 
yjd'  H-  b'^  de  ce  rectangle  ;  on  a  donc 


K' 


>^ 


1? 


pour  une  hyperbole  quelconque,  et  en  particulier  pour  l'hyperbole  écjui- 

latere  K^  —  -  <■/-.   On  donne  souvent  à  cette  constante   K%    que   nous 

venons  d'exprimer  en  fonction  des  axes,  le  nom  {[q  puissance  de  rhyin'i- 
holc. 

ii  11 .  La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  son  centre  qui 
est  le  pôle  ou  le  point  de  contact  de  cette  tangente  disparaît  à  l'infini. 
Donc,  tous  les  diamètres  ax ,  tui .,  AX,..,,  sont  parallèles j  et  cette  courbe 
/t'a  quhin  axe  AX  à  distance  finie.  Le  point  A,  où  cet  axe  rencontre  la 
/Courbe,  est  le  sommet  [fig.  562)  de  la  parabole. 

Fig.  jGi. 


Une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  d'une  conique 
deux  divisions  homographiques  (1096)  ;  dans  la  parabole,  ces  deux  divi- 
sions homographiques  sont  semblables  (1074),  puisque  la  droite  de  l'infini 
étant  une  des  positions  de  la  tangente  mobile,  les  points  à  l'infini  dans 
les  deux  divisions  sont  homologues.  Donc,  toutes  les  tangentes  à  la  para- 
bole divisent  deux  tangentes  fixes  en  parties  proportionnelles  ;  et  récipro- 
quement, si  deux  droites  fixes  sont  divisées  en  parties  proportionnelles  y 
^enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues  y  est  une  parabole 
tangente  aux  deux  droites  fixes.  Celte  propriété  est  très-utile  dans  les 
applications. 
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Prenons  pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  quelconque  ax  et  la 
tangente  ay  à  son  extrémité  a  ;  m  et  n  étant  deux  points  quelconques  de 
la  parabole,  menons  les  ordonnées  mr  et  nq,  la  droite  an  et  le  diamètre  nu 
qui  coupent  mr  en  c  et  en  c' .  On  a  (H08) 


mais 


2 

mr  - 

-  rc,rc'\ 

rc'  =  nq, 

et    '^^^'^ 
ar       aq 

.2           2 

rc .  rc' 

on 

mr        nq 

ar 

ar         aq 

"'Y 


Donc 


En  d'autres  termes,  l'expression  —  est  constante;  en  la  désignîKitpar -2/7, 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  de  coordonnées  ax  et  ay  est 

j'  =  ipx. 

La  valeur  de  p  varie  avec  la  position  du  point  a  de  la  courbe,  que  l'on 
prend  pour  origine.  Au  sommet  A,  les  axes  deviennent  rectangulaires,  et 
la  valeur  correspondante  de  la  constante  p  est  ce  qu'on  appelle  le  para- 
mètre de  la  parabole. 

Soit  nt  la  tangente  en  n  qui  coupe  ax  en  t\  nq  est  la  polaire  du 
point  ;  (1101  )  ;  par  suite,  les  quatre  points  t,  «,  7,  qo  ,  forment  un  système 
harmonique.  On  a  donc  at  —  aq^  d'où  tq  =  laq.  Ainsi,  dans  la  parabole, 
la  sous-tangente  (c'est-à-dir^  la  portion  tq  du  diamètre  ax  comprise  entre 
les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  tangente)  est  double  de  V abscisse  du  point 
de  contact. 

Foyers   et  directrices. 

1112.  On  nomme/ojfr  tout  point  du  plan  d'une  conique  autour  duquel 
chaque  droite  est  perpendiculaire  à  sa  conjuguée. 

Un  foyer  ne  peut  se  trouver  que  sur  un  axe;  car,  pour  tout  autre  point 
du  plan  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point  et  la  parallèle  au  conju- 
gué de  ce  diamètre  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  non  rec- 
tangulaires. 

Pour  prouver  qu'un  point  F  d'un  axe  est  un  foyer,  il  suffit  de  démon- 
trer qu'on  peut  mener  par  ce  point  F  un  couple  de  deux  droites  conju- 
guées rectangulaires  et  non  parallèles  aux  axes;  car  l'axe  proposé  et  la 
parallèle  à  l'autre  axe  mené  par  le  point  F  formeront  un  second  couple 
de  droites  conjuguées  rectangulaires,  et  l'on  sait  (1092)  qu'autour  d'un 
point  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires  dès  que 
deux  couples  le  sont. 
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Cela  posé,  ronsidérons  VelUpse.  —  Soient  0,  le  centre;  0«  et  Or-,  les 
directions  des  deux  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs  par 
a  et  ^;  Oa  et  Ofx,  les  directions  des  diagonales  du  rectangle  construit  sur 
les  axes;  F,  un  point  quelconque  de  l'axe  Ou,  et  GDP,  la  polaire  du 
point  F  par  rapport  à  l'ellipse  [fo,  5G3).  Menons  FQ  parallèle  à  0>.  Le 
pùle  de  FQ  sera  le  point  P  commun  à  GD  et  à  Ofi,  de  sorte  que  FP  sera 

Fie.  503. 


/ 


^ 


1v 


la  conjuguée  de  FQ.  Donc,  pour  que  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  il  sudit 
que  l'angle  QFP  soit  droit,  c'est-à-dire  qu'on  ait 


Mais  on  a 


fd'  =  pd.dq  =  dg.dq. 


DQ      DG      g        ,.  ,     DG.DQ      g^ 
FD  ""  OD  "~  a'  "      FD.OD    ~  j' 


On  en  déduit,  par  division, 
d'où 


FD^^ 
OD""a^' 


OF  _  g'— &-^ 
UD  ""       a^ 


D'ailleurs,  puisque  GP  est  la  polaire  de  F,  on  a 
[i)  OF.OD=a'. 

En  multipliant  (i)  et  ('2),  on  obtient 


OF  =  a^  —  &%     d'où     OF  =±yjx'-^'. 
Il  y  a  donc  sur  Ou  deux  foyers  qui  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant 
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que  a  est  supérieur  ou  inférieur  à  p.  Ainsi,  l'ellipse  a  deux  foyers  réels  sur 
le  grand  axe  et  deux  foyers  imaginaires  sur  le  petit  axe;  et  si  l'on  dé- 
signe par  a^  h,  c,  le  demi  grand  axe,  le  demi  petit  axe  et  la  demi-dis- 
tance focale  OF,  on  a 

Considérons  maintenant  Xhyperholc.  —  Soient  0  le  centre;  Ow  et  0<' 
les  directions  des  deux  axes- dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs 
(4110)  par  a  et  [3;  0)^  une  asymptote;  F  un  point  quelconque  de  l'axe 
Ow,  et  GD  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à  l'hyperbole  [fig.  564).  Me- 
nons FQ  parallèle  à  0)^  ;  le  pôle  de  FQ  sera  le  point  G  commun  à  0).  et 

Fig.  564. 
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à  GD,  de  sorte  que  FG  sera  la  conjuguée  de  FQ.  Donc,  pour  que  le 
point  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  GFQ  soit  droit,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait 

Df'  :=  DG.QD. 

Mais  on  a 

QD      DG      g 
DF  ~  OD  ""  a  * 


On  en  déduit,  comme  ci-dessus, 


d'»»ù 


5E  -Ê! 

OD  ~  a^  ' 

OF  _  a?  -h  P 
OD  "      cl' 


D'ailleurs,  puisque  GD  est  la  polaire  de  F,  on  a 

(•2)  OD.OF.=  ±a% 

le  signe  convenable  étant  4-  si  0«  est  l'axe  transverse,   et  —  si  0«  est 
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Taxe  non  transverse.  En  mullij)liant  (i)  et  (2),  on  obtient 


Sb5. 


OF 


H=(a'+fs*)     d'où     0F=  ±v/±(a'-4-^'). 


Ainsi ,  l'hyperbole  a  deux  foyers  réels  sur  l'axe  Iransvorse  el  deux 
foyers  imaginaires  sur  l'axe  no:»  transverse.  En  désignant  respectivement 
par  <7,  /;,  r,  le  demi-axe  transverse,  le  demi-axe  non  transverse  el  la  demi- 
dislance  focale  OF,  on  a 

r'  =  rt'  -h  b\  . 

H  13.  Dans  le  plan  d'une  conique  à  contre,  considérons  deux  droites 
conjuguées  rectangulaires  quelconques  K.v  et  Kt  [Jïg.  5G5);   désignons 

Fig.  565. 


/  *    B- 


par  m  et  /;/'  les  points  où  elles  coupent  l'axe  OA,  par  p.  et  p'  ceux  où 
elles  coupent  l'axe  OB,  cl  par  n  el  n'  les  points  où  elles  rencontrent  le 
diamètre  OC  relatif  aux  cordes  parallèles  à  K^.  Le  point  n  sera  le  pôle 
de  Kf,  et  l'on  aura 

0//.0//=:  Ôc'. 
Menons  la  tangente  CE'  et  la  normale  CE  en  C;  nous  auroni 


d'où 


et,  par  suite, 


0^  _  Ow       0^'  _  Om^ 

oc~oe'    1m:~T)W 

On. On'      Om.Om' 


Q^'  OE.OE' 


0///.0///'=OE.OE'. 


11  résulte  de  là  que,  si  les  deux  droites  conjuguées  K.v  et  K^  se  déplacent 
en  conservant  leurs  directions  primitives,  les  points  E  et  E'  resteront  in- 
variables, et,  par  conséquent,  les  points  m  et  /;/'  traceront  sur  l'axe  OA 
une  involution  dont  0  sera  le  point  central.  Les  points  doubles  seront  évi- 
H.  ,5 
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demment  les  foyers  F  et  F',  en  vertu  de  leur  définition  primitive  (1112). 
On  aura  donc 

OE.OE'=^^ 

et,  comme  la  constante  c^  est  indépendante  de  la  position  du  point  C,  on 
voit  que,  pour  un  point  quelconque  C  de  la  courbe,  la  normale  CE  et  la 
tangente  CE'  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  rayons 
vecteurs  CF'  et  CF.  Or,  les  deux  droites  CE  et  CE'  sont  rectangulaires; 
donc,  elles  sont  les  bissectrices  des  angles  fermés  par  CF'  et  CF.  Ainsi,  da/hs- 
r  ellipse  et  dans  F  hyperbole,  In  tangente  et  la  normale  en  un  point  quel- 
conqiic  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  rayons  vecteurs 
qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers. 

Il  résulte  de  là  (949,  976)  que,  dans  r  ellipse,  la  somme  et^  dans  l'hyper- 
bole, la  différence  des  rayons  vecteurs  d'un  point  est  constante.  On  re- 
tombe ainsi  sur  les  définitions  élémentaires  de  ces  courbes,  et  l'on  peut, 
dès  lors,  regarder  comme  acquises  les  propriétés  et  les  constructions 
établies  aux  §  I,  II  et  IV. 

1114.  La  polaire  d'un  foyer  prend  le  nom  de  directrice. 
L'ellipse    et  l'hyperbole    ont  donc  chacune    deux   directrices   DHD,, 
D'H'D',  [Jig.  566),  qui  sont  perpendiculaires  à  l'axe  A'OA  qui  contient  les 

Fig.  5CG. 


foyers  réels;  elles  sont  situées  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du 
centre,  extérieurement  à  la  courbe,  puisque  les  foyers  réels  qui  en  sont 
les  pôles  sont  intérieurs  (1103).  Les  points  A',  F,  A,  H,  formant  un  sys- 
tème harmonique,  on  a 


d'où  l'on  déduit 


OA'  =  OF.OH, 


011:=^-^ 


I)Our  la  distance  du  centre  aux  directrice.-'. 
De  la  définition  même  du  foyer  et  de  la  directrice^  il  résulte  que  la 
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polaire  TT'  (Vun  point  fjuclcnnquc  I  de  la  directrice  DD,  passe  par  le 
foyer  F  et  est  perpendiculaire  sur  la  droite  (jui  joint  le  point  I  au  foyer. 
Par  suite,  si  Con  prolonge  une  corde  cjuelconcpte  IMN  (Tune  ellipse  ou 
d^une  hyperbole  jusfjuW  sa  rencontre  en  I  avec  la  directrice,  la  droite  IF 
et  la  polaire  FT  du  point  I  sont  les  bissectrices  des  angles  formes  par  b  s 
rayons  vecteurs  FM  et  FN  ;  car,  d'après  la  définilion  même  de  la  polaire, 
le  faisceau  (FI,  FN,  FT,  FM)  est  harmonique,  et  nous  venons  de  voir  que 
les  deux  rayons  FT  et  FI  sont  rectangulaires. 

Dans  r ellipse  et  dans  r hyperbole,  le  rapport  des  distances  MF  et  !,IP 
d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  au  foyer  F  et  h  la  directrice  cor- 
respondante DD,  est  constant.  Car  si  N  est  un  autre  point  quelconque  de 
la  courbe,  et  I  le  point  où  la  corde  MN  rencontre  la  directrice,  la  droite  FI 
est  bissectrice  de  l'angle  NFG;  on  a  donc 

MF  _  MI  m 

NF~NI     ^'^     NQ' 

MF 

Pour  trouver  la  valeur  constante  du  rapport  ^r^y^-,  il  sufïit  de  considérer 

Mr 

le  point  B;  sa  distance  au  foyer  est  égale  à  a,  et  sa  distance  à  la  direc- 
trice est  OII  =  —  :  le  quotient  est  -;  on  le  désigne  liabitueliemcnt  par  e 

et  on  lui  donne  le  nom  iV excentricité;  il  est  moindre  <pie  un  pour  l'ellipse 
et  plus  grand  que  un  pour  l'hyperbole. 

M 13.  Considérons  maintenant  la  parabole. 

Le  centre,  qui  est  le  point  central  de  l'involulion  tracée  sur  l'axe  AX 
[fig.  562)  par  les  pieds  des  divers  couples  de  droites  conjuguées  rectangu- 
laires, étant  à  l'infini,  l'involution  a  Tua  de  ces  points  doubles  à  l'intlni,  et 
l'autre  point  double  est  \q  foyer  unique  de  la  parabole.  Il  divis.;  en  deux 
parties  égales  ^^1080)  le  segment  intercepté  sur  le  grand  axe  pai"  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  quelconques,  et  en  particulier /-'«'r  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  parabole  ;  d'où  l'on  con- 
clut (332,  333)  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  qiœlconque  de 
la  parabole  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  la  parallèle  à  l'axe 
nwnée  par  ce  jjoint  et  par  le  rayon  vecteur  mené  de  ce  point  au  foyer. 

La  directrice  ou  polaire  du  foyer  est  perpendiculaire  à  l'axe,  et  exté- 
rieure à  la  courbe,  puisque  son  pôle  est  intérieur  comme  doit  l'être  tout 
foyer  réel  (1112).  Le  foyer  et  la  directrice  sont  d'ailleurs  à  égale  dislance 
du  sommet  (  1114). 

On  voit,  comme  au  numéro  précédent  que  :  i"  la  polaire  d'un  point 
quelconque  de  la  directrice  est  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  ce 
point  cm  foyer;  i°  la  droite  qui  joint  le  foyer  à  l'intersection  de  la  direc- 
trice et  d'une  corde  quelconque  de  la  parabole  est  la  bis.scctricc  du  sup- 

25. 
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jdément  de  Van^lc  forme  par-  les  rayons  vecteurs  des  points  où  la  corde 
coupe  la  parabole. 

On  en  déduit  que  le  rapport  des  distances  cVun  point  (pielcon(jue  de  la 
parabole  au  foyer  et  a  la  directrice  est  constant;  comme  le  sommet  est 
équidistant  du  foyer  et  de  la  directrice,  la  constante  est  é^ale  h  un;  donc 
tout  point  de  la  parabole  est  éc^uidistant  du  foyer  et  de  la  directrice. 
On  retombe  ainsi  sur  la  définition  de  la  parabole  donnée  au  n"  lOOi,  et 
nous  pouvons  alors  regarder  comme  acquises  toutes  les  propriétés  et 
toutes  les  constructions  données  dans  le  §  III.  En  particulier,  le  para- 
mètre p  représente  la  dislance  du  foyer  à  la  directrice;  il  est  aussi  égal 
à  la  sous-normale  comptée  sur  Vaxe,  c'est-à-dire  à  la  partie  de  l'axe  com- 
prise entre  les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  normale.  (Il  importe  de  re- 
marquer que  lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque 
et  à  la  tangente  correspondante,  la  sous-tangente  est  toujours  double  de 
l'abscisse,  mais  la  sous-norrriale  n'est  plus  constante  et  égale  au  para- 
mètre ;  cette  dernière  propriété  n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  la  para- 
bole est  rapp-ortée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.  ) 

1116.  Lorsque  plusieurs  coniques  ont  les  deux  mêmes  foyers,  on  dit 
qu'elles  sont  conf orales. 

Deux  coniques  confocales  ont  le  même  centre,  et  leurs  axes  sont  di- 
rigés suivant  les  mômes  droites;  elles  ont  aussi  les  mêmes  systèmes  de 
droites  conjuguées  rectangulaires  (1112). 

Deux  ellipses,  deux  hyperboles,  une  ellipse  et  une  hyperbole  peuvent 
être  confocales.  Mais  une  parabole  ne  peut  être  confocale  que  d'une  pa- 
rabole. 

Si  par  un  point  on  mène  deux  tangentes  à  une  conicjue  et  deux  tan- 
gentes à  une  conicjue  confocale,  les  angles  des  deux  prend  ères  tangentes 
et  les  angles  des  deux  autres  ont  les  deux  mêmes  bissectrices. 

Par  un  point  P  du  plan  cVune  conicpie,  on  peut  mener  deux  conirpies 
confocales  avec  la  première;  ce  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  si  la 
comque  primitive  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  ce  sont  deux  para- 
boles de  sens  opposés  si  la  première  conique  est  une  parabole.  —  Ces 
(leux  eoîutpies  se  coupent  orthogoncdemcnty  car  leurs  tangentes  au  point  P 
sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  droites  menées  de  ce 
point  P  aux  deux  foyers  de  la  conique  primitive. 

1117.  Voici  quelques  formules  utiles  : 

1**  Considérons  une  ellipse  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes  ()A 
et  OB  [fig.  567);  M  étant  un  quelconque  de  ses  points,  soient  x  et  ^r  ses 
coordonnées  OP  et  MP,  p  et  p'  les  deux  rayons  vecteurs  MF  et  MF',  et  b' 
la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué  de  OM.  Menons  la  tangente  TMT' 
et  la  normale  MNN',  la  perpendiculaire  MD  sur  la  directrice,  et  les  peipen- 
diculaires  OE,  FK,  F'K',  abaissées  du  centre  et  des  foyers  sur  la  tangente. 
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On  a  : 

(i)        p==n  —  e.r, 

r/  =  «  4-  6U-, 

(.)0T=^, 

(3i  0N  =  ^^, 

ON' =-,4... 

(4)  MN=^v/.?  = 

a 

'      MN'  =  ^'v/^'  = 

%, 


5)  FK=./-'i=^,     F'K'=A./£: 


b 
hh 


b"  -=  û'^ 


n^  r' 

PM  = ^^- 


MN.MN'^  b'\ 

nb 


— ,      0E  = 


// 


La  première  des  formules  (i)  résulte  delà  relation 

FM  =  ^.MD  =  6'(0H-0P). 

La  troisième  des  formules  (i)  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  carrés 
des  valeurs  (8)  du  n°  1108,  et  ayant  égard  à  la  position  du  point  M  sur 
l'ellipse.  —  Les  formules  (2)  sont  une  conséquence  de  la  théorie  des 
pôles  et  polaires.  ~  La  première  formule  (3)  résulte  de  la  théorie  des 
foyers,  et  la  seconde  de  la  similitude  des  triangles  ONN',  NPM.  —  On 
obtient  la  première  formule  (4)  en  appliquant  la  formule  du  n°  :238;  et 
la  seconde  résulte  de  la  similitude  des  triangles  ONN',  NPM.  —  Enfin 
les  deux  premières  formules  (5)  s'obtiennent  à  l'aide  du  théorème  du 
n°  972  et  de  la  similitude  des  triangles  FMK,  F'MK',  qui  donne  le  rap- 
port de  FKà  F'K';  la  troisième  s'en  déduit  en  prenant  la  demi-somme. 

2°  En  changeant  h^  en  —  ^^  on  a  des  formules  analogues  pour  \ hy- 
perbole. 


Fig.  :,G7. 


Fig.  :,G8. 


3°  Considérons  une  parabole  rapportée  à  son  axe  A.r  et  à  la  tan- 
gente Ay  au  sommet  [fig.  568).  M  étant  un  quelconque  de  ses  points, 
soient  x  et  j  ses  coordonnées  AP  et  MP,  p  le  rayon  vecteur  MF,  p  le  pa- 
.o^A...  L-'u  _  ^s,Y^  et  0  l'inclinaison  de  la  tangente  MT  sur  l'axe.  Me- 


ramèlre  FH 
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nons  la  normale  MN,  et  abaissons  la  perpendiculaire  FK  du  foyer  sur  la 
tangente  MT. 
On  a 

TP  =  2x,     PN  =  p,     TN  --  p  -^  r,     p  =r  FT  =  -  TN  =  ^  -^  x. 

Le  triangle  rectangle  FTK  donne  ensuite 

Tk'  =  TF.TA=  p.x,     Kf'  =FT.AF  =  ^-p, 

d'où 

Mt'  =  10X,     MN'  =/vp. 

Enfin  on  a,  dans  le  triangle  rectangle  TiMN, 


.          r,         PN         p 

•  2.,       PN         />- 

]} 

tane:ô  =  — -  =  ^-, 

sin^  ô  = =  ■!— 

fe         PM      j 

m      P^ 

~P 

Nous  avons  vu  que  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  M.2' 
et  à  la  tangente  correspondante  Mj'  avait  pour  équation  j'^  =  'ip'x'.  Pour 
évaluer  /j',  menons  AI  parallèle  à  MT,  de  manière  à  figurer  les  coordon- 
nées x'  =  MI,  j'=  —  AI  du  sommet  A  par  rapport  aux  axes  j'Mx';  nous 
aurons  alors 

Mt'       10  x 


/'' 

ix' 

mt' 

"~  2  AT  " 

ou 

encore, 

d'après 

ce  qui 

précède. 

/'' 

=  TN 

,    p'  =  p 

I       p 
^        sm^ô 

Remarquons  que  le  paramètre  p  de  la  parabole,  exprimant  la  distance 
du  foyer  à  la  directrice,  est  égal  à  l'ordonnée  du  foyer.  On  donne  égale- 
ment le  nom  de  paramétre,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  à  l'ordon- 
née du  foyer;  pour  avoir  sa  valeur  en   fonction  des  axes  a  et  h^  il  sutTit 

c                       a'^ 
de  multiplier  par  <?  ou  -  la  distance c  du  foyer  à  la  directrice,  ce  qui 

donne  — 
a 


Complèmerd  de  la  incthode  des  polaires  réciproques. 

1118.  Nous  nous  proposons  dans  ce  paragraphe  de  compléter  et  de 
généraliser  la  théorie  que  nous  avons  exposée  aux  n°'  345  et  suivants. 

Nous  nommerons  origine  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  par  rapport 
auquel  on  prend  les  pôles  et  les  polaires,  et  nous  désignerons  par  R  son 
rayon . 
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La  polaire  réciproque  d'un  cercle  C  situé  (Vune  manière  (juelconque 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0,  est  une  conique  (pd  a  pour  joycr  l\m- 
^nne  0  et  pour  directrice  la  polaire  MM'  du  centre  C  du  cercle  propose 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  [fi}:;.  669  ). 


Fie-  5G9. 


En  effet,  désignons  par  0  le  rayon  du  cercle  proposé  C,  et  par  rî  la  dis- 
tance OC  de  son  centre  à  l'origine.  TP  étant  une  tangente  quelconque 
du  cercle  D  et  Q  son  pôle  par  ra[)port  au  cercle  0,  on  a  (349,  2°),  en  dé- 
signant parQN  la  distance  du  point  Qà  la  droite  MM', 

QN  ~  CP  ~  p 

Le  rapport  des  distances  du  point  variable  Q  au  point  fixe  0  et  à  la  droite 
fixe  MM'  est  donc  constant. 

L'excentricité  -  de  la  conique  obtenue  est  inférieure,  supérieure  ou 

égale  à  un,  suivant  que  B  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  p.  Donc,  la 
conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  y  suivant  que 
l^originc  0  est  intérieure,  extérieure  au  cercle  proposé  C  ou  située  sur 
la  circonférence  de  ce  cercle. 

Cette  proposition,  combinée  avec  le  principe  du  n°  348,  permet  de  dé- 
duire de  toute  propriété  du  cercle  une  propriété  focale  des  coniques. 

Comme  exemple,  transformons  la  pro[)riélé  de  l'angle  inscrit  :  Van^lc 
MAB,  formé  en  joignant  un  point  variable  (C une  circonférence  de  cercle 
à  deux  points  fixes  de  cette  circonférence  y  est  constant  et  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  au  centre  ACB  correspondant.  Au  cercle,  répondra  une 
conique  ayant  pour  foyer  l'origine  0  et  pour  directrice  la  polaire  7  du 
pointe  par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0;  aux  points  A,  B,  M,  répondront 
deux  tangentes  fixes  a  et^,  et  une  tangente  variable  p  de  la  conique.  Les 
points  d'intersection  de  p  et  y.,  de  u  et  ^,  de  7  et  a,  de  7  et  6,  seront  res- 
pectivement les  pôles  des  droites  MA,  MB,  CA,  CB,  et  par  suite,  en  vertu 
du  principe  du  n"  348,  on  aura  ce  théorème  :  L'angle  sous  lequel  on  voit 
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du  fojer  0  d'une  conùjue  la  portion  d'une  tangente  mobile  pt.  comprise 
entre  deux  tangentes  fixes  v.  et  ^,  est  constant  et  égal  à  la  moitié  de 
V angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  portion  de  la  directrice  y  comprise 
entre  les  deux  tangentes  fixes  y.  et  ^.  '    ' 

Voici  d'aulres  exemples  : 


La  droite  qui  joint  le  foyer  (Tune 
également  inclinées  sur  la  corde  des  |  conique  à  l'intersection  de  deux 
contacts.  |  tangentes,   divise  en  deux  parties 

égales  l'angle  sous  lequel  on  voit 
du  foyer  la  corde  des  contacts. 

Si  une  corde  d'une  section  coni- 
que est  vue  du  foyer  sous  un  angle 
constant,  cette  corde  enveloppe  une 
section  conique  ayant  même  foyer 
et  même  directrice  ([ue  la  proposée; 
le  point  de  concours  des  tangentes 
aux  extrémités  de  cette  coi'de,  décrit 
une  section  conique  ayant  aussi 
même  foyer  et  même  directrice  que 
la  proposée. 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  à  la 
parabole,  est  une  conique  ayant  le 
même  foyer  et  la  même  directrice. 


Deux  tangentes  d'un  cercle  sont 


Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  à  un 
cercle  est  un  cercle  concentrique, 
et  la  corde  des  contacts  enveloppe 
un  cercle  aussi  concentiique. 


Si  une  corde  d'un  cercle  est  vue 
sous  un  angle  constant  d'un  point 
fixe  A  de  la  circonférence,  cette 
«orde  enveloppe  un  cercle  concen- 
trique. 

Les  projections  d'un  point  A 
d'une  circonférence  de  cercle  sur 
les  côtés  d'un  triangle  inscrit  quel- 
conque sont  en  ligne  droite. 


Si,  par  les  sommets  d'un  triangle 
circonscrit  a  une  parabole^  on  élève 
des  perpendiculaires  sur  les  droites 
qui  joignent  ces  sommets  au  foyer  Y  ^ 
les  trois  perpendiculaires  concoui-ent 
en  un  même  point  I. 


Dans  les  deux  derniers  exemples,  on  a  pris  pour  origine  le  point  A;  et 
comme  ce  point  est  sur  la  circonférence,  la  transformée  de  cette  circon- 
férence est  une  parabole.  Observons,  en  outre,  qu'en  vertu  du  dernier 
théorème  obtenu,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  FI  comme  diamètre,  ce 
cercle  passera  par  les  sommets  du  triangle  circonscrit;  delà  cette  propo- 
sition :  Le  lieu  des  foyers  des  pai^aboles  tangentes  h  trois  droites  fixes 
est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 

1149.  La  polaire  réciproque  d'une  conique  G  par  rapport  à  un  cercle 
auxiliaire  0  est  une  conicpie  C. 

En  effet,  la  conique  G  peut  être  considérée  (1096)  comme  l'enveloppe 
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des  droites  mm'  qui  joii2;nent  les  points  liomoloi^iies  m  et  m'  do  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  deux  tangentes  fixes  L  et  L'.  Or, 
soient  >,  X',  fx,  les  pôles  des  tangentes  fixes  L  et  L'  et  de  la  tangente 
mobile  //////';  les  droites).//,  a'/x.  décriront  deux  faisceaux  iiomographiques. 
Car  les  droites  issues  de  X  répondant  anharnnoni<|uement  aux  points  de 
la  division  L,  et  les  droites  issues  de  Vaux  points  de  la  division  L'  (1080), 
quatre  droites  quelconques  issues  de  \  auront  même  rapport  anharmo- 
nique  que  les  quatre  droites  homologues  issues  de  a',  attendu  que  quatre 
points  quelconques  de  la  division  L  ont  même  rapport  anharmonicpie  que 
les  quatre  points  homologues  de  L'.  Donc  le  lieu  des  points  u.  est  une 
conique  qui  passe  par  les  points  a  et  /'  (1097,  'i°). 

A  chaque  propriété  des  coniques,  en  répondra  dès  lors  une  autre  par 
la  méthode  des  polaires  réciproques.  Voici  des  exemples  : 


Le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  cif'cnnscrits  à  une  ellipse  ou  à 
une  Jiyperhole  est  un  cercle. 


Le  lieu  des  projections  d* un  foyer 
sur  les  tf intentes  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole  est  un  cercle. 


L'enveloppe  des  cordes  d'une  co- 
nique qui  sont  vues  sous  un  angle 
droit  d 'un  point  fixe  du  plan  de  la 
conique,  est  une  (uitre  conique  dont 
ce  point  fixe  est  le  foyer. 

Si  par  chafpie  point  d'un  cercle 
on  élève  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  (pu  joint  ce  point  a  un  point 
fixe,  l'enveloppe  de  ces  perpendicu- 
laires est  une  conique  dont  ce  point 
fixe  est  le  foyer. 


1120.  Reportons-nous  au  théorème  du  n°  351.  Si,  sans  rien  changer  au 
raisonnement,  on  avait  pris  pour  origine  de  la  transformation  un  point 
quelconque  au  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  quavJrilatère,  on 
aurait  obtenu  pour  théorème  corrélatif  : 

Dans  tout  cpiadrilatcre  circonscrit  a  une  conique ^  le  produit  des  dis- 
tances de  deux  sommets  opposés  à  une  tangente  quelconque  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets  a 
la  même  tangente. 

Cette  dernière  proposition,  transformée  à  son  tour  par  la  méthode  des 
polaires  réciproques,  donne  alors  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  à  une  conique,  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  conique  à  deux  côtés  opposés  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux 
autres  côtés.  Ce  théorème  est  attribué  à  Pappus.  On  doit  remarquer  la 
manière  dont  nous  l'avons  obtenu  et  qui  consiste  dans  une  double  appli- 
cation de  la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Les  explications  données  au  n°  331  permettront  au  lecteur  de  voir  lui- 
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même  comment  ces  théorèmes  peuvent  se  généraliser  et  s'étendre  à  des 
polygones.  Nous  appellerons  ici,  au  contraire,  l'attention  sur  un  cas  par- 
ticulier :  Lorsque  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  deviennent 
tangents  à  la  conique,  les  deux  autres  se  confondent  avec  la  corde  de 
contact,  et  le  théorème  de  Pappus  devient  le  suivant  :  Le  produit  des 
distances  d'un  point  quelconque  dUine  conicjue  aux  deux  côtés  d'un 
angle  circonscrit  est  dans  un  rappoj^t  constant  avec  le  carré  de  la  dis- 
tance du  même  point  a  la  corde  de  contact.  Le  théorème  corrélatif 
s'énonce  :  Le  produit  des  distances  de  deux  points  fixes  d'une  coniciue  à 
une  tangente  variable  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la 
distance  de  l'intersection  des  tangentes  aux  deux  points  fixes  y  à  la  même 
tangente  variable;  il  résulte  immédiatement  de  la  propriété  des  quadri- 
latères circonscrits,  lorsque  l'on  suppose  que  deux  côtés  adjacents  du 
quadrilatère  viennent  se  confondre  avec  les  deux  autres. 

1121.  On  peut  généraliser  toute  cette  théorie  en  substituant  au  cercle 
auxiliaire,  par  rapport  auquel  on  prend  les  pôles,  une  conique  auxiliaire  : 
La  courbe  polaire  réciproque  d'une  conique  quelconque  par  rapport  a 
une  conique  auxiliaire  est  encore  une  conique  (la  démonstration  du 
n"  H19  s'applique  sans  modification),  et  la  méthode  ainsi  généralisée  se 
prête  avec  la  même  facilité  à  la  transformation  des  propriétés  descrip- 
tives; mais  il  n'en  est  plus  de  rnême  pour  les  propriétés  métriques,  et 
pour  transformer  ces  propriétés  il  convient  de  prendre  un  cercle  pour 
courbe  auxiliaire. 

On  dit  qu'une  courbe  est  algébrique  ou  transcendante  suivant  que  son 
équation  en  coordonnées  recti lignes  ^  et  /  est  algébrique  ou  transcen- 
dante. On  appelle  ordre  d'une  courbe  algébrique  le  degré  en  x  et  y  de 
son  équation  préalablement  rendue  rationnelle  et  entière  par  rapport  à 
ces  variables.  Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut 
montrer  que  le  degré  de  l'équation  est  indépendant  de  la  position  de  la 
courbe  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  C'est  ce  que  nous  allons 
établir. 

Considérons  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  axes  coordonnés  ox  et  oy.  Soient  M,  M',  M",. ..,  divers  points  de 
cette  droite,  P,  P',  P",...,  les  extrémités  de  leurs  abscisses,  et  Q,  Q',  Q",..., 
les  extrémités  de  leurs  ordonnées  comptées  sur  oy.  Les  deux  divisions 
PP'P"...,  QQ'Q"'..^  sont  homographiques  et  semblables,  car  chacune 
d'elles  est  évidemment  semblable  (1074)  à  la  division  MM'M". . .  ;  il  y  à 
donc  entre  x  =  oV  Qi  y  =  oQ  une  relation  homographique  privée  de 
termes  en  xy\  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  droite  sont  liées  constamment  par  une  équation  du  premier  degré. 

L'équation  d'une  ligne  droite  étant  du  premier  degré,  quelle  que  soit 
la  situation  de  cette  droite  par  rapport  aux  axes  coordonnés,  il  faut 
nécessairement  que,  si  x  et  j  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rap- 
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port  à  certains  axes  fox,  et  x'  et  j'ies  coordonnées  du  même  point  par 
rapport  à  d'autres  axes  /'or',  x  et  r  soient  des  fonctions  du  premier 
degré  de  x'  et  y'.  Par  suite,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et  j  dans 
une  équation  algébrique  en  x  et/  n'altérera  pas  le  degré  de  celte  équa- 
tion. En  d'autres  termes,  Tordre  de  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  sera  le  même,  quels  que  soient  les  axes  auxquels  on  la  rap- 
porte. 

Une  courbe  ab^ébrique  (V ordre  n  est  coupée  en  n  points  (  réels  ou 
i/iirtginaires)  par  une  droite  que/con(/ue.  En  efïot,  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  des  x,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  du  degré  n 
d'après  ce  qui  précède;  et  si  l'on  fait  j  =  o,  l'équation  se  réduira  à  une 
équation  du  degré  n  en  x,  qui  donnera  les  abscisses  des  points  communs 
à  la  courbe  et  à  la  droite;  or,  on  sait  par  l'Algèbre  qu'une  équation  algé- 
brique rationnelle  et  entière  du  degré  n  a  n  racines  réelles  ou  imagi- 
naires. Ainsi,  l'ordre  d'une  courbe  al<^ébri(jue  exprime  le  nombre  des 
points  suivant  lesquels  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  droite  quel- 
conque. 

Les  coniques  sont  donc  des  courbes  du  second  ordre,  ce  qui  s'accorde 
avec  les  équations  trouvées  aux  n°'  1108,  1110,  illl.  Inversement,  toute 
courbe  du  second  ordre  est  une  conique;  car  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  variables  x  et  y,  ne  renfermant  que  cinq  coefficients  arbi- 
traires, on  voit  que  cinq  points  déterminent  une  courbe  du  second  ordre; 
mais  par  ces  cinq  points  on  peut  faire  passer  une  conique  et  une 
seule  (1098);  et  comme  cette  conique  est  du  second  ordre,  elle  ne  diff'ére 
pas  de  la  courbe  pro|)osée. 

Deux  courbes  polaires  réciproques  sont  telles,  que  chacune  d'elles  est 
coupée  par  une  droite  quelconque  en  autant  de  points  (réels  ou  imagi- 
naires) qu'on  peut  mener  de  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  à  l'autre 
par  un  point  donné  quelconque.  On  nomme  classe  d'une  courbe  algébri- 
que le  nombre  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut  mener  à 
cette  courbe  d'un  point  quelconque.  D'après  cela,  on  peut  énoncer  la 
propriété  j)récéilente  de  cette  manière  plus  concise  :  Quand  deux  courbes 
sont  polaires  réciproques ,  l'ordre  de  l'une  est  égale  à  la  classe  de 
l'autre. 

Les  coniques  sont  des  courbes  de  la  seconde  classe,  et,  inversement, 
toute  courbe  de  la  seconde  classe  est  une  conique. 

1122.  Deux  coniques  quelconques  ont  quatre  points  communs  [réels 
ou  imaginaires  ) . 

En  effet,  en  éliminant  j>-^  entre  les  équations  du  second  dr'gré  qui  repré- 
sentent les  deux  coniques,  on  obtient  une  équation  où  j  ne  figure  qu'au 
premier  degré  et  que  nous  désignerons  par  [j)  ;  puis,  en  substituant  cette 
valeur  de  f  dans  l'une  des  deux  équations  primitives,  on  trouve  une  équa- 
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tion  du  quatrième  degré  en  ^,  que  nous  désignerons  par  (jt),  et  dont  les 
racines  sont  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes.  Si 
l'équation  [x]  a  ses  quatre  racines  réelles,  l'équation  (j)  donne  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  .rune  valeur  réelle  de/;  et,  par  suite,  les  deux 
coniques  ont  quatre  poir^ts  communs  réels.  —  Si  l'équation  (x)  a  deux 
racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (conjuguées),  l'équation  (j) 
donne  pour  j  deux  valeurs  réelles  et  deux  valeurs  imaginaires  (conju- 
guées) ;  et,  par  suite,  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  et 
deux  points  communs  imaginaires  (conjugués).  —  Enfin,  si  l'équation  {,x) 
a  ses  quatre  racines  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux),  l'équation  (j) 
donne  pour  j  quatre  valeurs  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux);  et, 
par  suite ,  les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires 
(conjugués  deux  à  deux). 

Deux  coniques  quelconques  ont  toujours  un  ou  trois  systè/?/es  de  deux 
cordes  comnmnes  réelles. 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1°  Les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  réels /7,Z',c,r/ (/g-.  570); 


Fig.  570. 


les  trois  couples  nb  et  ce/,  ac  et  bd,  ad  et  bc^  de  cordes  communes  sont 
alors  réels.  De  plus,  en  désignant  par  p  le  point  d'intersection  de  ab  et  de 
<?<-/,  par  q  celui  de  ac  et  de  bd  et  par  r  celui  de  cul  et  de  bc^  on  voit  que 
chacun  des  sommets  du  triangle  pqr  est  le  [lôle  du  côté  opposé  par  rap- 
port à  toutes  les  coniques  passant  par  les  quatre  points  <7,  /;,  c,  d. 

i!"  Les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  a  et  b  et  doux 
points  communs  imaginaires  conjugués  c  et  d.  La  corde  commune  ab  est 
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alors  nielle;  il  est  aisé  de  voir  que  cd  l'est  aussi  :  car,  soient  x'  et  r'  les 
coordonnées  du  point  c  et  x\  j",  les  coordonnées  du  point  <-/,  l'équation 


y 


représente  la  droite  cd^  puisqu'elle  est  du  premier  degré  et  qu'elle  est 
satisfaite  pour  x  ~  x'  et;)^^',  ^mû  que  pour  x=  x"  et  j  =  j";  or,  si 
l'on  remplace  x'  et  x"  par  deux  imaginaires,  conjuguées  m  -\-  n\/—\^ 
„,  ^  ;i^—i^  et  r'  et  y"  par  deux  autres  imaginaires  conjuguées 
///'-h  w'y/— 1,  m'—  n\J—\^  on  trouve 


nr  =  mil 


équation  où  les  imaginaires  ont  disparu.  Les  autres  cordes  communes  ne 
et  bd^  ad  et  hc  sont  imaginaires;  car  si,  par  exemple,  ac  était  réelle,  le 
point  c,  intersection  des  droites  réelles  ac  et  cd^  serait  réel ,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse.  Quant  au  triangle  pqr,  il  n'a  qu'un  sommet  réel  p  ; 
car  si  </,  par  exemple,  était  réel,  la  droite  ^c  qui  joindrait  les  deux  points 
réels  a  et  q  serait  réelle,  ce  qui  est  impossible,  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Il  "faut  remarquer  toutefois  que  «y  et  /•  sont  des  points  imaginaires 
conjugués  et,  par  suite,  que  la  droite  qr  est  réelle. 

3''  Les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires  conju- 
gués deux  à  deux  <?  et  ^,  c  et  d.  Alors  les  droites  ah  et  cd  sont  réelles, 
puisque  chacune  d'elles  unit  deux  points  imaginaires  conjugués;  on  voit 
d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  dans  l'alinéa  qui  précède,  que  les  autres 
cordes  communes  sont  imaginaires.  Le  triangle  pqi-  a  ses  trois  sommets 
réels  :  cela  est  évident  pour  le  point  />»,  mais  il  importe  de  démontrer  net- 
tement la  réalité  des  points  q  et  /•.  Considérons,  par  exemple,  le  pomt  7, 
intersection  des  deux  droites  ac  et  hd^  et  soient  .r'  et  j' les  coordonnées 
de  a,  x"  etjr"  celles  de  r,  x,  et  j,  celles  de  h,  x^  et  j,  celles  de  d.  Les 
droites  ac  et  hd  ont  respectivement  pour  équations 

X  —  x'  _  y —y'  -r  —  .r,    _  )-  —  r,  . 


X"  -  X-       y  —y  '^2  —  -''\       r-i  "  Ji 

t 

or,  si  l'on  résout  ces  équations  du  premier  degré  par  rapport  à  x  et  à  j 
afin  d'avoir  les  coordonnées  du  point  commun  7,  on  constate  sans  diffi- 
culté que  les  expressions  de  ces  coordonnées  ne  renferment  plus  d'ima- 
ginaires, si  l'on  remplace  respectivement  x'  et  .r,,  y'  et  r,,  x"  et  x^,  y" 
etj"2,  par  des  imaginaires  conjuguées. 

Dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent ,  nous  avons  fait  de  légers  em- 
prunts à  l'analyse.  Cela  nous  a  permis  d'éviter  de  longs  détours  et  de 
fixer  d'une  manière  nette  le  sens  des  propositions. 
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En  transformant  par  la  méthode  des  polaires  réciproques  les  deux 
théorèmes  qui  précèdent,  on  voit  que  : 

Deux  coiùques  fjuelcn/iques  ont  quatre  tangentes  communes  [réelles 
ou  imaginaires)  [fig.  57 1). 

Deux  coniques  quelconques  ont  toujours  un  ou  trois  systèmes  de  deux 
ombilics  réels  (on  donne  le  nom  (S.' ombilic  à  tout  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  communes). 

Si  les  quatre  côtés  A,  B,  C,  D,  du  quadrilatère  circonscrit  sont  réels, 
les  trois  couples  (A,  B)  et  (C,  D),  (A,  C)  et  (B,  D),  (A,  D)  et  (C,  D) 
d'ombilics  sont  réels,  ainsi  que  les  diagonales  P,  R,  du  quadrilatère  et  la 
droite  Q,  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 


Fig.  571. 


(A,  cl 


ÎA,B), 


/ 


(A,D)' 


D  ~~ ^->-^^_ 

(c,D)    — — ^--:j 


(b,d) 


Si  le  quadrilatère  circonscrit  a  deux  côtés  réels  A  et  C,  et  deux  ima- 
ginaires C  et  D,  les  ombilics  (A,  B)  et  (C,  D)  sont  seuls  réels,  et  des  trois 
droites  P,  Q,  R,  la  droite  P  est  seule  réelle;  le  point  d'intersection  de 
Q  et  de  R  est  aussi  réel. 

Enfin,  si  les  quatre  côtés  sont  imaginaires  conjugués  A  et  B,  C  et  D, 
les  ombilics  (A,  B),  (C,  D),  sonfseuls  réels,  et  les  trois  droites  P,  Q,  R, 
sont  réelles. 

1123.  On  nomme  pôle  double  tout  point  du  plan  de  deux  coniques,  qui 
a  la  même  polaire  par  rapport  à  ces  deux  courbes.  Nous  avons  vu  (1122) 
que  les  points  p,  q,  /*,  communs  aux  trois  couples  de  cordes  communes 
des  deux  coniques  considérées,  étaient  des  pôles  doubles  [Jig.  570.) 

Réciproquement,  tout  pôle  double  est  Vinterscction  de  deux  cordes 
communes.  En  effet,  soient  p^  un  pôle  double;  a,  b,  c,  r/,  les  quatre  points 
réels  ou  imaginaires  communs  aux  deux  coniques,  et  a,  a',  les  points  où 
la  droite  Pia  rencontre  les  deux  coniques.  Le  point  />>,  devant  avoir 
même  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  deux  segments  «a,  au',  il 
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faut  fpie  a  et  x'  coïncident,  c'est-à-dire  se  confondent  avec  l'un  dos  points 
c,  h,  /■/,  avec  c  par  exemple.  Ainsi,  le  point />>,  est  sur  la  corde  commune 
ar,  et  l'on  peut  voir  do  mènrie  qu'il  est  sur  M  :  il  est  donc  à  l'intersection 
de  deux  cordes  communes. 

Les  trois  seuls  pôles  doubles  sont  donc  les  sommets  du  triangle/;,  <y,  r, 
dont  l'un  est  toujours  réel.  Chacun  de  ces  pôles  est  dailleius  le  centre 
du  faisceau  harmonique  formé  par  les  deux  côtés  du  triangle  et  les  deux 
cordes  communes  qui  passent  parce  point. 

On  nomme  polaire  double  toute  droite  qui  a  le  même  pôle  par  rapport 
aux  deux  coniques.  Toute  polaire  double  est  la  polaire  d'un  pôle  double, 
et  réciproquement  ;  il  n'y  a  donc  que  trois  polaires  doubles,  dont  une 
toujours  réelle  :  ce  sont  les  côtés  du  triangle  jnjr. 

Les  diagonales  P,  Q,  R,  du  (juadrilatèro  formé  par  les  quatre  tangentes 
communes  aux  deux  coniques  [Jig.  571  ),  c'est-à-dire  les  droites  qui  por. 
tent  les  trois  couples  d'ombilics,  sont  évidemment  des  polaires  doubles  : 
elles  ne  diffèrent  donc  pas  des  côtés  du  triangle  pqr.  En  outre,  il  résulte 
immédiatement  de  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
deux  droites,  que  les  deux  ombilics  et  les  deux  pôles  doubles  qui  sont  sur 
le  même  côté  du  triangle  pqr  forment  un  système  harmonique. 

Enfin,  ,s/  deux  points  pris  .sur  une  corde  commune  sont  conjugués  pur 
rapport  à  Cune  des  eoniciues,  ils  le  sont  aussi  Ci'idemnwnt  ])(ir  i^apport  à 
r  autre.  La  propriété  corrélative  des  ombilics  consiste  en  ce  que  :  si  deux 
droites  issues  d'un  ombilic  sont  conjuguées  par  l'apport  à  l'une  des  coni- 
(jues,  elles  le  sont  aussi  par  rapport  à  T autre. 

Constructions  relatives  aux  coniipies. 

ll!2i.  Etant  donnés  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  ou  d'une 
liypcrbole  en  grandeur  et  en  j)osition ,  construire  les  axes  de  la  courbe. 

1°  Ellipse.  —  Soient  [fg.  572)  0A'=  a'  et  0B'=  b'  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  donnés;  désignons  par  G  leur  angle  BOA,  et  par  a 
et  b  les  longueurs  inconnues  des  deux  axes.  Los  relations  (i108)|^jf^ 

«2  H_  h\  =  a'-  -h  //^     nb  =  a'b'  sin  0 , 
donnent 

[a-^OY  =  a'^-h  b'^-hia'b'  sin  0,     [a—  by  =  a" -f-  //*  —  2 a'b'  sin  0. 

Or,  si  sur  la  perpendiculaire  B'I,  abaissée  du  point  B'  sur  OA',  on  prend 
de  part  et  d'autre  de  B',  B'H  =  B'K  =  a',  et  si  l'on  joint  011  et  OK,  on  a 

OB'K  =  --0,    cosOB'K  =  sin0,    OB'H  =  --f-0,    cosOB'H=:  —  sinô, 

•2  '2  ' 
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et  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie 
recliligne. 


OH  =r/'^-h^'-4-2r///sinÔ,     OK  =^  a"-h  b' ~2n' b'smO  ,        [\ 


c'est-à-dire  ^t4 

OE^a-hb,     OK  =  a-b.  ^^ 

On  en  déduit  pour  les  longueurs  des  axes 

..:^-(OH-f-OK),     b  =  -{m-OK).   ^.\ 

II  reste  à  trouver  la  direction  Ox  du  grand  axe.  Or,  B'U  est  la  normale 
en  B'  à  l'ellipse,  puisque  la  tangente  en  B'  serait  (H07)  parallèle  à  OA'. 

On  a  donc  (1117)  B'N  =  —  et,  par  suite, 

NH      B'H  +  B'N       '''^"a      r,^b      OH 


ISK      B'K-B'N         ,        ,b      a~-b~OK' 
a —  a  - 
a 

donc  le  grand  axe  O.r  est  la  bissectrice  de  l'angle  HOK. 

Fig.    5;2. 


\     :  1 
\   ■'■>■ 

-T'a- 

0^    !i 

A' 

î*  Hyperbole.  —  En  construisant  le  parallélogramme  sur  les  deux  dia- 
mètres conjugués  donnés  et  menant  les  diagonales,  on  aura  les  asymp- 
totes; les  axes  seront  les  bissectrices  des  angles  des  asymptotes.  Pour  avoir 
la  longueur  d'un  axe,  il  suffira  (1110,  i°)  de  mener  par  l'un  des  sommets 
du  parallélogramme  une  parallèle  à  la  direction  de  cet  axe,  et  de  prendre 
une  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  ce  sommet  aux  points 
où  cette  parallèle  coupe  les  asymptotes. 

Bemarquons  que' lorsqu'on  connaît  les  asymptotes  0//  et  Ov  d'une 
hyperbole  et  un  point  ///,  on  obtient  au  moyen  de  la  règle  autant  de  points 
de  la  courbe  que  l'on  veut  [J/g.  5Gi)  ;  en  menant  par  di  une  transversale 
quelconque  qui  coupe  les  asymptotes  en  g  et  g',  et  prenant  g'/n'  =  gm^ 
on  aura  un  nouveau  point  m'  de  l'hyperbole. 
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llâo.   Construire  une  conique  continissant  : 

1°  Cin(i  points  n,  b,  r,  c/,  e.  —  «  abcd  forme  un  quadrilatère  inscrit 
»  dans  la  conique  cherchée.  Par  le  point  ^,  on  mènera  une  droite  quel- 
»  conque  cf,  et  l'on  ciierciiera  le  point /conjugué  du  point  f  dans  l'invo- 
»  hilion  déterminée  sur  cetto  droite  par  les  points  où  elle  rencontre  les 
»  côtés  opposés  du  quadrilatère.  Le  point /appartiendra  à  la  conique. 

»  Si  l'on  veut  trouver  la  tangente  bt  en  Z>,  on  regardera  acbt  comme 
»  un  quadrilatère  inscrit,  dont  deux  sommets  sont  infiniment  voisins  en 
»  b,  et  la  droite  ed  comme  une  transversale  de  ce  quadrilatère.  Cette 
»  transversale  coupe  les  côtés  opposés  ba^  bc,  en  a,  y,  la  courbe  en  e  et  <-/, 
»  et  les  côtés  opposés  /7c,  bt,  en  ri  et  .r.  Ces  six  points  formant  une  invo- 
»  lution,  on  déterminera  le  point  a:,  et  par  suite  la  tangente  bt.  » 

2°  Cinq  tangentes,  A,  B,  C,  D,  E.  —  «  Quatre  des  tangentes  données 
»  forment  un  quadrilatère  circonscrit.  Qu'on  prenne  sur  la  cinquième  un 
»  point  quelconque  a  et  qu'on  le  joigne  aux  quatre  sommets  du  qiiadri- 
»  latère;  le  sixième  rayon,  conjugué  à  la  cinquième  tangente  dans  l'in- 
»  volution  que  ces  quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  du 
»  point  fi. 

»  Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  point  de  contact  de  la  tangente 
»  B.  On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  A,  C,  B,  dont 
»  deux  côtés  se  confondent  en  un  seul  suivant  B,  et  dont  (A,  C),  (A,  B), 
»  (B,  C)  et  /  sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  /  est  inconnu  ,  miiis 
»  les  six  rayons  qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de  D  et  E,  savoir  : 
»  D,  E,  I  (A,  B),  I  (B,  C),  I  (A,  C),  It,  sont  en  involution,  et  cinq  sont 
»  connus.  Il  sera  donc  facile  de  déterminer  le  sixième  et,  par  suite,  le 
»  point  cherché  t. 

»  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  cinquième  tangente  est  donnée  impli- 
»  cilement;  c'est  la  droite  de  l'infini.  Les  quatre  qui  sont  données  for- 
»  ment  un  quadrilatère.  Par  les  sommets  de  ce  quadrilatère,  on  mènera 
»  quatre  parallèles  dans  une  direction  arbitraire;  on  les  coupera  par  une 
»  transversale  quelconque,  sur  laquelle  on  cherchera  le  point  central  de 
»  l'involution  qu'elles  y  déterminent,  et  la  parallèle  aux  autres  droites 
»  menée  par  ce  point  sera  une  cinquième  tangente.  » 

3**  Quatre  points  et  une  tangente.  —  «  Soient  abcd  le  quadrilatère 
»  donné  et  e  le  point  de  contact  inconnu  de  la  tangente.  Soient  a ,  x', 
»  et  S,  fe',  les  points  où  cette  tangente  rencontre  successivement  les  côtés 
»  opposés  du  quadrilatère.  Ces  points  déterminent  une  involution  dont  e 
«  est  un  point  double.  Il  sera  donc  facile  de  le  trouver.  On  voit  que  la 
»  question  a  deux  solutions. 

»  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  est  à  l'infini.  Soient  S  le  point 
»  de  concours  des  côtés  opposés  ad  et  bc  du  quadrilatère  donné.  Qu'on 
»  mène  Se-',  Sr/',  parallèles  respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés; 
II.  26 
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»  on  a  quatre  rayons  Se',  Sr/',  Se,  Sr/,  issus  du  point  S,  qui,  conjugués 
»  deux  à  doux  ,  déterminent  une  involution.  Chacun  des  deux  rayons 
))  doubles  de  cette  involution  est  parallèle  à  l'axe  d'une  parabole  qui 
»  satisfait  à  la  question.  » 


4^  Quatre  tangentes  et  un  point.  —  «  On  trouve  une  cinquième  tan- 
gente en  cherchant  les  rayons  doubles  de  l'involution  qui  est  déter- 
minée par  les  quatre  rayons,  conjugués  deux  à  deux,  qu'on  obtient  en 
joignant  le  point  donné  aux  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  données.  Chacun  des  deux  rayons  doubles  est  une 
tangente  à  la  conique:  on  a  donc  deux  solutions  distinctes. 
»  Pour  la  parabole,  on  donne  un  point  et  trois  tangentes;  la  quatrième 
est  à  l'infini.  La  solution  est  la  même;  deux  des  rayons  de  l'involution 
sont  parallèles  respectivement  à  deux  des  tangentes  données.  » 


5°  Trois  points  et  deux  tangentes.  —  «  Soient  a,  b,  c,  les  trois  points 
»  donnés,  T  et  T' les  deux  tangentes  qui  se  coupent  enO  et  qui  louchent 
»  respectivement  la  courbe  aux  deux  points  cl  et  e  qu'il  s'agit  de  déter- 
»  miner.  On  peut  regarder  la  corde  de  contact  de  comme  représentant 
»  un  quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  en  d  et  les  deux  autres 
»  en  e.  La  corde  bc,  considérée  comme  une  transversale  du  quadrilatère 
»  et  de  la  courbe,  fournit  une  relation  d'involulion ,  en  vertu  du  théo- 
))  rème  de  Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe  les  côtés  opposés 
»  du  quadrilatère  et  la  courbe.  Ces  points  se  réduisent  ici  à  cinq,  savoir  : 
»  t,  t\  sur  les  tangentes  r/O,  eO,  respectivement;  e  sur  les  deux  autres 
»  côtés  opposés  qui  se  confondent  en  un  seul  de;  et  enfin  b,  e,  sur  la 
»  courbe.  Le  point  s  est  dune  \m  point  double  de  l'involution  déterminée 
»  par  les  segments  bc,  tt'.  —"Si  l'on  prend  ab  comme  transversale  au  lieu 
»  de  bc,  on  trouvera  de  même  un  point  <»  appartenant  à  la  corde  de  contact 
»  de,  qui  sera  ainsi  déterminée  par  les  deux  points  s  et?p.  Mais  comme 
»  chacune  des  deux  relations  d'iuvolution  fournit  deux  points  doubles  s 
»  et  e',  cp  et  'f',  on  obtiendra  quatre  positions  distinctes-de  la  corde  de, 
»  savoir  :  eï-,  s'f',  s'f ,  5'(f',  c'est-à-dire  quatre  solutions  du  problème 
»  proposé. 

»  Dans  le  cas  de  la  parabole  où  l'on  ne  donne  qu'une  tangente  et  trois 
»  points,  on  obtient  de  même  quatre  solutions.  La  tangente  T'  est  à 
»  l'infini,  ainsi  que  le  point  t';  donc,  le  point  /  qui  lui  est  conjugué  dans 
»  l'involution  est  le  point  central  de  cette  involution,  dont  on  connaît  en 
»  outre  le  segm.ent  bc  et  dont  il  s'agit  de  trouver  les  points  doubles. 
»  Chacune  des  quatre  cordes  de  contact  sy  est  un  diamètre  d'une  para- 
»  bole  satisfaisant  aux  conditions  proposées.  » 

6"  Trois  tangentes  et  deux  points.  —  «  Nous  allons  déterminer  deux 
»  nouvelles  tangentes  à  la  courbe  aux  points  donnés  a  et  b.  Soient  AB, 
»  BC,  CD,  celles  qui  sont  données.  Désignons  par  0  le  point  de  contact 
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»  inconnu  des  deux  lan;;entes  cliercliées;  si  Ton  regarde  l'angle  bO<i 
»  comnne  un  quadrilatère  circonscrit  OnOb  dont  les  côtés  adjacents  se 
»  sont  confondus  deux  à  deux  en  un  seul  On  ou  0^,  on  verra  que  la 
»  droite  BO  est  un  rayon  double  de  l'involulion  formée  par  les  deux 
))  couples  de  rayons  conjugués  Br/  et  BA,  BA  et  B('.  Pareillement,  CO  est 
»  un  r.iyon  double  de  Tinvolution  Ha,  C/v,  CB,  CD.  Donc,  le  point  0, 
»  intersection  des  rayons  BO  et  CO,  est  déterminé.  Mais  comme  (hacune 
»  des  involutions  comporte  deux  tels  rayons,  on  obtient  quatre  positions 
»  distinctes  du  point  0,  et  |)ar  conséquent,  le  problème  admet,  comme 
»  le  |>récédent,  quatre  solutions. 

»  S'il  s'agit  d'une  parabole,  l'une  des  trois  tangenles  données  est  à 
»  l'infini,  BC  par  exemple.  La  conslruction  reste  la  même  en  principe; 
»  mais  ici  les  deux  faisceaux  de  rayons  en  involulion  se  composent  de 
»  droites  parallèles,  puisque  leurs  rayons  respectifs  B  et  C  sont  à  l'infini. 
»  Coupons-les  par  une  transversale  quelconque.  On  aura  sur  cotte  droite, 
»  relativement  au  premier  faisf^eau,  deux  j)oints  a,  p,  intersections  des 
»  rayons  conjugués  <7B,  h^\  un  point  w  intersection  du  rayon  AB  dont 
»  le  conjugué  CB  est  à  l'infini,  ce  qui  est  cause  que  w  est  le  point  central 
»  de  l'involulion;  enfin  un  poini  double  .r  intersection  du  rayon  BX,  et 
»  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Relativement  au  second  faisceau,  on  aura 
»  de  même  deux  points  conjugués  d'une  involution  a',  6';  un  point  cen- 
»  tral  &)',  et  l'on  déterminera  un  point  double  r.  Les  droit-'s  xO,  yO. 
»  parallèles  respectivement  aux  tangentes  données  AB,  DC,  se  couperont 
»  au  sommet  0  de  l'angle  circonscrit  à  l'arc  ah  de  la  parabole,  et  l'on 
»  aura  encore  quatre  solutions,  parce  que  Ion  obtiendra  doux  positions 
1)  du  point  X  et  deux  positions  du  point  j  (*).  )> 

Nous  avons  expliqué  dans  les  paragraphes  précédents  comment  on 
construit  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques  tracées 
sur  une  même  droite,  ainsi  que  les  points  doubles  et  le  point  central 
d'une  involulion.  Pour  ne  laisser  aucune  lacune,  il  convient  de  montrer 
comment,  étant  donnés  trois  couples  (/?,  <?') ,  (/;,  />'),  (r,  r'),  de  points 
homologues  de  deux  divisions  homographiques,  on  peut  construire  l'ho- 
mologue m'  d'un  point  quelconque  m  de  la  première  division.  Or,  si  l'on 
porte  la  première  division  sur  une  droite  quelconque  <7'L, ,  issue  du  point 
a'  de  la  seconde,  de  manière  que  a  soit  en  <?',  et  b,  c.  ni,  en  />>, ,  c^ ,  ///, , 
les  deux  divisions  n'b,  c^ ,  n'b'c',  seront  en  perspective,  puisqu'elles  auront 
un  point  homologue  commun  «';  donc,  si  0  est  le  point  de  concours 
de  />,//,  et  de  c^c\  la  droite  O/w  déterminera  sur  la  base  de  fa  division 
a'b'c'  Ihomologue  ///  de  m. 


(*)  Nous  avons  extrait  ces  sohitions  d'un  excellent  article  de  M.  E.  de  Jo:«- 
QUiÈRES,  inséré  au  tome  XVI  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  i*"*^  série. 
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Coniques  honiologiqucs . 

il26.  Soient  (^g.  SyS)  une  figure  plane  quelconque,  un  point  fixe  S 
et  une  droite  fixe  XX'  situés  dans  son  plan;  si  sur  la  droite  Sm,  qui 
joint  le  point  S  à  un  point  quelconque  m  de  cette  figure  et  qui  coupe 
XX'  en  y.,  on  prend  un  point  /u'  tel,  que  le  rapport  anharmonique 

/;/S  ,  /;/S 
m  y.  '  /n'  iJL 


Su.w/;/  )    ou    —  : 


ait  une  valeur  constante  a,  le  lieu  du  point  /n'  est  une  seconde  figure  qui 
est  dite  /to/fiolooiqne  de  la  première.  L  est  le  centre  d'honiologie y  XX' 
Vaxe  (lliomolngie^  et  'k  le  coefficient  (V Jioniologie . 

Fig.  5:3. 


--./  c         k 


Supposons  que  le  point  m  décrive  une  droite  ne;  joignons  le  point  e 
oii  cette  droite  rencontre  XX'  avec  le  point  a'  de  la  seconde  figure  qui 
est  l'homologue  d'un  point  a  choisi  à  volonté  sur  la  droite  ne;  la  trans- 
versale Swu  coupera  la  droite  en'  du  faisceau  (t'S,  en^  6- a,  ca')  en  un 
point  m'  tel  que  (342) 

[Siinim')  =  [So:aa')  =  /  ; 

ce  point  m'  sera  donc  l'homologue  de  m  dans  la  seconde  figure.  Donc  : 
Quand  deux  Jigures  sont  /lo/nologiques,  h  une  droite  de  l'une  répond 
dans  l'autre  une  droite^  et  ces-  deux  droites  se  rencontrent  sur  l'axe 
d'homologie. 

Inversement ,  si  deux  figures  F  et  F'  sont  telles,  qu'à  un  point  quel- 
conque de  Vune  réponde  un  point  de  l'autre,  et  qu'à  une  droite  de  V une 
réponde  une  droite  de  Vautrée ^  de  telle  sorte  rjue  deux  points  homologues 
quelconques  soient  toujours  en  ligne  droite  avec  un  point  fixe  S,  et  que 
deux  droites  limiologues  fpielconques  se  coupent  toujours  sur  une  droite 
fixe  XX',  ces  deux  figures  sont  hoinologiques  ;  car  si  a  et  a\  m  et  ///', 
sont  deux  couples  quelconques  de  points  homologues,  on  a,  dans  le  fais- 
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ceau  (t'S,  en,  cX',  ca')  dont  le  sommet  est  le  point  de  XX'  où  concou- 
rent les  droites  homologues  nni^  a'  m\ 

{S  uni  ni')  =  [Sxaa')  =  const. 

Enfin,  puisque  deux  droites  homologues  coupent  Taxe  d'homologie  au 
même  point,  à  la  droite  'de  l'infini  dans  l'cme  des  figures  doit  corres- 
pondre dans  l'autre  une  droite  U  parallèle  à  Taxe  d'homologie.  Si  SK  et 
S'/  sont  les  distances  du  centre  S  à  la  droite  U  et  à  l'axe  XX',  on  a  la 

relation 

KS    00  S      «  KS      . 

—  :  —  =  /    ou   îT-  -=  ''• , 

Ky     00  y  Ky 

qui  détermine  la  position  de  la  droite  U. 

H-27.  Quatre  points  en  ligne  droite  a,  b,  r,  r/,  de  la  première  figure, 
et  les  (jiiatre  points  correspondants  a',  h',  c\  d',  de  la  seconde  ont  le 
même  j-appirt  anharmoniqiœ;  car  les  droites  aa\  hh\  ce',  dd\  passant 
par  S,  les  deux  divisions  abcd,  a'b'c'd',  sont  en  perspective.  * 

Un  faisceau  de  (juatrc  droites  OÂ,  OB,  OC,  OD,  de  la  première  figure 
et  le  faisceau  des  quatre  droites  correspondantes  O'A',  O'B',  O'C,  O'D', 
de  la  seconde  ont  le  même  rapport  anharmmupie ;  en  efïet,  OA  et  O'A' 
coupent  l'axe  d'homologie  XX'  au  môme  point  a;  de  même,  OB  et  O'B' 
coupent  cet  axe  au  môme  point  (3;  OC  et  O'C,  au  même  point  y;  OD  et 
O'D',  au  même  point  (?.  Le  rapport  anharmonique  de  l'un  et  de  l'autre 
faisceau  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  ^,  y,  ^. 

11i8.  Au  lieu  de  donner  la  constante  /,  on  peut  donner  un  couple 
(r?,  a')  de  j)oints  homologues.  La  construction  de  la  figure  homologique 
d'une  figure  donnée  s'effectue  alors  très-simplement  à  laide  de  la  règle 
seule.  Veut-on  le  point  ni  homologue  d'un  point  quelconque  m  de  1j  pre- 
mière figure,  il  suffira  de  prendre  l'intersection  de  S/w  avec  la  droite  «r 
qui  unit  le  point  a'  au  point  e  où  anx  coupe  XX'  [fig.  ^73). 

Le  théorème  de  Ménélaiis  (390)  appliqué  au  triangle  meni  coupé  par 
la  transversale  S/v^'  donne 

S//?'     om      a'  e  _ 

S/«      ae     a' ni 

a'  e 

Si  l'on  su[)pose  d  à  l'infini,  le  point  a  est  sur  UU',  le  rapport  —, — , 

devient  égal  à  i ,  et  le  rapport  — -;  devient  égal  au  rapport  -^  des  dis- 
tances de  la  droite  U  au  'point  m  et  à  l'axe  XX'  d'homologie;  on  a  donc 

(i)  S///=Ky.— . 

^  '  mp 

Celte  formule  est  très-utile  dai)S  la  théorie  de  Ihomologio,  elle  permet 
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de  construire  la  figure  homologique  d'une  figure  donnée  au  moyen  du 
centre  d'homologie  et  de  la  droite  UU'  qui,  dans  la  figure  donnée,  répond 
à  la  droite  de  l'infini  de  la  figure  inconnue. 

1129.  La  Jîgiwe  hoinolngifjue  cVnnc  conique  C  est  une  conique  C. 
En  effet,  P  et  Q  étant  deux  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  la 
conique  donnée  C,  et  m  un  point  variable  de  cette  conique,  les  droites 
Pw,  Q/w,  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  (1096).  Or  si.P', 
Q',  ;//,  sont  les  homologues  de  P,  Q,  m^  le  faisceau  engendré  par  P'/»' 
tournant  autour  du  point  fixe  P'  sera  homographique  du  faisceau  en- 
gendré par  V m  (1127);  de  môme,  le  faisceau  décrit  par  Q'/;/'  sera 
homogra[)hique  du  faisceau  décrit  par  Q/;/.  Donc,  les  faisceaux  engendrés 
par  P'w'  et  Q'///'  sont  homographiques,  et  (1096)  le  lieu  du  point  m'  est 
une  conique.  —  A  un  point  p  et  h  sa  polaire  L  relatifs  à  la  première 
conique  C,  répondent  dans  la  seconde  conique  un  point  p'  et  sa  polaire  L'. 
Car  aux  quatre  points  harmoniques  p^  /7,  </,  Z>,  situés  sur  une  transversale 
issue  du  point  /:»,  et  qui  coupe  la  conique  C  en  «  et  h  et  la  polaire  L  en 
qy  répondent  quatre  points  p\  a\  q\  b\  qui  sont  aussi  harmoniques  (  1127  ), 
On  voit  par  là  que  à  deux  points  ou  à  deux  droites  conjuguées  relative- 
ment à  la  conique  C ,  répondent  deux  points  ou  deux  droites  conjuguées 
relativement  h  la  conique  C.  —  Vaxe  (Vhomologic  XX'  est  une  corde 
commune  aux  deux  coniques  C  et  C.  En  effet,  les  points  communs  à  la 
conique  C  et  à  l'axe  XX'  sont  les  points  doubles  des  deux  divisions  homo- 
graphiques tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux  générateurs  Vm  et  Qm  de 
cette  conique.  De  même,  les  points  communs  à  la  conique  C  et  à  XX'  sont 
les  polnls  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux 
V'm'  et  0'/'*';  wiais  les  rayons  homologues  des  faisceaux  P  et  P'  se  cou- 
pent sur  l'axe  XX',  aussi  bien  que  les  rayons  homologues  des  faisceaux 
Q  et  Q'.  Donc  les  points  doubles  sont  les  mêmes  pour  les  deux  divisions. 
—  Enfin  on  voit,  soit  par  un  raisonnement  corrélatif  du  précédent,  soit 
en  appli({uant  à  la  propriété  précédente  la  transformation  par  polaires 
réciproques,  que  le  centre  d'homologie  S  est  un  ombilic  des  deux  co- 
nirjues. 

Réciproquement,  deux  coniffues  cpudconcptes  G  et  C  sont  deux  figures 
homologiques  dans  lesquelles  Vaxe  d'homologie  est  une  corde  commune 
et  le  centre  d'homologie  un  ombilic  correspondant  à  cette  corde.  Consi- 
dérons le  triangle  pqr^  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côlé  opposé 
par  rapport  aux  deux  coniques  {fg.  570);  par  chaque  sommet  passent 
deux  cordes  communes,  et  sur  chaque  côté  sont  situés  deux  ombilics; 
nous  appelons  ombilics  correspondant  à  une  corde  commune  les  deux 
ombilics  placés  sur  le  côté  du  triangle  pqr  opposé  au  sommet  qui  est 
situé  sur  la  corde  commune  considérée.  Cela  étant,  soient  XX' une  corde 
commune  aux  deux  coniques  proposées,  qui  les  coupe  en  e  et  f,  et  S  l'un 
des  deux  ombilics  correspondants;  a  étant  un  point  quelconque  de  la 
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conique  C,  la  droite  Sa  rencontre  la  conique  C  en  deux  points  :  dési- 
gnons par  a'  celui  de  ces  deux  points  qui,  lorsque  la  sécante  Sn  tourne 
autour  de  S,  vient  se  réunir  avec  a  au  point  c\  Si  en  prenant  S  pour 
cenire  dliomologie,  XX'  pour  axe  et  [a,  n')  pour  un  couple  de  points 
homologues,  on  construit  la  figure  homologique  de  C,  on  trouvera  une 
conique  C,  qui,  ayant  en  commun  avec  la  conique  C  les  points  a',  f,  /,  et 
les  deux  tangentes  issues  de  S,  ne  différera  pas  de  la  conique  C.  Donc 
C  et  C  sont  liomologiques. 

11  faut  cependant,  d'après  la  démonstration  môme,  que  les  deux  coni- 
ques soient  placéees  de  telle  façon,  que  toute  transversale  issue  de  l'om- 
bilic S  rencontre  les  deux  courbes  en  des  points  qui  soient  à  la  fois  réels 
ou  à  la  fois  imaginaires  pour  les  deux  coniques. 

De  plus,  comme  il  peut  y  avoir  six  cordes  communes,  et  qu'à  chacune 
d'elles  répondent  deux  ombili;  s,  on  voit  que  deux  coniques  peuvent  être 
liomologiques  de  douze  manières  différentes. 

H30,  La  figure  hnmnlogique  d'un  cercle,  lorsqa^m  prend  le  centre  du 
cercle  pour  centre  d'homologie,  est  une  conique  qui  a  ce  centre  pour 
foyer;  car  si,  dans  la  formule  (i)  du  n®  1128,  S  m'  est  constant,  on  a 

S  m 

—  =  const.  ; 

mp 

par  suite,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure 
cherchée  au  point  fixe  S  et  à  la  droite  fixe  U  est  constant. 

Par  suite,  une  conique  étant  donnée,  on  voit  qu'il  faut  placer  le  centre 
d'homologie  S  à  l'un  des  foyers,  pour  que  la  figure  homologique  soit  un 
cercle  de  centre  S. 

C'est  cette  propriété  que  M.  Chasles  prend  pour  définition  des  foyers 
dans  son  Traité  des  Sections  coniques. 

Vuici  encore  une  propriété  caractéristique  de  ces  mêmes  points  : 

Plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  issues  d'un  même  point  for- 
ment un  faisceau  involutif  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
menées  à  la  conique  par  ce  point  (1104).  Si  ce  point  est  un  foyer,  tous  les 
couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires,  et  par  suite  (llOi,  1112) 
les  rayons  doubles  du  faisceau,  c'est-à-dire  les  tangentes  (  imaginaires) 
menées  du  foyer  à  la  conique  passent  par  les  points  circulaires  à  l'infini. 

Cela  étant,  considérons  les  deux  foyers  réels  d'une  conique  et  les  deux 
tangentes  issues  de  chacun  d'eux;  ces  quatre  droites  déterminent  un 
quadrilatère  imaginaire  circonscrit  dont  les  deux  points  de  concours  des 
côtés  opposés  sont,  d'après  ce  qui  précède,  les  deux  points  circulaires 
à  l'infini.  La  seconde  diagonale  de  ce  quadrilatère  est  le  petit  axe  (ou 
l'axe  non  transverse)  de  la  conique,  puisque  cet  axe  est  la  polaire  du  point 
où  la  première  diagonale  (grand  axe  ou  axe  transverse)  rencontre  la 
droite  de  l'infini  qui  contient  leg  points  de  concours  des  sommets  op- 
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posés.  Les  deux  autres  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  les  deux 
foyers  imaginaires  situés  sur  1&  petit  axe  (ou  l'axe  non  transverse).  On 
voit  d'après  cela  que  les  foyers  (Fane  conique  sont  les  sommets  du.  qua- 
drilatère imaginaii'C  circonscrit,  dont  les  côtés  opposés  concourent  deux 
a  deux  aux  points  circulaires  h  Finjîni,  et  que  toutes  les  coniques  con- 
focales  doivent  être  considérées  comme  inscrites  dans  un  même  quadrila- 
tère imaginaire. 

113j.  La  théorie  de  l'homologie  est  due  à  Poncelet,  et  c'est  dans  le 
Traité  des  Propriétés projectives  qu'il  faut  en  lire  les  nombreuses  appli- 
cations. Nous  nous  bornerons  à  deux  exemples  :  *^ 

1**  Considérons  une  conique  C  et  un  cercle  G'  ayant  un  foyer  F  de  la 
conique  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  homologiques,  et  F  est  le 
centre  d'homologie.  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  F 
comme  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle  enveloppe  un 
cercle  concentrique  au  premier;  donc,  la  corde  interceptée  dans  la  coni- 
que enveloppe  une  seconde  conique  C".  D'ailleurs,  deux  cercles  concen- 
triques ont  un  double  contact  sur  la  droite  de  Finfmi;  donc,  les  coniques 
C  et  C"  ont  un  double  contact  (imaginaire)  sur  la  directrice  correspon- 
dante au  foyer  F,  attendu  que  cette  directrice,  étant  la  polaire  du  foyer, 
correspond  à  la  droite  de  l'infini  dans  le  cercle,  laquelle  est  la  polaire  du 
centre.  Ainsi ,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  du 
foyer  d'une  conique  comme  sommet^  la  corde  quil  intercepte  dans  la 
conique  enveloppe  une  nouvelle  conique  doublement  tangente  à  la  pjro- 
poséc  sur  la  directrice  relative  au  foyer  considéré. 

2°  Soient  une  conique  C  et  un  cercle  C  tangent  en  S  à  cette  conique.  Ces 
deux  courbes  sont  homologiques,  et  S  est  le  centre  d'homologie.  Si  un 
angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  S  comme  sommet,  la  corde 
interceptée  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc,  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  C"  double- 
ment tangente  à  la  première,  suivant  la  parallèle  à  l'axe  d'homologie  qui 
répond  à  l'infini  du  cercle.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante 
touille  autour  d'un  point  d'une  conique  comme  sommet^  la  corde  inter- 
ceptée dans  la  conique  enveloppe  uiie  autre  conique  cjui  a  un  double  con- 
tact avec  la  première , 

En  particulier,  si  l'angle  est  droit,  la  corde  interceptée  dans  le  cercle 
passe  par  le  centre  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  par  un  point  fixe  situé  sur 
la  normale  commune  aux  courbes  C  et  C  au  point  S.  Donc,  quand  un 
angle  droit  pivote  cnitour  d'un  point  S  d'une  conique  comme  sommet,  la 
corde  intcrce])tée  dans  la  coinque  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la 
normale  en  S  à  la  conique.  Ce  théorème,  dû  à  Frégier,  donne  un  moyen 
simple  de  construire  avec  l'équerre  la  normale  en  un  point  donné  d'une 
conique. 

Ajoutons,  en  terminant,  que  Poncelet  est  arrivé  à  la  notion  des  figures 
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homologiques  en  faisant  sur  un  \)h\n  la  perspective  de  deux  figures  homo- 
Ihétiques  situées  dans  un  autre  plan  [iwir  les  Exercices  fiOl  à  GIO). 

Coni(jiirs  1iomothcti<iues. 

H32.  Deux  figures  liomot]uUi(]ues  (352)  ne  sont  autre  clioso  que  deux 
figures  homologiques  (1126)  dont  Taxe  d  homologie  est  à  l'infini;  car  la 
relation 

S  /;;     ]j.  m 


du  n"  J126,  se  réduit  à 


b  ///     p.  m 


S  ni 


lorsque-! — ;  =  i,  cest-a-dire  lorsque  Taxe  XX'  s'éloigne  indéfiniment. 

Il  suit  de  là  et  des  propriétés  démontrées  au  n°  1129,  que  la  fgure 
homothétique  (Vunc  conique  est  une  conique  ^  ci  que  deux  coniques  ho- 
mothctiques  ont  une  corde  commune  à  Vinfini,  Réciproquement,  lorsque 
In  droite  de  l^ infini  est  une  corde  commune  à  deux  coniques  C  <?^  C,  ces 
courbes  sont  homothétiques.  En  effet,  si  deux  points  de  la  droite  de  Tin- 
fini  sont  conjugués  par  rapporLà  l'une  des  coniques,  ils  sont  conjugués 
par  rapport  à  l'autre;  par  suite,  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
de  la  courbe  C  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe  C. 
Cela  posé,  soient  ÂB  et  A'B'  deux  diamètres  parallèles  des  coniques  C 
etC;  M  étant  un  point  quelconque  de  C,  AM  et  BM  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  C,  et  par  suite  les  parallèles  A'M'  et  B'M' 
à  AM  et  à  BM  se  coupent  en  un  point  M'  de  la  conique  C.  Or  (3o8),  les 
points  M  et  M'  ainsi  déterminés  décrivent  deux  figures  homothétiques 

AB 

dont  le  rapport  de  similitude  est  -— r^- 

A  D 

Deux  coniques  homothétiques  et  concentriques  ont  un  double  contact 
sur  la  droite  de  Vinfini,  En  effet,  soient  e  et  'f  les  points  communs  aux 
deux  coniques  et  à  la  droite  de  l'infini.  Les  tangentes  en  e  et  <p  à  la  pre- 
mière conique  doivent  passer  par  le  pôle  de  sy,  c'est-à-dire  par  le  centre  0 
de  cette  conique;  de  même,  les  tangentes  en  s  et  ^  à  la  deuxième  conique 
doivent  passer  par  0;  donc  les  deux  coniques  ont  les  mêmes  tangentes 
en  £  et  ^.  Réciproquement,  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact  sur 
la  droite  de  l'infini  sont  homothétiques  et  concentriques  ;  car,  d'abord  elles 
sont  homothétiques  puisque  la  droite  de  l'infini  est  une  corde  commune, 
et,  daulre  part,  le  centre  de  chacune  d'elles  doit  être  le  pôle  de  la  droite 
de  l'infini,  qui  est  le  même  pour  les  deux  coniques  puisque  c'est  le  point 
de  concours  des  tangentes  communes  en  e  et  ^. 

•J133.  Deux  figures  semblables  ne  diffèrent  en  définitive  que  par  l'échelle 
à  laquelle  elles  sont  construites,  de  Sorte  qu'un  simple  changement  d'é- 
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chelle  les  rendrait,  égales.  Donc,  pour  trouver  les  conditions  de  simili- 
tude de  deux  courbes  de  même  espèce,  il  suffira  de  distinguer,  d'après 
la  définition  des  courbes  de  cette  espèce,  les  données  distinctes  et  indé- 
pendantes relatives  à  la  forme,  des  données  relatives  à  la  position.  Par 
exemple,  si  la  connaissance  d'une  seule  grandeur  suffit  pour  déterminer 
la  forme  d'une  courbe  d'une  certaine  espèce,  toutes  les  courbes  de  cette 
espèce  seront  semblables,  car  un  simple  changement  d'échelle  permettrait 
de  les  faire  coïncider.  Ainsi  tous  les  cercles  sont  semblables,  toutes  les 
paraboles  sont  semblables.  Si  la  forme  de  la  courbe  dépend  de  plusieurs 
données  distinctes  et  indépendantes,  il  faudra  que  les  données  angulaires 
homologues  soient  égales  et  les  données  linéaires  homologues  proportion- 
nelles; car  le  changement  d'échelle  ne  permettant  de  rendre  égaux  que 
deux  éléments  linéaires  homologues,  l'égalité  des  autres  éléments  linéaires 
homologues  devra  résulter  de  celle  des  deux  premiers.  C'est  ainsi  que  la 
similitude  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles  consiste  dans  la  pro- 
portionnalité de  leurs  axes. 

Quand  deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles,  elles  sont  homothé- 
tiques;  elles  touchent  la  droite  de  l'infini  au  même  point  :  c'est  le  point 
situé  sur  leurs  axes  parallèles. 

Méthode  fondée  sur  la  projection  conique. 

H3i.  Nous  avons  déjà  défini  (î)88)  la  projection  conique  ou  centrale; 
et  nous  savons  que  la  projection  d\ine  ligne  droite  est  une  ligne  droite, 
que  la  projection  de  la  tangente  à  une  courbe  est  la  tangente  de  la  pro  ■ 
jection  de  cette  courbe  (802),  enfin  que  toute  conique  peut  être  projetée 
suivant  un  cercle  (  1 096,  \  097  ) . 

On  peut  toujours  projeter  une  Jîgurc  plane  de  telle  sorte  que  Vun  de 
ses  points  A  passe  à  P infini.  Il  suffit  que  le  plan  de  projection  soit  pa- 
rallèle à  la  projetante  SA,  c'est-à-dire  à  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
sommet  du  cône  que,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  S;  alors 
toutes  les  droites  qui,  dans  la  première  figure,  concouraient  au  point  A, 
deviennent  parallèles  dans  la  figure  projetée. 

On  peut  toujours  projeter  une  figure  plane  de  telle  sorte  cpiune  divite  L 
pî'ise  à  volonté  dans  cette  figure  passe  à  l'infini.  Il  suffit  que  le  plan 
de  projection  soit  parallèle  au  plan  déterminé  par  la  droite  L  et  le  som- 
met S  du  cône. 

D'après  cela,  un  quadrilatère  peut  toujours  être  pjrojeté  suivant  un  pa- 
rallélogramme dont  les  angles  ont  telle  grandeur  qu'on  veut.  En  effet, 
d'abord  pour  que  la  projection  A'B'C'D'  d'un  quadrilatère  donné  ABCD 
[fig.  289)  soit  un  parallélogramme,  il  suffit  que  la  troisième  diagonale  EF 
passe  à  l'infini.  De  plus,  cumme  le  plan  ABA'B'  contient  alors  la  paral- 
lèle SE  au  plan  de  projection,  A'B'  sera  parallèle  à  SE  ;  de  même  B'C 
sera  parallèle  à  SF,  et,  par  suite,  ies  angles  ESF,  A'B'C,  seront  égaux. 
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Mais  l'angle  ESF  est  arbitraire,  puisque  l'on  peut  prendre  le  sommet  S 
du  cône  à  volonté;  donc,  on  pourra  donner  à  l'angle  A'B'C  du  j)arallélo- 
gramme  telle  grandeur  qu'on  voudra. 

1135.  On  nomme  propriétés  projcctivcs  les  propriétés  qui  se  conservent 
en  projection. 

Toutes  les  propriétés  descriptives  sont  évidemment  projectives;  mais 
il  n'en  est  pas  de  même  des  relations  métriques. 

Soient  X,  B,  C,  D, . . .  les  divers  points  d'une  figure  plane  quelconque, 
A',  B',  C,  D',. . .  les  points  correspondants  de  sa  projection  sur  un  autre 
plan.  Désignons  par /7,  Z>,  r,  r/, . . .  les  projetantes  SA,  SB,  SC,  SD,. . .  et 
par  p,  y,. . .  les  dislances  du  sommet  S  du  cône  aux  droites  AB,  CD,. . . 
En  égalant  deux  expressions  bien  connues  de  l'aire  du  triangle  SAB,  on  a 

AB.»  =  rt.^.sinASB,     d'où    AB  =  — sinASB, 

et  l'on  aurait  de  même 

CD  =  — sinCSD,.... 
7 

Cela  posé,  considérons  une  équation,  sans  dénominateurs,  dont  les  deux 
membres  naient  chacun  qu'un  seul  terme;  supposons  que  chaque  terme 
soit,  à  un  coefficient  numérique  près,  le  produit  de  facteurs  exprimant 
de  simples  distances  AB,  CD,..,    entre  les  divers  points  de  la  figure 

plane  ABCD Cette  relation  sera  projective  si  les  mêmes  lettres  se 

retrouvent  dans  les  facteurs  linéaires  (jui  composent  les  deux  membres, 
et  si,  à  chaque  distance  appartenant  à  l'un  des  membres,  il  en  corres- 
pond une  autre  dans  le  second  (pd  soit  sur  la  même  droite  cpie  la  pre- 
mière. En  effet,  quand  on  substituera  aux  facteurs  linéaires  AB,  CD,. .. 
les  valeurs  ci-dessus,  toutes  les  pn  jetantes  a,  />>,...  disparaîtront  d'elles- 
mêmes  en  vertu  de  la  première  hypothèse,  et  il  eh  sera  de  même  des 
perpendiculaires />>,  </,...  en  vertu  de  la  seconde  condition.  Il  ne  restera 
donc  qu'une  égalité  entre  les  sinus  des  angles  ASB,  CSD, ...,  ce  qui 
prouve  que  la  propriété  métrique  considérée  ne  dépend  que  de  ces  angles, 
et  nullement  de  la  position  du  plan  de  la  figure  ABCD La  même  re- 
lation existera  donc  entre  les  facteurs  linéaires  correspondants  A'B',  CD',.,, 
de  lafigure  A'B'C'D'.... 

Cette  proposition  contient  évidemment  comme  cas  particulier  celle 
du  n"  312;  car  la  relation 

^  :  ~  =  \    OU  CA.DB  =  >CB.DA 

remplit  les  conditions  prescrites  dans  l'alinéa  précédent. 

1136.  A  l'aide  de  ce  petit  nombre  de  principes,  nous  pouvons  déjà 
faire  comprendre  en  quoi  consiste  \à  méthode  par  projection. 
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«  Il  résulte  de  la  nature  même  des  propriétés  projectives  que,  voulant 

»  établir  une  semblable  propriété  sur  une  figure  donnée,  il  suffira  de'dé- 

»  montrer  qu'elle  a  lieu  pour  l'une  quelconque  de  ses  projections.  Or, 

»  parmi  toutes  les  projections  possibles  de  cette  figure,  il  peut  en  exister 

»  qui  soient  réduites  à  des  circonstances  plus  simples  et  sur  lesquelles  la 

»  recherche  qu'on  se  propose  devienne  de  la  première  facilité. . . .   Une 

»  figure  étant  donnée,  tout  se  réduira,  comme  on  voit,  à  rechercher  celle 

»  de  ses  projections  qui  présentera  des  circonstances  plus  élémentaires 

))  et  plus  propres  par  leur  simplicité  à  faire  découvrir  les  relations  parti- 

»  culières  que  l'on  a  en  vue  (*).  » 

Voici  deux  exemples  simples  : 

1°  Soient  ABCD  un  quadrilatère,  E  et  F  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés,  et  G  l'intersection  des  deux  diagonales.  Projetons-le  suivant  un 
parallélogramme  ahcd  (1134);  dans  un  parallélogramme,  les  diagonales  se 
coupant  mutuellement  en  parties  égales,  g  projection  de  G  sera  le  mi- 
lieu de  ac  ;  en  d'autres  termes,  la  diagonale  ac  est  divisée  harmonique- 
ment  (326)  par  la  diagonale  bd  et  par  la  droite  de  l'infini  ^/projection 
de  EF.  Donc,  puisque  la  propriété  harmonique  est  projective ,  dans  le 
quadrilatère  primitif  la  diagonale  AC  est  divisée  harmoniquement  par  la 
diagonale  BD  et  la  droite  EF.  C'est  le  théorème  du  n°  334. 

2"  Un  triangle  ABC  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  conique  qui  ren- 
contre ses  côtés  consécutifs  AB,  BC,  CA,  en  trois  couples  de  points  [c,  r'), 
(<7,  «'),  (/;,  />'),  les  segments  que  ces  points  forment  sur  les  côtés  ont 
entre  eux  la  relation 

Ab.Ab'    Ca.Ca'    Yic.Bc'  _ 
Cb.Cb'  '  Ba.Ba''  Ac.Ac'~  '' 

En  effet,  cette  relation  est  projective,  car  lorsqu'on  a  chassé  le  déno- 
minateur on  voit  qu'elle  satisfait  aux  conditions  prescrites  dans  le  n"  1135. 
D'ailleurs  elle  est  évidente  sur  le  cercle,  à  cause  de  la  propriété  des  sé- 
cantes; donc  elle  convient  à  une  section  conique  quelconque,  puisqu'une 
telle  courbe  peut  toujours  être  projetée  suivant  un  cercle. 

Ce  théorème,  dû  à  Carnot  (  Géométrie  de  position,  p.  4^7),  est  la  géné- 
ralisation de  celui  de  Ménélalis  (390).  Il  a  de  nombreuses  conséquences. 
Par  exem|)le,  si  le  sommet  B  du  triangle  ABC  est  à  l'infini,  la  relation 
précédente  devient 

Ab.Ab'  _  Cb.Cb'  ^ 
Ac.Ac'       Ca.Ca' 

Or,  si  par  un  point  quelconque  D  de  la  droite  Caa'  on  mène  une  pa- 


(*)  PoNCELET,  Traité  des  Propriétés  proj'ectii'cs  des  figuras,   2*  édition,  t. 
p.  5o. 
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njllèle  à  AC  qui  rencontre  la  conique  en  c  et  i'\  on  aura  de  même 
D^-.D^'      C/>>.C// 

d'où,  en  rap[)rocliant  les  deux  é(iuations  précédentes, 

A^.A/y  _D6'.Df'' 
Ac.Ac'       D<7.D/7' 

Donc  :  Si  (Ums  le  phm  d^inc  conhiue  on  mène  par  un  point  (pulconfpic  A 
dciLX  droites  parallèles  a  deux  axes  fixes ,  le  rapport  des  produits  des 
segments  (  réels  ou  imaginaires  )  (jue  la  courbe  détermine  sur  ces  droites 
à  partir  de  leur  point  commun  A,  est  constant.  Ce  théorème  est  dû  à 
Newton  [E numération  des  courbes  du  troisième  ordre). 

1137.  Pour  montrer  toute  la  fécondité  de  cette  méthode  relativement 
à  la  recherche  des  propriétés  des  sections  coni(iues,  il  faut  établir  quel- 
ques nouveaux  principes. 

1°  On  peut  projeter  une  conicjue  C  de  telle  sorte  (pi' une  droite  L  de 
son  plan  passe  à  rinfini^  et  qu'un  point  f  de  ce  même  plan  se  projette  au 
foyer  de  la  nouvelle  conupie  C.  —  Le  point  F  doit,  d'après  cela,  être  à 
l'intérieur  de  la  conique  C.  Par  suite,  l'involution  déterminée  sur  la  droite  L 
par  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  issues  du  poiiit  F  a  ses  points 
doubles  imaginaires  (1104),  de  sorte  qu'il  existe  de  part  et  d'autre  de  L 
deux  points  P  et  P'  de  chacun  desquels  on  voit  sous  un  angle  droit  les 
divers  segments  de  l'involution.  Plaçons  le  sommet  S  du  cône  sur  la  cir- 
conférence décrite,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  conique  C, 
sur  PP'  comme  diamètre,  et  prenons  pour  plan  de  projection  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  du  sommet  S  et  de  la  droite  L.  De  celte  façon,  la  droite  L 
passera  à  l'infini  dans  la  projeciion,  et  chacjLe  couple  de  droites  conju- 
guées issues  du  point  /  deviendra  en  projection  un  couple  de  droites 
rectangulaires  et  conjuguées  par  rapporta  la  conique  C.  La  projection  du 
point /sera  donc  (1112)  un  foyer  de  cette  nouvelle  courbe  C.  Ajoutons  que 
cette  conique  C'sera  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole,  suivant 
que  la  droite  L  coupera  la  conique  primitive  C  en  deux  points  réels,  ima- 
ginaires ou  coïncidents. 

Le  pôle  o  de  la  droite  L,  par  rapport  à  la  conique  C,  deviendra  en  pro- 
jection le  centre  de  la  conique  C  (110G).  On  peut  doue  projeter  une  co- 
nique C  de  manière  que  deux  points  f  et  o  de  son  plan  deviennent ^  en 
projection,  l'un  le  foyer,  Vautre  le  centre  de  la  nouvelle  conique  C. 

En  particulier,  si /coïncide  avec  le  pôle  o  de  la  droite  L  par  rapport 
à  la  coni(pje  C,  le  même  point  sera  en  projection  le  centre  et  le  foyer  lq 
la  nouvelle  conique  C,  ([ui  dès  lors  sera  un  cercle.  On  peut  donc  projeter 
une  conique  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  qu'un  point  de  son  plan  se 
pr(  jette  au  centre  du  cercle  ou  qu'une^  droite  de  son  plan  passe  à  r infini. 
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2°  On  peut  projeter  deux  coniques  situées  clans  un  même  plan^  suivant 
deux  cercles.  —  Il  faut  évidemment  que  les  deux  coniques  proposées  aient 
au  plus  deux  points  communs  réels;  il  existe  alors  une  corde  commune 
réelle  qui  rencontre  les  deux  coniques  en  deux  points  imaginaires 
(H22,  2°).  En  projetant  de  telle  sorte  que  l'une  des  coniques  devienne 
un  cercle  et  que  cette  corde  commune  passe  à  l'infini,  l'autre  conique 
donnera  aussi  un  cercle,  car  les  deux  courbes  ayant  en  projection  une 
corde  commune  à  l'infini  seront  homothétiques  (1132),  et  la  figure  homo- 
thétique  d'un  cercle  est  un  cercle. 

Si  les  deux  conicfies  proposées  ont.  un  double  contact  imaginaire,  on 
peut  les  projeter  suivant  deux  cercles  concentT'iqucs .  Car,  en  projetant 
l'une  des  coniques  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  la  corde  de  con- 
tact passe  à  l'infini,  l'autre  conique  donnera  un  cercle  de  même  centre, 
puisque  les  deux  courbes  en  projection  ayant  un  double  contact  sur  la 
droite  de  Tiiifini  devront  être  homothétiques  et  concentriques. 

Les  deux  droites  qui  joignent  le  foyer  d'une  conique  aux  points  circu- 
laires à  l'infini  sont  tangentes  à  la  conique  (1130),  et  la  corde  de  contact 
est  la  polaire  du  foyer,  c'est-à-dire  la  directrice.  Donc,  deux  coniques  qui 
ont  même  foyer  et  même  directrice  peuvent  cire  projetées  suivant  deux 
cercles  concentriques  ^  attendu  qu'elles  ont  un  double  contact  imaginaire 
sur  la  directrice  commune. 

3°  On  peut  projeter  une  conique  C  de  telle  soi'te  que  deux  points  (  in- 
térieurs) de  son  plan,fctf\  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de 
la  nouvelle  conique  C  —  En  effet,  en  désignant  par  a  et  a'  les  points  où 
la  droite//'  coupe  la  conique  C,  et  par  k  et  k'  les  points  qui  divisent  à 
la  fois  harmoniquement  les  segments  aa'  et  ff\  il  suffit  de  projeter  de 
telle  sorte  que  /  et  /•  deviennent  l'un  le  foyer,  l'autre  le  centre  de  la 
nouvelle  conique  G'.  Alors  la  projection  de  /'  sera  évidemment  l'autre 
foyer. 

On  peut  projeter  deux  conicjues  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  coniques  confocales.  —  Ces  deux  coniques  doivent  avoir  un  seul 
couple  d'ombilics  réels,  et  ces  deux  ombilics  doivent  être  intérieurs  à 
l'une  et  à  l'autre  courbe.  Cela  étant,  il  suffit  de  projeter  de  manière  que 
ces  deux  ombilics  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de  l'une  des 
courbes;  ils  seront  par  cela  même  les  deux  foyers  de  l'autre  (1116). 

Voici  des  applications  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  a  une  conique,  l'intersection  des  deux 
diagonales  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  ;  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  et  celles  du  quadrilatère  dont 
les  côtés  sont  les  tangentes  h  la  conique  menées  par  les  sommets  du  qua- 
drilatère inscrit,  se  coupent  au  même  point  et  forment  un  faisceau  har- 
monique. Car,  en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle  de  tello  sorte  que 
la  droite  qui  joint  les  points  de  conr^ours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  passe  à  l'infini,  le  théorème  devient  évident. 
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Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  toute  corde  de  Pu  ne  qui 
est  tangente  h  l  \iutre  est  divisée  harmoniquement  par  le  point  de  contact 
et  par  le  point  où  elle  rencontre  la  corde  de  contact  des  deux  coniques. 
Car,  en  projetant  1«.'S  deux  coniques  suivant  deux  cercles  concentriques, 
on  transforme  celle  proposition  dans  la  suivante,  qui  est  évidente  :  Toute 
corde  d'un  cercle  tangente  à  un  cercle  concentrique  a  son  milieu  au  point 
de  contact. 

Si  lieux  côtés  d'un  triangle  inscrit  à  une  conique  passent  chacun  par 
un  point  Jixe,  le  troisième  coté  enveloppe  une  conique  qui  a  un  double 
contact  avec  la  prenàère  sur  la  droiie  (pu  joint  les  deux  points  fixes.  Car, 
en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  les  deux  points 
fixes  passent  à  l'infini,  on  retombe  sur  ce  théorème  :  Si  deux  côtés  d'an 
triangle  inscrit  dans  un  cercle  sont  parallèles  à  deux  droites  données,  le 
troisième  côté  enveloppe  un  cercle  concentrique,  ce  qui  est  évident  puis- 
que l'angle  au  sommet  du  triangle  est  constant. 

On  voit  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent 
par  un  point  fixe  et  cpd  touche/it  une  droite  fixe  est  une  parabole  dont 
te  point  fixe  est  le  foyer.  En  transformant  par  projection  ce  théorème, 
et  remarquant  que  le  point  fixe  ou  foyer  et  les  deux  points  circulaires  à 
l'infini  forment  un  triangle  circonscrit  à  la  parabole,  on  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Etant  donnés  un  triangle  et  une  droite,  si  l'on  conçoit 
toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  tangentes  à  cette  droite, 
le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  à  deux  des  sonunets  du 
triangle  est  une  conique  inscrite  dans  ce  triangle. 

Nous  avons  démontré  (1H8)  que  le  cercle  circonscrit  a  tout  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer:  en  remar- 
quant que  le  foyer  et  les  deux  points  circulaires  à  l'infini  forment  un  se- 
cond triangle  circonscrit  à  la  parabole,  et  transformant  pai-  projection, 
on  arrive  à  ce  théoième  :  Si  deux  triangles  sont  circonscrits  o  une  co- 
nique, leurs  six  sommets  sont  situés  sur  une  conique. 

11  importe  de  remarquer  que  les  démonstrations  fournies  par  cette  mé- 
thode laissent  souvent  quelque  chose  à  désirer.  Par  exemple,  le  théorème 
sur  le  triangle  inscrit  dans  une  conique,  qui  fait  l'objet  de  la  troisième 
application .  n'est  rigoureusement  démontré  que  pour  le  cas  où  les  deux 
points  fixes  autour  desquels  pivotent  les  deux  premiers  côlés  sont  exté- 
rieurs à  la  conique;  car,  pour  projeter  une  conique  suivant  un  cercle  de 
manière  qu'une  droite  de  son  plan  passe  à  l'infini,  il  faut  que  celte  droite 
soit  extérieure  à  la  conique  (i"). 

1138.  Parlons  enfin  de  la  transformation  des  propriétés  angulaires. 

On  sait  (1083)  que  si  l'on  a  dans  un  même  jdân  des  angles  (A,  A'), 
(B,  B'),. .  .  tous  de  même  grandeur  et  formés  dans  le  même  sens  de  ro- 
tation à  partir  de  leurs  origines  respectives  A,  B, . . . ,  mais  placés  d'ail- 
leurs d'une  manière  quelconque,  leurs  côtés  tracent  sur  la  droite  de  l'in- 
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fini  deux  dwisions  homographuiucs  dont  les  points  doubles ,  toujours  les 
mêmes,  quelle  que  soit  la  grandeur  commune  de  ces  angles,  sont  les  points 
circulaires  imaginaires  à  l^ infini. 

En  projection,  les  angles  cessent  d'être  égaux,  mais  leurs  côtés  tracent 
deux  divisions  homographiques  sur  la  droite  qui  répond  à  l'infini  de  la 
première  figure;  et,  si  dans  la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  la 
conique  correspondante  de  la  deuxième  figure  détermine  par  son  inter- 
section avec  cette  droite  les  points  doubles  des  deux  divisions. 

Ce  principe  permet  de  transformer  un  assez  grand  nombre  de  proprié- 
tés angulaires. 

On  voit,  en  particulier,  qu'^  un  angle  droit  de  la  figure  primitive  ré- 
pond en  projection  un  angle  dont  les  côtés  divisent  Jiarmoniquement 
l'angle  formé  par  les  droites  qui  joignent  la  projection  du  sommet  aux 
projections  des  deux  points  circulaires  à  V infini. 

Voici  quelques  applications  : 


Deux  coniques  confocales  se  cou- 
pent orthogonalement  (1116). 


Le  lieu  des  ans:les  droits  circon- 


Si  deux  coniques  sont  inscrites 
dans  le  même  quadrilatère,  les  deux 
tangentes  à  Vun  des  points  coin- 
nnins  divisent  harmonique  ment  une 
diagonale  quelconque  de  ce  quadri- 
latère. 

Le  lieu  des  angles  circonscj'its  à 
scrits  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper-  une  conique,  dont  les  côtés  divise/it 
bole  est  un  cercle  [d&l,  991).  harmonique/nent    une   ligne   droite 

donnée  ab,  est  une  conique  passant 

par  les  points  a  et  b. 

Le  lieu  des  angles  droits  circon-  \       Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 

scrits  à  une  parabole  est  la  direc-  '  une  conique,  dont  les  côtés  divisent 

;Wc6'(1027).  harmonicjuement  une  tangente    ab 

à  cette  conique,    est  la  droite  qui 

joint  les  points  de  contact  des  tan- 

!  génies  issues  de  a  et  de  b. 

Si  auttnir  du  centre  d'un   cercle  j      Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait 

comme  sommet,  on  fait  tourner  un  !  tourner  deux  ra)  ons  formant  deux 


angle  de  grandeur  constante ,  la 
corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un    cercle   concentrique. 


Qua/id  un  angle  droit  pivote  (Ui- 


faisceaux  homographiques  dont  les 
rajons  doubles  soient  les  tangentes 
à  une  conique,  la  corde  interceptée 
dans  la  coni(pie  enveloppe  une  autre 
conique  qui  a  avec  la  première  un 

double   contact    sur  la   polaire    du 

I       •      ^ 
i  point  fixe. 

\      Si  un  faisceau  harmonique  a  pour 


tour  d'un  point  d  une  coià(pie  comme    centre  un  point  (Tune  conique,  et 
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sommet,  la  corde  interceptée  passe 
par  un  point  fixe  (1131,  2°  ) . 


que  deux  rayons  conjugués  restent 
fixes  y  la  corde  qui  joint  les  extré- 
mités des  deux  autres  rayons  passe 
par  un  point  fixe. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  fécondité  de  cette  méthode,  dont 
Poncelet  a  tiré  un  si  grand  parti  dans  son  Traité  des  Propriétés  projec- 
tives  des  figures,  mais  que  nous  recommandons  bien  plus  comme  moyen 
de  recherche  que  comme  procédé  de  démonstration. 

Pôle  et  plan  polaire  dans  les  surfaces  du  second  ordre, 

H39.  On  nomme  surfaces  du  second  ordre  les  surfaces  dont  toute  sec- 
tion plane  est  une  conique  réelle  ou  imaginaire;  d'où  il  suit  qu'une  droite 
quelconque  a,  avec  une  telle  surface,  deux  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires, à  moins  qu'elle  n'appartienne  tout  entière  à  la  surface. 

Nous  nous  proposons  ici  de  démontrer  les  propriétés  fondamentales  des 
surfaces  du  second  ordre  ;  nous  ne  ferons  qu'énoncer  les  corollaires  et,  en 
général,  toutes  les  propriétés  dont  la  démonstration  ne  saurait  offrir  de 
difficulté  au  lecteur  déjà  familiarisé,  par  l'élude  des  coniques,  avec  des  rai- 
sonnements analogues.  Nous  supprimerons  les  figures,  mais,  pour  faciliter 
la  lecture,  nous  représenterons  toujours  les  points  par  des  lettres  minus- 
cules «,  b,  c, . . . ,  les  lignes  par  des  lettres  majuscules,  A,  B,  C, . . . ,  et  les 
plans  et  les  surfaces  par  des  lettres  grecques  a,  p, . . . ,  2,. . . . 

1140.  Si,  par  un  point  quelconque  p  de  V espace,  on  mène  une  droite 
quelconque  L,  et  si  Von  prend  sur  cette  droite  le  conjugué  harmonique  p' 
de  p  par  rapport  aux  deux  points  m  et  m'  communs  à  la  droite  L  et  à 
une  surface  du  second  ordre  I,  le  lieu  des  points  p\  quand  L  se  déplace 
autour  de  p,  est  un  plan  fixe  rs. 

Observons  d'abord  que,  si  Ton  mène  deux  plans  quelconques  par  p  et 
si  l'on  prend  les  polaires  de  p  par  rapport  aux  deux  coniques  que  ces 
plans  déterminent  sur  la  surfar'e  I,  ces  deux  polaires  ont  un  point  com- 
mun :  c'est  le  conjugué  harmonique  de  p  qui  est  situé  sur  l'intersection  des 
deux  plans.  Cela  posé,  concevons  par  le  point  p  deux  plans  fixes  a  et  p 
arbitraires  et  un  plan  quelconque  7  contenant  la  droite  L  ;  soient  A,  B,  C, 
les  polaires  de  p  par  rapport  aux  coniques  que  les  [)lans  a,  p,  7,  déter- 
minent sur  la  surface  2.  Le  point  p'  est  situé  sur  C;  d'ailleurs,  d'après 
l'observation  ci-dessus,  la  droite  C  rencontre  les  droites  fixes  A  et  B  qui 
se  rencontrent  elles-mêmes.  Donc,  le  point /p' est  constamment  situé  dans 
le  plan  fixe  rs  des  deux  droites  A  et  B. 

Le  plan  cr  est  dit  le  ])l(in  polaire  du  point  />>,  et  le  point  p  est  dit  le 
pôle  du  plan  tar,  par  rapporta  la  surface  1. 

1141.  Le  plan  polaire  d'un  point  de  la  surface  2  est  le  plan  tangent  en 
II.  ^  27 
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ce  point,  puisque  ce  plan  tangent  contient  toutes  les  tangentes  en  p  aux 
sections  faites  par  ce  point,  c'est-à-dire  toutes  les  polaires  de  p  par  rap- 
port à  ces  sections;  inversement,  tout  plan  tancent  a  pour  pôle  son  point 
de  contact. 

La  courbe  de  contact  de  tout  cône  circonscrit  a  la  surface  1  est  la  co- 
nique suivant  laquelle  le  plan  polaire  rs  du  sommet  p  coupe  la  surface; 
si  cette  conique  est  réelle,  le  point  p  est  dit  extérieur  à  la  surface;  si 
elle  est  imaginaire,  le  cône  cesse  d'exister,  et  le  point  p  est  dit  inté- 
rieur. —  Par  un  point  donné  /?,  on  ne  peut  donc  mener  que  deux  plans 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  2,  ce  qui  montre  que  les  sur- 
faces du  second  ordre  sont  de  la  deuxième  classe. 

H42.  Le  plan  polaire  de  tout  point  d'un  plan  passe  par  le  pôle  de  ce 
plan,  et,  réciproquement,  le  pôle  de  tout  plan  passant  par  un  point  est  sur 
le  plan  polaire  de  ce  point.  Par  suite ,  les  plans  polaires  de  tous  les  points 
dhine  droite  L  passent  par  une  droite  L',  et,  inversement,  les  pôles  de 
tous  les  plans  passant  par  une  droite  h'  sont  sur  une  droite  L.  Deux  droites 
L  et  L',  telles  que  l'une  contient  les  pôles  des  plans  passant  par  l'autre, 
sont  dites  polaires  réciproques.  A  toute  droite  L  répond  une  droite  po- 
laire réciproque  L',  et  ime  seule;  on  l'obtient  en  joignant  les  pôles  de  deux 
plans  menés  à  volonté  par  L,  et  en  particulier  en  joignant  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  conduits  par  L. 

Le  pôle  d'une  droite  L  par  rapport  à  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  a  contenant  la  droite  L,  coïncide  avec  le  pôle  par  rapport  à  la 
surface  du  plan  que  déterminent  la  droite  L  et  le  pôle  a  du  plan  a;  il 
appartient  donc  à  la  polaire  réciproque  L'  de  L.  Donc  si  Von  coupe  une 
surface  du  second  OT'dre  2  par  une  série  de  plans  contenant  une  même 
droite  L ,  les  pôles  de  cette  droite  L  par  rapport  aux  diverses  sections 
sont  sur  une  droite  L'  qui  contient  encore  les  pôles  de  tous  les  plans  sé- 
cants par  rapport  à  la  surface  et,  en  particulier,  les  points  de  contact  des 
deux  plans  tangents  conduits  par  la  droite  primitive  L. 

Lorsque  quatre  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  plans  polaires  for- 
ment un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points. 

Lorsque  quatre  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
leurs  polaires  réciproques  forment  un  faisceau  plan  qui  a  même  rapport 
anharmonique  que  le  faisceau  primitif. 

H43.  Deux  points  sont  dits  conjugués  ^^d^v  rapport  à  une  surface  du  se- 
cond ordre,  lorsque  le  plan  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Plusieurs  cou- 
ples de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment  une  involution,  dont 
les  points  doubles  sont  les  points  communs  à  la  droite  et  à  la  surface. 

Deux  plans  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second 
ordre,  lorsque  le  pôle  de  l'un  est  situé  sur  l'autre.  Plusieurs  couples  de 
plans  conjugués  passant  par  une  même  droite  forment  un  faisceau  de 
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plans  en  involution  (c'est-à-dire  un  faisceau  que  toute  transversale  cou|;c 
suivant  une  suite  de  points  en  involution)  ;  les  plans  doubles  sont  les  deux 
plans  tangents  menés  par  la  droite  ;  il  suit  de  là  que  par  une  droite 
quelconque  on  peut  toujours  mener  deux  plans  conjugués  rectangulaires. 

Deux  droites  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  une  surface  du  se- 
cond ordre  lorsqu'elles  sont  dans  un  même  pian  et  qu'elles  sont  con- 
juguées par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  détermine  dans  la  surface. 

H44.  Une  droite  et  un  plan  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre  lorsque  la  droite  passe  par  le  pôle  du  plan.  Quand 
un  plan  et  une  droite  sont  conjugués,  le  plan  contient  évidemment  la 
polaire  réciproque  de  la  droite. 

Tout  point  p  de  r espace  est  le  sommet  dhine  infinité  d'angles  triè- 
dres  dont  chaque  arête  est  conjuguée  à  la  face  opposée  ;  car  il  suffit  pour 
avoir  un  tel  trièdrede  joindre  le  point  /?à  trois  points^,  b,  c,  choisis  dans 
le  plan  polaires  de  p,  de  façon  que  chaque  sommet  du  triangle  abc  soit  le 
pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  conique  que  le  plan  cr  détermine 
sur  la  surface.  Un  tel  trièdre  prend  le  nom  de  ivmlve  polaire. 

Parmi  tous  les  trièdres  polaires  de  même  sommet  p^  il  en  est  un  qui  est 
trirectangle.  Joignons  en  effet  le  point  p  à  un  point  quelconque  /;/  du 
plan  cr,  et  menons  par/?  un  plan  perpendiculaire  à  mp\  la  trace  M  de  ce 
plan  sur  le  plan  ct  sera  la  polaire  de  m  par  rapport  au  cercle  imaginaire 
qui  serait  situé  dans  le  plan  cr,  aurait  pour  centre  la  projection  da  p 
sur  ce  plan  et  pour  carré  de  son  rayon  —  ^',  ^  étant  la  distance  du  point/> 
au  plan  u.  Or,  si  l'on  considère  ce  cercle  imaginaire  G  et  la  conique  P 
que  le  plan  tr  détermine  sur  la  surface,  les  trois  points  g,  g\  g",  de  ce 
plan,  qui  ont  chacun  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques  C  et  P 
(1122),  sont  réels,  et  le  trièdre  dont  les  arêtes  unissent  le  point  p  aux 
points  g,  g\  g",  est  le  trièdre  demandé. 

Sur  Tun  des  côtés  du  triangle  gg'g\  il  y  a  deux  ombilics  o,  o,,  et  comme 
ces  ombilics  divisent  harmoniquement  ce  côté  et  que  le  trièdre  est  tri- 
rectangle,  les  deux  droites  po  et  po^  sont  également  inclinées  sur  cha- 
cune des  deux  arêtes  du  trièdre  situées  dans  le  plan/joo,.  Si  par  l'un  o  de 
ces  ombilics  on  mène  dans  le  plan  w  deux  droites  oh,  oh^,  qui  soient  con- 
juguées par  rapport  à  la  conique  P,  elles  le  seront  aussi  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  C,  et,  par  suite,  les  plans  poh,  poh^,  seront  rectangulaires. 
Donc,  par  le  sommet  p  de  tout  trièdre  polaire  trirectangle ,  passent  deux 
droites  réelles  po  et  po^  ayant  pour  bissectrices  deux  arêtes  du  trièdre  et 
jouissant  de  cette  propriété,  cpie  tout  couple  de  plans  conjugués  passant 
par  Vune  d'elles  [po  ou  po^  )  est  rectangulaire. 

Par  l'un  g  des  sommets  du  triangle  g  g' g"  passent,  dans  le  plan  w  des 
deux  coniques  P  et  C,  deux  sécantes  communes  réelles  S  et  S,  ;  comme  ces 
deux  sécantes  divisent  harmoniquement  l'angle  g  du  triangle  gg'g"  et  que 
le  trièdre  est  trirectangle,  les  deu^  plans  déterminés  par/>»  et  par  les  deux 
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droites  S  et  S,  auront  pour  plans  bissecteurs  les  deux  faces  du  trièdre  qui 
passent  par  i'arèie  pf;.  Si  sjr  l'une  S  des  deux  sécantes  on  prend  deux 
points  n  et  n^  qui  soient  conjugués  par  rapport  à  la  conique  P,  ils  le 
seront  aussi  ^.ar  rapport  au  cercle  imaginaire  C,  et  par  suite  l'angle  /?/?//, 
sera  droit  ;  les  droites />>/?  et  /;/?,  étant  celles  suivant  lesquelles  le  plan />>/?/?,  ' 
coupe  les  plans  polaires  de  n  et  de  n^  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
surface.  Donc  pa?-  l'une  des  arêtes  de  tout  trièdre  polaire  trirectangle pas- 
sent deux  plans  réels  ayant  pour  plans  bissecteurs  les  deux  faces  adja- 
centes du  trièdre  et  jouissant  l'un  et  l'autre  de  cette  propriété  cjue  tout 
couple  de  droites  conjuguées  menées  dans  ce  plan  par  le  sommet  du  triè- 


Plans  diamétraux,  diamètres,  centre  ;  sections  parallèles  ; 
sections  circulaires . 

il  if).  Dans  toute  surface  du  second  ordre,  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  une  direction  donnée  est  un  plan;  c'est  le  plan  polaire  des 
points  à  l'infini  communs  à  toutes  ces  parallèles.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  des  cordes. 

Des  considérations  analogues  à  celles  qui  nous  ont  amené  (1083)  à 
considérer  tous  les  points  à  l'infini  d'un  plan  comme  situés  sur  une  même 
droite,  conduisent  à  regarder  tous  les  points  à  l'infini  de  l'espace  comme 
situés  dans  un  même  plan  qu'on  nomme  plan  de  V infini.  Le  pôle  du  plan 
de  rinfini  est  évidemment  commun  à  tous  les  plans  diamétraux  ;  on  le 
nomme  centre  de  la  surface. 

Toute  corde  passant  par  le  centre  a  son  milieu  en  ce  point  et  prend  le 
nom  de  diamètre. 

Un  diamètre  et  un  plan  diamétral  sont  dits  conjugués  lorsque  le  diamè- 
tre passe  par  le  pôle  du  plan  diamétral  (1144).  A  chaque  diamètre  ré- 
pond un  seul  plan  diamétral  conjugué,  et  réciproquement. 

1146.  Le  centre  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdres  polaires 
(1144),  c'est-à-dire  de  trièdres  dont  chaque  arête  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  diamétral  déterminé  par  les  deux  autres.  Les  trois  arêtes  forment 
un  système  de  trois  diamètres  conjugués  deux  à  deux,  et  les  trois  faces 
un  système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  deux  à  deux. —  L'un  de 
ces  trièdres  est  trirectangle  (1144);  ses  trois  faces  sont  donc  des  plans 
de  symétrie  de  la  surface  :  on  les  nomme  plans  principaux  et  on  appelle 
sections  principales  les  sections  qu'ils  déterminent  dans  la  surface.  Les  trois 
arêtes  sont  des  axes  de  symétrie  ;  on  les  nomme  axes  de  la  surface. 

1 1 47.  Si  l'on  coupe  une  surface  du  second  ordre  1  par  une  série  de  plans 
parallèles  a^a^....,  c'est-à-dire  par  une  série  deplans  ayant  une  droite  com- 
mune L  à  l'infini,  les  centres  des  sections  seront  les  pôles  de  cette  droite  L 
par  rapport  à  ces  sections:  ils  seront  donc  (1142)  tous  situés  sur  une 
même  droite  L'  qui  contient  aussi  les  p^les  des  plans  a,,  «j, . . .  par  rap- 
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port  à  la  surface  ;  cette  droite  est  le  dinmrtrc  cnnjui^ué  du  plan  dinmêtrnl  a. 
parallèle  aujc  plans  considérés^  puisqu'elle  renferme  à  la  fois  le  centre  de 
la  section  faite  par  ce  plan  a  et  le  pôle  de  ce  plan.  Les  deux  plans  tangents 
parallèles  aux  plans  considérés  auront  leurs  pôles,  c'est-à-dire  leurs  points 
de  contact,  sur  cette  droite  L',  d'où  l'on  voit  que  tout  plan  tangent  à  une 
surface  du  second  ordre  est  pat  allèle  au  plan  diamétral  conj'i/gué  du  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  de  contact.  Enfin  si  l'on  rnône  deux  plans 
conjugués  quelconques  parle  diamètre  L',  le  premier  coupera  les  plans  a,, 
a,,...,  suivant  des  droites  A,,  A,,...  parallèles  entre  elles;  le  second 
coupera  les  mêmes  plans  suivant  des  droites  A',,  A,,  ...  parallèles  entre 
elles;  d'ailleurs  les  couples  (A,,  A',  ),  (Aj,A'j),. .  seront  des  diamètres  con- 
jugués des  sections  C,,Cj,.  ..,  faites  par  les  [ilans  a,,  a^,. . .  Ainsi,  à  chaque 
système  de  diamètres  conjugués  dans  la  conique  C,,  répondra  dans  chacune 
des  coniques  C.^,. . .  un  système  de  diamètres  conjugués  respectivement 
parallèles  à  ceux  de  C,.  Donc  les  sections  C,,  C^,. . .  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre j  sont  semblables  et  sembla- 
ble ment  placées. 

1 148.  Par  l'un  des  trois  axes  d'une  surface  du  second  ordre,  passent  deux 
plans  7  et  7'  (H4G)  ayant  pour  plans  bissecteurs  les  deux  plans  j-rinci- 
paux  contenant  cet  axe  et  jouissant  de  cette  propriété,  que  tout  couple  de 
diamètres  conjugués  situé  dans  l'un  quelconque  (7  ou  7')  de  ces  plans 
est  rectangulaire.  Ces  deux  plans  7  et  7'  coupent  donc  la  surface  .-uivant 
des  cercles,  et  on  les  nomme  plans  cycliques.  Les  sections  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  cycliques  sont  donc  aussi  des  cercles  (1117),  et 
l'on  a  ainsi  deux  séries  de  sections  circulaires  dont  les  centres  sont  situés 
sur  les  diamètres  conjugués  des  deux  plans  cycliques;  les  quatre  points 
où  ces  deux  diamètres  rencontrent  la  surface  prennent  le  nom  &ombilics. 

Surfaces  réglées  du  second  ordre. 

1149.  On  dit  que  deux  faisceaux  de  plans  (585)  sont  homographiques 
lorsqu'on  peut  trouver  deux  droites  sur  lesquelles  ils  tracent  deux  divisions 
homographiques  ;  une  droite  quelconque  est  alors  coupée  par  le  premier 
faisceau  suivant  une  division  homographicjue  de  celle  que  le  second 
faisceau  détermine  sur  une  seconde  droite  quelconque.  Le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  plans  quelconques  du  premier  faisceau  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  homologues  de  l'autre  fais- 
ceau, etc. 

La  surface  réglée,  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques,  est  du  second  ordre  ;  car,  si  on  la  couper  par 
un  plan  quelconque  u,  les  deux  fai.sceaux  de  plans  coupent  ce  plan  ct 
suivant  deux  faisceaux  de  droites^ui  sont  homographiques,  et  la  section 
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de  la  surface  par  ce  plan  w  est  le  lieu  des  intersections  des  rayons 
homologues  de  ces  deux  faisceaux  de  droites,  c'est-à-dire  (1097)  une  co- 
nique. Il  existe  donc  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

1150.  Réciproquement,  toute  surface  réglée  du  second  ordre  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux 
faisceaux  de  plans  homographirjues.  Nous  décomposerons  la  démonstra- 
tion en  plusieurs  parties,  et  elle  nous  permettra  de  mettre  en  évidence  les 
principales  propriétés  de  ces  surfaces  réglées. 

1°  Trois  droites  A,  B,  C,  appartenant  à  la  surface  ne  peuvent  passer 
par  un  même  point  0,  à  nwins  que  toutes  les  droites  de  la  surface  ne 
passent  par  ce  point.  Car,  toute  autre  droite  D  de  la  surface,  ne  passant 
pas  par  le  sommet  0  du  trièdre  formé  par  A,  B,  C,  aurait  au  moins  avec 
l'une  des  faces  de  ce  trièdre  un  point  commun  non  situé  sur  les  arêtes  ; 
par  suite,  le  plan  de  cette  face  aurait  en  commun  avec  la  surface  deux 
arêtes  du  trièdre  et  de  plus  un  point  extérieur  à  ces  arêtes,  de  sorte  que  le 
degré  de  la  section  serait  supérieur  au  second.  Les  surfaces  réglées  du 
second  ordre  se  partagent  donc  en  deux  groupes  :  l'un  relatif  aux  surfaces 
dont  toutes  les  génératrices  passent  par  un  même  point,  l'autre  relatif 
aux  surfaces  dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point.  Les 
surfaces  du  premier  groupe  sont  les  cônes^  et  en  particulier  les  cylindres 
lorsque  le  point  de  concours  de  toutes  les  génératrices  est  à  l'infini.  Les 
cônes  du  second  degré  jouissent  évidemment  de  la  propriété  énoncée; 
car,  toute  section  faite  par  un  plan  ne  contenant  pas  le  sommet  est  une 
conique,  qui  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  ;  les  plans  déter- 
minés par  les  génératrices  fixes  qui  aboutissent  aux  centres  de  ces  deux 
faisceaux  et  par  la  génératrice  variable  qui  aboutit  à  un  point  quelconque 
de  la  conique,  sont  donc  homographiques.  Nous  n'avons  par  conséquent 
à  considérer  que  les  surfaces  réglées  proprement  dites,  c'est-à-dire  celles 
dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  môme  point. 

2"  Soit  G  l'une  des  génératrices  de  la  surface.  Tout  plan  passant  par 
G  donne  dans  la  surface  une  conique  qui  se  compose  nécessairement  de 
Il  droite  G  et  d'une  autre  droite.  Si  l'on  coupe  la  surface  par  une  série 
de  plans  y,  7',  7",...,  passant  par  G,  on  obtiendra  donc  une  série  de  droites 
L,  L',  L",.-.,  qui  formeront  un  système  de  génératrices  rectilignes.  Toutes 
ces  droites  rencontrent  G  en  des  points  différents,  sans  quoi  par  un  même 
point  passeraient  trois  droites  de  la  surface;  par  suite,  deux  quelconques 
des  génératrices  L,  L',  L",...  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan.  Actuelle- 
ment, par  l'une  L  de  ces  droites,  menons  une  série  de  plans  'A,  /',  V,...  ; 
nous  obtiendrons  une  nouvelle  série  de  droites  G,  G',  G",...,  dont  G  fera 
évidemment  partie  et  qui  formeront  un  second  système  de  génératrices 
rectilignes;  on  verra  comme  ci-dessus  que  deux  quelconques  de  ces 
génératrices  ne  sauraient  être  dans  im  même  plan.  Donc,  en  résumé,  la 
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surface  admet  deux  systèmes  (G)  e/  (L)  de  génératrices  rectilignes ;  par 
un  point  quelconque  m  de  la  surface  passe  une  génératrice  de  chaque 
système  (ces  deux  génératrices  sont  fournies  par  les  plans  menés  par  /// 
et  chacune  des  deux  droites  fixes  G  et  L)  ;  le  plan  de  ces  deux  généra- 
trices est  le  plan  tangent  en  m  à  la  surface.  Deux  génératrices  dUm 
même  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan  ;  une  génératrice  quel- 
conque de  Vun  des  systèmes  rencontre  toutes  celles  de  l'autre  système. 

y*  Puisque  trois  droites  suffisent  pour  régler  le  mouvement  d'une  droite 
mobile  assujettie  à  s'appuyer  sur  elles,  et  qu'une  génératrice  de  l'un  des 
systèmes  doit  rencontrer  toutes  celles  de  l'autre  système,  on  voit  que  la 
surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  ren- 
contre sans  cesse  trois  droites  fixes  L,  L',  L". 

4"  Sur  l'une  L  de  ces  trois  droites  fixes  prenons  une  série  de  points  a, 
byC^  d,...;  par  chacun  de  ces  points  et  par  les  deux  autres  droites  fixes 
L'  et  L"  menons  deux  plans  ;  nous  obtiendrons  ainsi  deux  faisceaux  de 
plans  homographiques  dont  L'  et  L"  seront  les  axes  et  tels  que  les  inter- 
sections des  plans  homologues  rencontrent  les  trois  directrices  L,  V,  L', 
c'est-à-dire  soient  des  génératrices  de  la  surface.  La  surface  est  donc  le 
lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux  faisceaux  de  plans 
homographiques  y  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Nous  avons  vu  (i°)  que  les  cônes  rentrent  dans  cette  définition;  ils 
répondent  au  cas  où  les  axes  des  deux  faisceaux  se  rencontrent  ;  quand  les 
axes  sont  parallèles,  les  cônes  deviennent  des  cylindres. 

iiSi.  Voici  encore  d'autres  propriétés  importantes  des  surfaces  réglées 
proprement  dites  du  second  ordre  (nous  étudierons  les  cônes  dans  le  pa- 
ragraphe suivant). 

Le  faisceau  de  plans  passant  par  L"  rencontre  les  deux  autres  directrices 
L  et  L'  et  détermine  sur  elles  deux  divisions  homographiques;  les  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  ces  deux  divisions  s'appuient  à  la 
fois  sur  L,  L',  L";  ce  sont  des  génératrices  de  la  surface.  Donc  toute 
surface  réglée  du  second  ordre  est  le  lieu  des  droites  qui  divisent  homo- 
graphiquement  deux  droites  fixes. 

Tout  plan  passant  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface  et  qui  ne 
contient  aucune  des  deux  génératrices  G  et  L  passant  par  ce  point,  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  passe  par  ///  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
deux  droites,  sans  quoi  la  section  serait  d'un  degré  supérieur  au  second. 

Chaque  point  d'une  section  plane  résulte  de  l'intersection  du  plan  sécant 
et  d'une  génératrice  delà  surface;  toute  section  plane  d'une  surface  réglée 
du  second  ordre  est  donc  réelle.  Par  suite,  en  appliquant  cette  remarque 
au  plan  polaire  w  d'un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  voit  que  tout 
point  de  V espace  est  le  sommet  d'un  cône  réel  circonscrit  à  la  surface. 

Le  plan  de  l'infini  détermine  une  section  réelle  qui  est  :  ou  une  conique 
ordinaire,  ou  un  système  de  deux  droites  ;  la  surface  prend  dans  le  premier 
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cas  le  nom  à! hyperboloïde  à  une  nappe,  et  dans  le  second  le  nom  de 
paraholoïde  hyperbolique. 

Cônes  du  second  oj^dre  et  coniques  sphéric^ues. 

1452.  Dans  le  cône,  le  plan  polaire  ct  de  tout  point/:»  de  l'espace  con- 
tient le  sommet  .y,  et  si  le  point  p  se  déplace  sur  ps  le  plan  polaire  w  ne 
change  pas  ;  aussi  convient-t-il  de  donner  à  ce  plan  ct  le  nom  de  plan  po- 
laire de  la  droite  ps  et  à  cette  droite  le  nom  de  polaire  du  plan  vs.  Si  la 
droite  ps  tourne  autour  du  sommet  s  clans  un  plan,  son  plan  polaire  vs 
tourne  autour  de  la  polaire  de  ce  plan;  cela  résulte  de  ce  que  les  traces 
de  ps  et  de  rs  sur  un  plan  quelconque  sont  constamment  pôle  et  polaire 
par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône. 

Tout  plan  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  a  ce  sommet  pour  pôle;  le 
sommet  est  donc  le  pôle  du  plan  de  l'infini,  c'est-à-dire /<?  centre  de  la 
surface.  Désormais,  quand  nous  parlerons  de  droites  et  de  plans  conjugués 
par  rapport  à  un  cône  du  second  ordre,  nous  entendrons  toujours  qu'il 
s'agit  de  plans  et  de  droites  passant  par  le  sommet.  Ainsi  nous  dirons  que  : 
i"  une  droite  et  un  plan  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  lorsqu'ils 
passent  par  le  sommet  et  que  la  droite  est  la  polaire  du  plan;  2°  deux 
plans  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  quand  ils  passent  par  le  sommet 
et  que  chacun  d'eux  contient  la  polaire  de  l'autre;  3"  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  au  cône  quand  elles  passent  par  le  sommet  et  que 
chacune  d'elles  est  située  dans  le  plan  polaire  de  l'autre. 

Quand  deux  plans  ou  deux  droites  sont  conjugués,  leurs  traces  sur  un 
plan  quelconque  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  dé- 
termine dans  le  cône. 

Quand  un  cône  est  circonscrit  à  une  surface  du  second  ordre,  les  droites 
et  les  plans  conjugues  par  rapport  au  cône  sont  aussi  conjugués  par  rap- 
port à  la  surface  ;  car,  d'abord  leurs  traces  sur  le  plan  de  la  conique  de 
contact  sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique,  et  de  plus  ce  plan 
est  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône  par  rapport  à  la  surface. 

Les  sections  d'un  cône  du  second  ordre  par  des  plans  parallèles  sont 
semblables  (H47),  et  le  lieu  des  centres  est  la  polaire  du  plan  a  mené 
par  le  sommet  du  cône  parallèlement  aux  plans  sécants.  Ces  sections 
sont  des  ellipses,  des  paraboles  ou  des  hyperboles  suivant  que  le  plan  a 
ne  contient  pas  de  génératrices,  en  renferme  une  seule  ou  en  contient 
deux. 

Une  droite  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  dite 
intérieure  ou  extérieure  au  cône,  suivant  que  sa  trace  sur  un  })lan  quel- 
conque qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  est*  intérieure  ou  extérieure  à  la 
conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône.  Un  point  de  l'espace  est  dit 
intérieur  ou  extérieur  au  cône,  suivant  que  la  droite  qui  unit  ce  point 
au  sommet  est  elle-même  intérieure  oîi  extérieure. 
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ii53.  Le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  le  sommet  d'une  infinité 
detrièdres  polaires  (iJli),  c'est-à-dire  de  trièdres.tels  que  chaque  arête  est 
la  polaire  de  la  face  opposée.  Les  trois  arêtes  forment  un  système  de  trois 
diamètres  conjugués  ;  l'un  de  ces  diamètres  est  intérieur  au  cône  et  les 
deux  autres  sont  extérieurs  ;  cela  résulte  de  ce  que  la  trace  du  trièdre  sur 
un  plan  quelconque  est  un  triangle  polaire  par  rapport  à  la  conique  sec- 
tion du  cône  par  ce  plan,  et  un  tel  triangle  a  toujours  un  sommet  intérieur 
et  deux  sommets  extérieurs  à  la  conique. 

L'un  de  ces  trièdres  polaires  est  trirectangle;  ses  arêtes  sont  les  trois 
axes  du  cône;  l'un  est  intérieur  et  les  deux  autres  sont  extérieurs. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  détermine  dans  le  cône  une 
conique  qui  a  son  centre  sur  cet  axe  et  ses  axes  parallèles  aux  deux  au- 
tres axes  du  cône.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  intérieur  du  cône 
donne  une  ellipse,  et  tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  deux  autres 
axes  donne  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  deux  gé- 
nératrices du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  On  nomme  axe  principal  du 
cône,  l'axe  intérieur,  grand  axe  celui  qui  est  parallèle  au  grand  axe  de 
l'ellipse  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  un  plan  normal  à  l'axe 
principal,  petit  axe  celui  qui  est  parallèle  au  petit  axe  de  la  même  ellipse  ; 
on  appelle  plan  de  la  grande  section  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  grand 
axe,  plan  de  la  petite  section  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  petit  axe, 
plan  principal  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe.  Le  plan  principal  ne 
coupe  le  cône  suivant  aucune  arête  ;  de  tous  les  plans  conduits  par  Taxe 
principal,  le  plan  de  la  grande  section  et  le  plan  de  la  petite  section  sont 
ceux  qui  coupent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  qui  font  entre  elles  res- 
pectivement l'angle  maximum  et  l'angle  minimum.  Les  plans  tangents  au 
cône  menés  par  le  grand  axe  le  touchent  suivant  les  deux  arêtes  conte- 
nues dans  le  plan  de  la  petite  section  ;  les  plans  tangents  conduits  par  le 
petit  axe  touchent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  contenues  dans  le  plan 
de  la  grande  section  ;  enfin,  par  l'axe  principal,  on  ne  peut  mener  aucun 
plan  langent  au  cône. 

Le  cône  est  de  révolution  quand  la  section  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  intérieur  est  un  cercle. 

4154.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  on  nomme /oc^/^.ç les  deux  droites 
passant  par  le  sommet  et  dont  chacune  jouit  de  cette  propriété,  que  tout 
couple  de  plans  conjugués  passant  par  cette  droite  est  rectangulaire  (1114). 
Tout  plan  perpendiculaire  à  une  focale  coupe  le  cône  suivant  une  conique 
qui  a  pour  foyer  le  pied  de  cette  focale,  car  autour  de  ce  pied  tous  les 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  sont  rectangu- 
laires. On  sait  (1146)  que  les  deux  focales  sont  situées  dans  l'un  des  plans 
diamétraux  principaux  du  cône  et  ont  pour  bissectrices  les  deux  axes  situés 
dans  ce  plan;  il  résulte  en  outre  de  la  propriété  qu'on  vient  de  dé- 
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montrer,  que  ces  focales  sont  intérieures  et  situées  dans  !e  plan  de  la 
grande  section. 

1155.  Dans  lout  cône  du  second  ordre,  on  nomme  plans  cjcliques  les  àewx 
plans  passant  par  le  sommet  et  dont  chacun  jouit  de  cette  propriété,  que 
tout  couple  de  droites  conjuguées  situées  dans  ce  plan  est  rectangulaire 
(1148).  Tout  plan  parallèle  à  un  plan  cj  clique  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle;  car  tout  couple  de  diamètres  conjugués  de  la  section  étant  paral- 
lèle à  un  couple  correspondant  de  droites  conjuguées  du  plan  cyclique  est 
rectangulaire.  On  sait  (1148)  que  les  deux  plans  cycliques  passent 
par  un  même  axe  du  cône  et  ont  pour  plans  bissecteurs  les  deux  plans 
diamétraux  principaux  qui  passent  par  cet  axe;  il  résulte  en  outre  de 
la  propriété  qu'on  vient  de  démontrer  que  les  plans  cycliques  passent 
par  le  grand  axe  et,  par  suite,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  petite 
section.  Les  propriétés  des  sections  circulaires  des  cônes  du  second 
ordre  ont  été  étudiées  aux  n""*  871  à  876. 

1156.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  on  mène  des  droites 
perpendiculaires  à  tous  les  plans  tangents,  on  obtient  un  second  cône  de 
même  sommet  et  qui  est  dit  supplémentaire  du  premier.  Le  cône  supplé- 
mentaire d'un  cône  du  second  ordre,  est  aussi  du  second  ordre;  en  d'autres 
termes,  tout  plan  mené  par  le  sommet  ne  peut  le  couper  que  suivant  deux 
arêtes;  car  si  un  tel  plan  le  coupait  suivant  trois  arêtes,  ces  arêtes  seraient 
normales  à  trois  plans  tangents  au  cône  proposé,  lesquels  plans  passeraient 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  arêtes,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  par  une  droite  on  ne  peut  mener  que  deux  plans  tan- 
gents à  un  cône  du  second  ordre.  Si  un  cône  1'  est  supplémentaire  d'un 
cône  2  du  second  ordre ,  inversement  2  est  supplémentaire  de  1' .  En  effet, 
deux  arêtes  infiniment  voisines  du  cône  2'  sont  perpendiculaires  à  deux 
plans  tangents  au  cône  2  infiniment  voisins  ;  le  plan  de  ces  deux  arêtes  est 
donc  perpendiculaire  à  l'intersection  de  ces  deux  plans  tangents  ;  en 
d'autres  termes,  les  plans  tangents  à  2'  sont  perpendiculaires  aux  arêtes 
de  2. 

On  aperçoit  immédiatement  que  :  \°  à  une  arête  de  2  et  cm  plan  tancent 
conduit  par  cette  arête  répondent  dans  2'  un  plan  tancent  et  son  arête 
de  contact  ;  1°  à  une  droite  et  à  son  plan  polaiie  par  rapport  à  2  ré- 
pondent un  plan  et  sa  polaire  par  rapport  h  2'  ;  3°  h  deux  droites 
conjuguées  de  2  répondent  deux  plans  conjugués  de  2'  ;  4°  «  deux  droites 
menées  arbitrairement  par  le  sommet  de  2  répondent  dans  2'  deux  plans 
faisant  entre  eux  un  angle  supplémentaire  de  celui  des  deux  droites; 
5°  aux  trois  axes  de  2  répondent  les  trois  plans  diamétraux  conjugués 
rectangulaires  de  2'  :  à  l'axe  principal  de  2  répond  le  plan  principal  de  2', 
et  les  deux  cônes  ont  même  axe  principal  et  môme  plan  principal  ;  mais  le 
plan  de  la  grande  section  de  l'un  est  Je  plan  de  la  petite  section  de  l'autre 
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(4*'),  de  sorte  que  le  grand  axe  de  l'un  est  le  petit  axe  de  l'autre;  6°  aux 
plans  cycliques  de  I  répondent  les  focales  de  i';  car,  à  tout  couple  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  i  et  situées  dans  un  plan  cyclique,  ré- 
pond dans  -'  un  couple  de  plans  conjugués  passant  par  la  perpendiculaire 
à  ce  plan  cyclique,  et  ce  couple  de  plans  est  rectangulaire  puisque  le 
couple  de  droites  l'est. 

Il  est  clair  d'après  cela  que  les  propriétés  des  cônes  du  second  degré 
sont  doubles,  comme  celles  des  Irièdres  et  dos  triangles  sphériques  (572, 
825).  Ainsi  à  chaque  propriété  des  plans  cycliques  répond,  par  la  consi- 
dération du  cône  supplémentaire,  une  propriété  des  lignes  focales,  et  in- 
versement. Nous  allons  en  citer  quelques  exemples  importants,  mais  il 
faut  auparavant  donner  une  définition. 

1 157.  Nous  savons  que  la  polaire  d'un  plan  cyclique  est  le  diamètre,  lieu 
des  centres  des  sections  circulaires  parallèles  à  ce  plan  cyclique.  D'ailleurs, 
à  un  plan  cyclique  et  à  sa  polaire  répondent,  dans  le  cône  supplémentaire, 
une  ligne  focale  et  son  plan  polaire.  De  même  que  dans  les  coniques  on 
donne  le  nom  de  directrice  à  la  polaire  du  foyer,  on  donne  dans  les  cônes 
le  nom  de  plan  directeur  au  plan  polaire  d'une  focale.  Ainsi,  un  cône  du 
second  ordre  a  deux  focales  et,  par  suite,  deux  plans  directeurs.  Cela  posé, 
voici  les  propriétés  fondamentales  des  plans  cycliques  et  des  focales;  les 
théorèmes  sont  disposés  sur  deux  colonnes  ;  de  cette  manière,  on  trouve 
à  côté  l'une  de  V  autre  les  propositions  corrélatives^  c'est-à-dire  les  proposi- 
tions qui  résultent  l'une  de  l'autre  par  la  considération  du  cône  supplé- 
mentaire, et  il  suffit  chaque  fois  de  démontrer  l'une  de  ces  deux  propo- 
sitions. 


Dans  tout  cône  du  second  ordre, 
les  sinus  des  angles  que  cliaque  plan 
tangent  fait  avec  un  plan  cyclique 
et  avec  la  polaire  de  ce  plan  cyclique, 
ont  un  rapport  constant. 


Dans  tout  cône  du  second  ordre, 
les  sinus  des  angles  que  cluupie  arête 
forme  avec  une  ligne  focale  et  avec 
le  plan  directeur  correspondant,  ont 
un  rapport  constant. 


En  effet,  coupons  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  et. 
du  centre  de  cette  section  circulaire,  qui  est  un  point  de  la  polaire  du 
plan  cyclique,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  un  plan  tangent  au  cône. 
Le  sinus  de  l'angle  du  plan  tangent  et  du  plan  du  cercle  est  égal  à  cette 
perpendiculaire  divisée  par  le  rayon  du  cercle  ;  le  sinus  de  l'angle  du 
plan  tangent  et  de  l'axe  polaire  du  plan  cyclique  est  égal  à  la  môme  per- 
pendiculaire divisée  par  la  dislance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  la 
section  circulaire.  Le  rapport  des  sinus  ne  dépend  donc  q*ue  du  rayon 
du  cercle  et  de  la  distance  de  son  centre  au  sommet,  et  nullement  du 
plan  tangent  considéré. 

Tout  plan  tangent  à  un  cône  du  I      Les  plans   menés  par  les  deux 
second  ordre  coupe  les  deux  plans  [focales  d'un  cône  du  second  ordre 
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cycliques  suivant  deux  droites  éga-  \  et  par  une  arête  quelconque  sont 
le  ment  inclinées  sur  l'aidé  te  de  con-  '  également  inclinés  sur  le  plan  tan- 
tact.  ,  gent  suivant  cette  arête. 

En  effet,  coupons  le  cône  par  deux  plans  parallèles  à  ses  deux  plans 
cycliques  ;  les  sections  seront  deux  cercles  situés  sur  une  même  sphère. 
Une  arête  quelconque  du  cône  coupe  ces  cercles,  et  les  tangentes  à  ces 
cercles  aux  points  de  rencontre  obtenus  sont  situées  dans  le  plan  tangent 
au  cône  suivant  l'arête  considérée  ;  ces  deux  droites  étant  tangentes  à 
une  même  sphère  et  comprises  dans  un  même  plan  sont  également  incli- 
nées sur  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact,  c'est-à-dire  sur  l'arête  du 
cône,  et  lorsque  ces  droites  sont  parallèles  à  celles  suivant  lesquelles 
le  plan  tangent  coupe  les  plans  cycliques,  le  théorème  est  démontré. 


La  somme  (ou  la  différence)  des 
angles  dièdres  que  chaque  plan  tan- 
gent à  un  cône  du  second  ordre  for- 
me avec  les  deux  plans  cycliques,  est 
constante. 


La  somme  [ou  la  différence)  des 
angles  que  chaque  arête  d'un  cône 
du  second  ordre  forme  avec  les  deux 
focales,  est  constante. 


Dans  les  deux  cas  précédents,  nous  avons  démontré  le  théorème  de 
gauche  ;  ici,  nous  démontrerons  le  théorème  de  droite  .Il  suffit  à  cet  effet  de 
considérer  ce  qui  se  passe  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du 
cône.  Une  nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courbe  qu'on  nomme 
ellipse  sphérique,  et  les  deux  points  déterminés  sur  cette  portion  de  sphère 
par  les  focales  du  cône  sont  dits  X^'è  foyers  de  cette  conique.  Cela  posé,  si 
M  est  un  point  de  cette  conique  sphérique  et  si  F  et  F'  sont  ses  foyers, 
il  suffit  de  prouver  que  la  somme  des  arcs  de  grand  cercle  FM  -f-  F'M  est 
constante,  sachant,  d'après  le  théorème  précédent,  que  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  à  la  conique  au  point  M  est  également  incliné  sur  les 
deux  arcs  vecteurs  MF  et  MF'.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui 
du  n"'  984. 

De  là  résulte  un  nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  considérer 
les  propositions  qui  précèdent  et,  en  général,  les  propriétés  des  cônes  du 
second  ordre.  Il  n'entre  pas  dans  notre  plan  de  développer  ce  nouvel 
ordre  d'idées  ni  d'insister  davantage  sur  les  propriétés  des  cônes.  Nous 
renverrons  le  lecteur  aux  Mémoires  de  M.  CHASLES.wr/^.ç  propriétés  gé- 
nérales des  cônes  du  second  ordre  et  des  coniques  sphériques,  qui  font 
partie  du  tome  VI  du  Recueil  de  V Académie  de  Bruxelles  (année  1829). 
Nous  ajouterons  seulement  ici  quelques  détails  sur  la  définition  des  coni- 
ques sphériques. 

1158.  Une  conique  sphérique  est  l'ensemble  des  deux  courbes  fermées 
dites  ellipses  sphériques  s\i\\dXii\&S(\\xQ\\QS  un  cône  du  second  ordre  coupe 
une  sphère  ayant  le  sommet  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  symé- 
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triques  par  rapport  à  cluicun  des  trois  grands  cercles  suivant  lesquels 
les  plans  diamétraux  principaux  du  cône  coupent  la  sphère. 

Considérons  le  plan  principal  du  cône,  et  ne  prenons  que  l'hémisphère 
et  la  nappe  du  cône  situés  au-dessus  de  ce  plan.  Cette  nappe  déterminera 
sur  la  sphère  une  ellipse  sphérique  dont  le  centre  et  les  sommets  seront 
les  points  où  la  sphère  est  percée  par  l'axe  principal  et  par  les  généra- 
trices situées  dans  les  plans  de  la  grande  et  de  la  petite  section  ;  les  foyers 
répondront  aux  lignes  focales  ;  les  plans  cycliques  du  cône  couperont 
l'hémisphère  considéré  suivant  deux  demi-grands  cercles  ayant  le  grand 
axe  du  cône  pour  diamètre  commun  :  ce  grand  axe  est  compris  dans  le  plan 
du  plus  grand  arc  diamètre  de  Tellipse  sphérique,  et  ces  deux  demi-grands 
cercles  dits  arcs  cycliques  de  l'ellipse  sphérique  sont  perpendiculaires  au 
plus  petit  arc  diamètre  (^Q  l'ellipse  et  ne  rencontrent  jamais  cette  courbe. 

Considérons  en  second  lieu  le  plan  de  la  petite  section  du  cône,  et  la 
partie  de  la  conique  sphérique  située  d'un  seul  côté  de  ce  plan  ;  elle 
est  composée  de  deux  branches,  moitiés  des  deux  ellipses  sphériques  et 
symétriques  par  rapport  au  plan  diamétral  perpendiculaire  à  l'axe  prin- 
cipal du  cône  ;  on  lui  donne  le  nom  à^hypcrbalc  sphérique.  Son  centre 
est  le  point  où  le  grand  axe  du  cône  perce  l'hémisphère  qui  contient  la 
courbe,  et  ses  foyers,  intersections  de  cet  hémisphère  et  des  lignes  focales, 
se  trouvent  sur  l'arc  de  grand  cercle  qui  unit  les  deux  seuls  sommets  de 
la  courbe.  Pour  tout  point  M  de  l'hyperbole  sphérique,  c'est  la  différence 
(et  non  la  somme)  des  arcs  vecteurs  MF  et  MF'  qui  est  constante.  Quant 
aux  plans  cycliques  du  cône,  ils  coupent  l'hémisphère  suivant  deux  demi- 
grands  cercles  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  également  inclinés 
sur  l'arc  qui  joint  les  foyers  ;  ce  sont  les  arcs  cycliques  de  l'hyperbole. 

Enfin,  si  l'on  considérait  l'hémisphère  situé  d'un  côté  du  plan  de  la  grande 
section  du  cône,  lequel  plan  contient  les  lignes  focales,  on  aurait  deux 
moitiés  de  demi-ellipses  sphériques  se  présentant  leurs  concavités  et  dont 
l'ensemble  forme  une  troisième  espèce  de  courbe  sphérique.  Cette  courbe 
a  un  centre  intersection  de  la  sphère  et  du  petit  axe  du  cône,  quatre  foyers 
situés  dans  le  plan  de  la  grande  section  du  cône,  et  deux  arcs  cycliques- 
situés  entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  perpendiculaires  à  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  les  deux  sommets. 

Les  trois  courbes  que  nous  venons  de  considérer  sont  des  portions  de 
la  courbe  unique  dite  conique  sp/ié ri q ue  qu\  est  l'intersection  complète  de 
la  sphère  et  du  cône. 

A  une  conique  sphérique,  répond  une  conique  sphérique  supplémentaire  ; 
c'est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cône  supplémentaire  de  celui 
qui  produit  la  première  conique.  On  peut  aussi  parvenir  directement  à 
cette  conique  supplémentaire  en  la  considérant  comme  l'enveloppe  des  arcs 
de  grands  cercles  dont  les  plans  sont  normaux  aux  rayons  de  la  sphère 
menés  par  les  diflérents  points  de  la  conique  primitive. 
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Les  arcs  cycliques  de  l'une  des  coniques  sont  dans  les  plans  diamétraux 
perpendiculaires  aux  diamètres  de  la  sphère  qui  passent  par  les  foyers  de 
l'autre  conique. 

Les  deux  théorèmes  relatifs  à  l'invariabilité  de  la  somme  ou  delà  diffé- 
rence des  arcs  vecteurs  d'une  conique  sphérique,  et  à  l'égale  inclinai- 
son de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  sur  les  arcs  vecteurs  sont  dus  à 
M.  Magnus  de  Berlin  [Annales  de  Gergonne^  1826). 

1159.  Par  deux  sections  planes  quelconques  d^une  surface  du  second 
ordre j  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes.  En  effet,  considérons  la 
droite  L'  polaire  réciproque  de  l'intersection  L  des  deux  pians,  c'est-à-dire 
de  la  sécante  commune  aux  deux  courbes  ;  par  cette  droite  L'  et  par  un 
point  m  quelconque  de  l'une  des  courbes,  menons  un  plan,  et  soient/?  et  q 
les  points  communs  à  ce  plan  et  à  la  seconde  courbe  ;  du  point  .v  où  mp 
rencontre  L',  projetons  la  première  courbe  sur  le  plan  de  la  seconde; 
cette  seconde  courbe  et  la  projection  de  la  première  se  confondront,  car 
ce  sont  des  coniques  ayant  trois  points  communs,  dont  deux,  situés  sur 
la  sécante  commune  L,  sont  des  points  de  contact.  Le  point  s  est  donc 
le  sommet  d'un  cône  passant  par  les  deux  courbes,  et  l'intersection  de  L' 
et  de  mq  serait  le  sommet  s'  d'un  second  cône  jouissant  de  la  même  pro- 
priété. 

Hyperholoïdc  à  une  nappe. 

1160.  Nous  avons  nommé  hyperholoïde  à  une  nappe  [Jig.  674)  celle 
des  deux  surfaces  réglées  proprement  dites  du  second  ordre  que  le  plan  de 
l'infini  coupe  suivant  une  conique  C  qui  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 

Le  plan  de  l'infini  n'étant  pas  tangent  à  la  surface  ne  contient  pas  son 
propre  pôle  ;  ce  pôle,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  surface  est  donc  à  dis- 
tance finie.  Si  l'on  transporte  à  ce  centre  0  et  parallèlement  à  elles-mêmes 
toutes  les  génératrices  de  la  surface,  les  droites  ainsi  transportées  conser- 
vent leurs  mêmes  points  à  l'infini  ;  on  obtient  donc  un  cône  ayant  pour 
sommet  0  et  pour  base  la  conique  C,  et  comme  le  point  0  est  le  pôle 
du  plan  de  la  conique  C,  on  voit  que  ce  cône  est  tangent  à  la  surface 
tout  le  long  de  la  conique  C  située  à  l'infini  ;  ce  cône,  enveloppe  des  plans 
tangents  à  l'infini  à  la  surface,  ou,  comme  on  dit  plus  rapidement,  des 
plans  asymptotiques  de  la  surface,  prend  le  nom  de  cône  asymptote  de 
l'hyperboloïde.  La  surface  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  ce  cône,  sans 
quoi  il  y  aurait  des  génératrices  qui  le  couperaient  à  distance  finie. 

Par  chaque  point  de  la  conique  C  passent  deux  génératrices,  une  de 
chaque  système;  donc  h  chaque  génératrice  d\m  système  répond  dans 
Vautre  système  une  génératrice  parallèle,  et,  par  suite,  chaque  généra- 
trice du  cône  asymptote  est  parallèle  à  deux  génératrices  de  la  surface. 

Trois  génératrices  cVun  même  système  ne  sauraient  être  pai-allèles  à 
un  même  plan,  sans  quoi  les  trois  génératrices  correspondantes  du  cône 
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asymptote  seraient  dans  un  môme  plan,  ce  qui  est  absurde,  puisque  le 
cône  est  du  second  ordre. 

1161 .  Les  sections  planes  de  la  surface  peuvent  être  des  hyperboles,  des 
paraboles  ou  des  ellipses  suivant  les  positions  du  plan  sécant,  car,  suivant 
que  ce  plan  coupe  la  conique  C  en  deux  points,  la  touche  ou  ne  la  ren- 
contre pas,  le  nombre  des  points  à  l'infini  dans  la  section  est  2,  i  ou  o. 
D'ailleurs  les  sections  P  et  P,  de  la  surface  et  du  cône  asymptote  par  un 
même  plan  (ptelconcpie  ts  sont  semblables,  semblablement  placées  et  con- 
centriques. En  effet,  soient  D  et  D'  deux  diamètres  conjugués  de  la  sec- 
tion P  faite  par  le  plan  ct  dans  la  surface;  les  plans  déterminés  par  le 
centre  0  de  l'hyperboloïde  et  par  chacune  des  droites  D  et  D'  seront 

Fig.  57',. 
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diamétraux  conjugués  par  rapport  à  cet  hyperboloïde  ;  donc  ils  le  seront 
aussi  par  rapport  au  cône,  puisque  (1152)  le  cône  et  la  surface  ont  les 
mêmes  systèmes  de  droites  et  de  plans  conjugués;  par  suite  les  intersec- 
tions de  ces  deux  plans  par  le  plan  a,  c'est-à-dire  les  droites  D  et  D' elles- 
mêmes,  seront  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  P,  faite  par  le  plan 
vs  dans  le  cône  asymptote.  En  particulier,  les  plans  cycliques  du  cane 
asymptote  coupent  donc  r hyperboloïde  suivant  des  cercles  ;  on  les  nomme 
plans  cycliques  de  Ihyperboloïde  ;  tout  plan  parallèle  à  un  {)Ian  cyclique 
donne  une  section  circulaire  (1147). 

1162.  Puisqu'à  tout  diamètre  de  l'hyperboloïde  répond  le  même  plan 
diamétral,  soit  danscel  hyperboloïde,  soit  dans  le  cône  asymptote,  l'hy- 
perboloïde et  le  cône  ont  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués 
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et  par  suite,  les  mêmes  axes  et  les  mômes  plans  principaux.  Des  trois 
axes  l'un  oz  est  donc  intérieur  (1153),  et  les  deux  autres  ox  et  oj 
sont 'extérieurs  et  coupent  seuls  la  surface;  il  y  a  donc  deux  sommets 
imaginaires,  et  quatre  sommets  réels  ;  le  plan  principal  xoy  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse  qu'on  nomme  ellipse  de  gorge,  et  les  plans  prm- 
cipaux  œoz  et  yoz  la  coupent  suivant  des  hyperboles.  Toute  section  par 
un  plan  parallèle  au  plan  xoy  est  une  ellipse  semblable  à  l'ellipse  de  gorge 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  hyperboles  principales;  de  la,  dé- 
coule un  mode  de  génération  fort  simple  de  la  surface. 

1163  Si  Von  projette  toutes  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  sur  un 
plan  diamétral  quelconque  rz  à  Vaide  de  projetantes  parallèles  au  dia- 
mètre D  conjugué  du  plan  rz,  les  projections  des  génératrices  sont  tan- 
gentes à  la  section  P  faite  dans  la  surface  par  le  plan  rz.  En  effet,  soient 
G  une  génératrice  quelconque  et  m  le  point  où  elle  rencontre  la  courbe  P. 
Le  plan  tangent  au  point  m  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  aboutit  en  m,  lequel  plan  diamétral  contient  D;  donc  le 
plan  tangent  en  m'  passant  par  les  génératrices  fx  et  étant  parallèle  a  D, 
est  précisément  le  plan  projetant  de  cette  génératrice;  par  suite,  la  projec- 
tion de  cette  génératrice  est  l'intersection  du  plan  rs  et  du  plan  tangent 
à  la  surface,  c'est-à-dire  est  la  tangente  en  m  à  la  courbe  P. 

En  particulier,  les  projections  orthogonales  des  génératrices  sur  les  plans 
principaux  enveloppent  les  hyperboles  principales. 

1164  Quand  les  deux  axes  réels  ont  la  même  longueur,  l'ellipse  de 
eor-e  devient  un  cercle,  et  la  surface,  lieu  des  cercles  dont  les  plans  sont 
perpendiculaires  à  l'axe  oz,  et  dont  les  centres  sont  sur  cet  axe  est  de 
révolution;  cet  hyperboloïde  de  révolution  résulte  de  la  rotation  de 
l'hyperbole  principale  autour  de  son  axe  non  transverse. 

Paraboloïde  hyperbolique. 

1165  Nous  avons  appelé  paraboloïde  hyperbolique  celle  des  deux  sur- 
faces réglées  proprement  dites  du  second  ordre  qui  a  une  génératrice  de 
chaque  système  G„  et  L„  dans  le  plan  de  l'infini.  Cette  surface  est  donc 
tan-ente  à  ce  plan  de  l'infini,  et  par  suite  le  pôle  de  ce  plan,  c  est-a-dire  le 
centre  de  la  surface,  est  à  l'infini.  L'un  des  plans  principaux  passe  alors  a 
l'infini  ainsi  que  les  deux  axes  qu'il  contient,  et  il  ne  reste  à  distance  finie 
qu'un  seul  axe  et  les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe,  au- 
quel tous  les  diamètres  deviennent  d'ailleurs  parallèles. 

Tout  plan  passant  par  Vaxe  donne  dans  la  surface  une  conique  symé- 
trique par  rapport  à  cet  axe  et  dont  le  second  axe  disparaît  à  l'infini; 
cette  conique  est  donc  une  parabole.  Toutes  ces  paraboles  ont  leur  som- 
met en  un  même  point  commun  à  l'axe  et  à  la  surface,  qu  on  nomme 
sommet  de  la  surface. 
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Toute  section  par-  un  plan  xs  parallèle  à  Vaxe  est  une  parabole  égale 
à  celle  que  de  ter  mine  le  plan  xs'  mené  par  Vaxe  parallèlement  au  plan 
proposé.  En  effet,  d'abord  la  section  par  le  plan  xs  est  une  parabole  puis- 
qu'elle est  semblable  à  la  section  faite  par  le  plan  u';  puis,  ces  deux  pa- 
raboles sont  égales,  attendu  que  l'un  des  cônes  qu'on  peut  mener  par  ces 
deux  courbes  (1139)  dégénère  en  un  cylindre  dont  ces  courbes  sont 
deux  sections  parallèles. 

Fig.  575. 


11G6.  Les  sections  par  des  plans  non  parallèles  à  l'axe  sont  des  hyper- 
boles, puisque  ces  plans  coupent  les  génératrices  G,  et  L,  situées  à  l'infini 
en  deux  points.  Étudions  spécialement  les  sections  hyperboliques  dont 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe.  Désignons  par  o  le  sommet,  par  ox  la 
partie  de  l'axe  située  à  droite  de  o  et  par  ox'  la  partie  de  Taxe  située  à 
gauche.  Le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  le  sommet  o  est  tan- 
gent à  la  surface,  puisqu'il  est  conjugué  à  la  direction  ox\  il  con- 
tient donc  deux  génératrices  que  nous  nommerons  og  et  o/,  et  c'est  à 
ces  deux  droites  que  se  réduit  ici  la  section  hyperbolique.  L'hyperbole 
obtenue  en  coupant  par  tout  autre  plan  normal  à  Taxe  doit  donc  avoir  ses 
asymptotes  parallèles  à  og  et  o/;  ces  asymptotes  sont  donc  les  intersec- 
tions du  plan  considéré  et  des  deux  plans  fixes  gox,  lox  ;  par  suite,  si  l'on 
désigne  par  ou  et  ov  la  bissectrice  de  l'angle  gol  et  celle  de  son  supplé- 
ment, les  plans  uox,  vox^  devront  contenir  les  axes  de  toutes  ces  hyper- 
boles, de  sorte  que  ces  plans  sont  les  plans  principaux  ;  ils  coupent  la  sur- 
face suivant  deux  paraboles  ayant  même  sommet  o,  et  pour  axes  l'une  ox, 
l'autre  ox' \  car  si  ces  paraboles  principales  étaient  tournées  du  même 
côté,  par  exemple  toutes  les  deux  à  droite  de  o,  les  sections  hyperboliques 
faites  par  des  plans  normaux  à  l'axe  et  à  droite  de  o  auraient  quatre 
sommets  réels,  ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  en  résumé  les  hyperboles  ob- 
tenues en  coupant  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  situées  :  à 
droite  du  sommet,  dans  l'un  des  anirj^es  formés  par  les  plans  gox^  lox  (  et 
II.  "^  28 
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dans  son  opposé);  et  à  gauche  du  sommet,  dans  le  supplément  de  cet 
angle  (et  dans  son  opposé). 

1167.  Tout  plan  parallèle  à  l'un  des  plaris  principaux  coupant  la  sur- 
face suivant  une  parabole  égale  à  celle  que  détermine  ce  plan  princi- 
pal, on  voit  que  la  surface  peut  être  engendrée  par  Vune  des  paraboles 
principales  glissant  parallèlement  à  elle-même  de  façon  que  son  som- 
met décrive  F  autre  parabole  principale  ;  ce  mode  de  génération  est  celui 
qui  révèle  le  plus  nettement  la  forme  de  la  surface.  Ajoutons  quV/z  pro- 
jection orthogonale  sur  un  plan  principal,  les  génératrices  enveloppent  la 
parabole  principale. 

1168.  Le  plan  gox^  coupant  la  surface  suivant  une  première  généra- 
trice og^  doit  les  couper  encore  suivant  une  génératrice  du  système  op- 
posé ;  et  cette  seconde  génératrice  doit  être  à  l'infini,  sans  quoi  l'axe  ox 
rencontrerait  la  surface  en  deux  points  à  distance  finie;  c'est  donc  la 
génératrice  L,.  Or  toute  autre  génératrice  G  du  même  système  que  o^^est 
dans  un  mêrhe  plan  vs  avec  L,  ;  les  deux  plans  cr  et  gox  ayant  leur  inter- 
section L,  à  l'infini  sont  parallèles;  donc  G  est  parallèle  au  plang^o^.  Ainsi, 
toutes  les  génératrices  d'un  système  sont  parallèles  au  plan  gox^  et 
l'on  verrait  de  même  que  toutes  les  génératrices  de  l'autre  système  sont 
parallèles  au  plan  lox.  Les  deux  plans  fixes  gox,  lox,  prennent  le  nom  de 
plans  directeurs  de  la  surface.  Il  résulte  du  n**  1166  que  les  plans  princi- 
paux divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  formés  par  les 
plans  directeurs. 

Toutes  les  génératrices  d'un  système  étant  parallèles  à  un  même  plan, 
ces  droites  divisent  deux  génératrices  quelconques  de  l'autre  système  en 
parties  proportionnelles;  et  la  surface  peut  être  considérée  comme  engen- 
drée par  une  droite  mobile  formant  sur  deux  droites  fixes  deux  divisions 
homographiques  semblables.  Cette  propriété  est  très-utile  dans  les  ap- 
plications; on  l'utilise  aussi  pour  construire  des  modèles  en  fil  de  la 
surface. 

Surfaces  du  second  ordre  non  réglées. 

1169.  Il  nous  reste  à  étudier  les  surfaces  non  réglées  du  second 
ordre. 

Tout  plan  tangent  a  à  l'une  quelconque  de  ces  surfaces  en  un  point  a 
n'a  en  commun  avec  cette  surface  que  le  point  a  ;  car  s'il  en  avait  un  autre 
b,  la  droite  ab  serait  comtnune  au  plan  a  et  au  plan  polaire  (3  de  ^  ;  elle 
serait  donc  sa  propre  polaire,  et  chacun  de  ses  points  étant  à  lui-même 
son  conjugué  serait  sur  la  surface.  Il  y  aurait  donc  sur  la  surface  une 
droite  ab,  et,  par  suite,  il  y  en  aurait  une  infinité. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  mène  de  part  et  d'autre  d'un  plan  tangent  a 
deux  plans  parallèles  et  infiniment  voisins,  un  seul  de  ces  deux  plans 
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rencontrera  la  surface.  Il  y  a  donc  dans  l'espace  des  plans  qui  no  rencon- 
trent pas  la  surface,  des  plans  qui  la  coupent,  et  des  plans  qui  n'ont  qu'un 
point  commun  avec  elle  ;  les  pôles  de  ces  plans  sont  pour  les  premiers 
intérieurs  à  la  surface,  pour  les  seconds  extérieurs,  et  pour  les  derniers 
situés  sur  la  surface. 

On  classe  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre  par  la  considération 
du  plan  tangent  à  l'infini.  Ce  plan  peut  être  extérieur  ii  la  surface,  la 
toucher  ou  la  couper  suivant  une  conique  qui  diffère  de  deux  droites.  De  là, 
trois  surfaces  distinctes  auxquelles  on  donne  les  noms  suivantes  : 

(n'ayant  aucun  point  à  l'in-  )  „„. 
fini \Elhpso.de. 
tanffcnte   au   plan  de  lin-  )  „       .    ,  ..  . 
.    .    .                 ^  {Paraboloide  elliptique. 


fini, 
on  ne   peut  placer  .  ' 

aucune  droite  i  coupée  par  le  plan  de  l'infini  \ 

[      suivant  une  conique  ordi-  \  Hyperboloide  à  deux  nappes. 

naire )  ^ 

Nous  allons  décrire  successivement  ces  trois  surfaces. 


Ellipsoïde. 

1170.  L'ellipsoïde  {Jîg.  676),  n'ayant  aucun  point  à  l'infini,  n'admet  que 
des  sections  planes  elliptiques.  Le  centre  est  intérieur  à  la  surface  et,  par 
suite,  les  trois  axes  rencontrent  la  surface  chacun  en  deux  points  réels;  ces 
trois  axes  ont  généralement  des  longueurs  différentes;  combinés  deux  à  deux, 
ils  forment  les  axes  des  trois  ellipses  principales.  Les  sections  par  des  plans 
parallèles  à  un  plan  principal  sont  des  ellipses  semblables  à  l'ellipse  prin- 
cipale correspondante,  et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  deux  au- 
tres ellipses  principales;  de  là,  un  mode  de  génération  très-expressif  de  la 
surface. 

Les  deux  plans  cycliques  passent  évidemment  par  l'axe  moyen  ;  leurs 
traces  sur  le  plan  des  deux  autres  axes  sont  les  diamètres  communs  à  l'el- 
lipse principale  située  dans  ce  plan  et  au  cercle  concentrique  décrit  avec  un 
rayon  égal  à  l'axe  moyen.  Tout  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  coupe 
l'ellipsoïde  suivant  un  cercle;  le  lieu  des  centres  des  sections  circulaires 
est  formé  de  deux  diamètres  de  l'ellipse  principale  qui  a  pour  axes  l'axe 
maximum  et  l'axe  minimum;  ces  diamètres,  qui  sont  respectivement  con- 
jugués aux  traces  des  deux  plans  cycliques,  rencontrent  l'ellipse  en  quatre 
points  réels  ;  ce  sont  les  ombilics. 

1171.  Soient  oa\  ob\  oc\  un  système  de  trois  demi-diamètres  conjugués, 
et  o«,  ob,  or,  les  trois  demi-axes.  Conservons  le  diamètre  oc'  et  substi- 
tuons à  oa'  et  ob'  deux  autres  diamètres  oa"  et  ob"  conjugués  entre  eux 

28. 
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dans  le  plan  a' ob\  et  dont  l'un  on"  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
plan  aoh\  on  aura 

oa    -h  oh'  =  oa"  -f-  oh". 

Les  trois  droites  oa'\  oh',  oc',  formeront  encore  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  le  plan  b"oc'  contiendra  l'axe  oc,  puisque  oa"  est  dans  le 
plan  principal  aoh.  Conservons  maintenant  on",  et  remplaçons  ob"  et  oc'  par 

Fig.  576. 


deux  nouveaux  diamètres  conjugués  situés  dans  le  plan  c'oh",  et  dont 
l'un,  ob^,  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  lë^plan  aob;  alors  oa"  et  oh^ 
se  trouvant  l'un  et  l'autre  dans  le  plan  principal  noh,  le  conjugué  de  oh^ 
ne  sera  autre  que  l'axe  oc,  et  l'on  aura 

oh"    -f-  oc'    =  oh^    -h  oc    . 

Enfin,  la  comparaison  du  système  actuel  oa",  oh^,  oc,  avec  le  système 
on,  oh,  oc,  donne 

on"   -h  oh^    =  on    -h  oh    , 
et,  en  ajoutant  les  trois  relations  précédentes,  on  obtient 

oa'   +  oh'   -+-  oc'   =  oa    -h  oh  .-A-  oc  , 


ce  qui  donne  la  généralisation  du  premier  des  théorèmes  d'Apollonius 
(n°  1108)  : 

La  soiHDie  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques  est 
constante. 
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Le  second  théorème  d'Apollonius  se  généralise  de  même  : 
Le  volume  (lu  parallèlipipcdc  construit  sur  trois  (lianirlrcs  co//juguc's 
quelconques  est  constant. 

En  effet,  on  a  évidemment 

vol.  {oa\  oh\  oc')  —  vol.  (ort",  ob\  oc')^ 

puisque  ces  deux  corps  ont  la  môme  hauteur  et  des  bases  équivalentes 
comme  parallélogrammes  construits  sur  les  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  oa'  et  ob' ,  oa"  et  ob\  de  la  section  faite  par  le  plan  a'ob'.  On  a 
de  même 

vol.  (o«",  ob'\  oc')  =  vol.  [o(i\  ob^,  oc)  =  vol.  [oa,  ob,  oc), 

d'où  résulte 

vol.  [on' ,  ob',  oc')  =  vol.  [oa,  ob,  oc). 

1172.  Si  deux  des  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde  devient  de  révolution 
autour  du  troisième  axe.  Enfin,  si  les  trois  axes  sont  égsfiix,  l'ellipsoïde 
se  réduit  à  une  sphère. 

Paraboloïde  elliptique. 

H73.  Le  paraboloïde  elliptique  [fg.  5yj)  est  tangent  au  plan  de  Tin- 
fini.  Son  centre  est  donc  à  l'infini,  ainsi  que  l'un  des  plans  principaux  et 
les  deux  axes  qu'il  contient.  Il  ne  reste  à  distance  finie  qu'un  seul  axe  et 
les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe,  auquel  tous  les  dia- 
mètres sont  d'ailleurs  parallèles. 

Fi{j.  577. 


^^^^ 


Toute  section  passant  par  l'axe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini; 
c'est  une  parabole  ayant  pour  axe  l'axe  même  de  la  surface  et  pour  som- 
met le  point  où  cet  axe  rencontre  le  paraboloïde,  c'est-à-dire  le  sommet 
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de  cette  surface.  Toute  section  par  un  plan  parallèle  h  Vaxe  est  une  pa- 
rabole égale  à  celle  que  déterminerait  un  plan  parallèle  passant  par 
Vaxe. 

Les  sections  par  les  plans  non  parallèles  à  F  axe  sont  des  ellipses, 
puisque  ces  sections  n'ont  aucun  point  commun  à  l'infini.  Les  ellipses  dont 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe  ont  leurs  sommets  sur  les  deux  paraboles 
principales,  qui,  par  suite,  sont  situées  l'une  et  Vautre  d'un  même  côté  du 
plan  tangent  au  sommet.  Enfin,  la  surface  peut  être  engendrée  par  Vune 
des  paraboles  principales  glissant  parallèlement  à  elle-même  de  façon 
que  son  sommet  décjnve  Vendre  parabole  principale. 

Tous  ces  résultats  s'aperçoivent  aisément  après  ce  qui  a  été  dit  (1165 
et  suiv.)  sur  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Ajoutons  que  la  surface  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale  de  moindre  para- 
mètre et  également  inclinés  sur  l'autre  section  principale. 

Si  les  deux  paraboles  principales  ont  même  paramètre,  le  paraboloïde 
devient  de  révolution. 

Uyperboloïde  à  deux  nappes. 

1174.  L'hyperboloïde  à  deux  nappes  [fig.  578)  étant  coupé  par  le  plan  de 
l'infini  suivant  une  conique  ordinaire  C,  a  un  centre  o  placé  à  distance 

Fig.  578. 


"*'^^.y 


finie  et  extérieur  à  la  surface.  Le  cône  qui  a  le  point  o  pour  sommet  et  la 
conique  C  pour  directrice  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  celte  co- 
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nique  à  l'infini  ;  on  le  nomme  conc  asymptote,  et  la  surface  étant  intérieure 
à  ce  cône  se  compose  de  deux  parties  ou  nappes  séparées  situées  chacune 
dans  l'une  des  nappes  du  cône.  Les  diamètres  et  plans  diamétraux  conju- 
gués de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cône  ;  elle  a  donc  les  mêmes 
axes  que  ce  cône  ;  l'axe  intérieur  au  cône  rencontre  donc  seul  la  surface  qui 
n'a  que  deux  sommets  réels.  Tout  plan  passant  par  l'axe  transverse  coupe 
la  conique  C  de  l'infini  en  deux  points  et,  par  suite,  la  surface  suivant  une 
hyperbole  symétrique  par  rapport  à  cet  axe  et  ayant  pour  sommets  réels 
les  deux  sommets  léels  de  la  surface;  ce  fait  met  mieux  encore  en  évi- 
dence la  division  delà  surface  en  deux  nappes. 

Les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  transverse  sont  des 
ellipses  semblables  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  deux  hyper- 
boles principales  dont  les  plans  passent  par  l'axe.  Ces  ellipses  se  ré- 
duisent à  un  point  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l'un  ou  l'autre  som- 
met; quand  le  plan  sécant  est  entre  les  deux  sommets,  la  section  devient 
imaginaire. 

Les  plans  cycliques  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cône 
asymptote. 

Cette  surface  n'a  aucune  importance  au  point  de  vue  des  appli- 
cations. Nous  iivons  hâte  d'ailleurs  de  terminer  cette  esquisse  déjà  bien 
longue  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Le  lecteur  qui  vou- 
dra la  lire  la  plume  à  la  main,  en  restituant  les  figures  une  à  une, 
n'éprouvera  aucun  embarras  pour  démontrer  les  points  secondaires  que 
nous  n'avons  fait  qu'énoncer.  Il  pourra  ensuite,  s'il  veut  pousser  plus 
avant  cette  étude,  consulter  avec  le  plus  grand  fruit  le  Supplément  sur 
les  propriétés  prnjectives  des  figures  dans  l'espace,  de  Poncelet;  les 
Mémoires  de  M.  Chasles  sur  les  cônes,  sur  les  coniques  sphériques  et  sur 
les  surfaces  réglées,  et  enfin  V Aperça  historique. 


QUESTIOJVIS   PROPOSEE!». 

§§  I,  U.  —  Propriétés  fondamentales  de  r ellipse  et  de  V hyperbole. 

871.  Quelle  est  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  du  centre  de 
l'ellipse  à  un  point  de  la  courbe? 

872.  Quel  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui  glisse  entre  deux  axes 
rectangulaires? 

873.  Deux  ellipses  dont  les  grands  axes  sont  égaux  et  qui  ont  un  foyer 
commun,  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points. 
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874.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  circonfé- 
rences intérieures  ou  extérieures  l'une  à  l'autre? 

875.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles 
donnés?  —  On  examinera  les  différents  cas  possibles. 

87G.  Sur  les  deux  tangentes  PM ,  PM',  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole dont  les  foyers  sont  F  et  F',  on  prend  des  longueurs  PQ,  PQ',  res- 
pectivement égales  à  PF  et  à  PF';  démontrer  que  la  droite  QQ'  est  égale 
au  grand  axe  de  l'ellipse  ou  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole. 

877.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  et 
une  tangente  quelconque  interceptent,  sur  les  deux  tangentes  menées 
aux  extréniités  de  l'axe  de  la  courbe ,  des  longueurs  dont  le  produit  est 
constant. 

878.  Des  cercles  touchent  une  droite  AB  en  un  point  fixe  C,  et  des 
points  fixes  A  et  B  on  mène  des  tangentes  à  ces  cercles;  trouver  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes.  —  Le  point  C  peut  être  entre  A 
et  B  ou  sur  AB  prolongée. 

879.  Soient  les  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  ou  à  Thyperbole  par 
un  point  extérieur  et  une  troisième  tangente  quelconque;  démontrer  que 
la  longueur  interceptée  sur  cette  troisième  tangente  par  les  deux  pre- 
mières est  vue  de  chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

880.  Démontrer  directement  que  si  l'on  mène  à  une  hyperbole  deux 
tangentes  PM,  PM',  par  un  même  point  extérieur  P,  les  angles  PFM, 
PFM',  sont  égaux  ou  supplémentaires,  suivant  que  les  points  de  contact  M 
et  M'  appartiennent  ou  non  à  la  même  moitié  de  la  courbe. 

881.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dont  le  grand  axe  a  la 
même  longueur,  qui  ont  un  foyer  commun  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

882.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  deux  el- 
lipses ou  à  deux  hyperboles,  ou  bien  encore  à  une  ellipse  et  à  une  hy- 
perbole, qui  ont  les  mêmes  foyers,  sont  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre? 

883.  Quels  senties  lieux  géométriques:  i°des  sommets;  2°  des  points 
de  rencontre  des  côtés  non  parallèles;  3"  des  points  d'intersection  des 
diagonales,  des  trapèzes  construits  sur  une  base  fixe,  et  dans  lesquels  la 
longueur  de  l'autre  base  est  donnée  ainsi  que  la  somme  ou  la  différence 
des  côtés  non  parallèles  ? 

884.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  1°  ses  foyers 
et  un  point;  -2°  ses  foyers  et  une  tangente;  3°  un  foyer,  deux  points  et 
une  tangente  ;  4°  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  5°  un  foyer,  deux 
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tangentes  et  le  point  do  contact  de  l'une  d'elles;  6°  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes; 7°  le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  axe  ou  de 
l'axe  transverse. 

880.  On  donne  les  positions  d'un  foyer  et  d'un  point  d'une  eHipse,  ainsi 
que  les  longueurs  des  axes;  déterminer  son  centre. 

886.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  portion  d'une  tangente  quel- 
conque à  l'hyperbole  interceptée  par  les  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  l'axe  tran.s verse,  passe  par  les  foyers  de  la  courbe. 

§  III.  —  Propriétés  fondamentales  fie  la  parabole. 

887.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  de  la  parabole  sur  une  tan- 
gente à  la  courbe,  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  vecteur  du 
point  du  contact  et  la  moitié  du  paramètre  p. 

888.  Si  PM  et.PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par 
un  point  extérieur  P,  les  triangles  FPM,  FPM',  sont  semblables,  et  FP  est 
la  moyenne  proportionnelle  des  rayons  vecteurs  FM,  FM',  des  deux  points 
de  contact. 

889.  Si  PM  et  PM'sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P,  démontrer  que  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  point  P 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  et  que  la  tangente  au  point  où  cette 
parallèle  rencontre  la  courbe  est  elle-même  parallèle  à  la  corde  MM'. 

890.  Si  l'on  rapporte  la  parabole  à  une  tangente  et  au  diamètre  mené 
par  son  point  de  contact  pris  Comme  axes  coordonnés,  le  carré  de  l'or- 
donnée d'un  point  de  la  courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  produit  du  rayon 
vecteur  de  l'extrémité  du  diamètre  par  l'abscisse  du  point  considéré. 

891.  Si  deux  cordes  de  la  parabole  se  coupent,  les  produits  de  leurs 
segments  sont  dans  le  rapport  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  des 
diamètres  qui  leur  sont  conjugués. 

892.  MN  étant  une  tangente  commune  à  la  parabole  et  au  cercle  décrit 
sur  la  corde  menée  perpendiculairement  à  l'axe  par  le  foyer  comme  dia- 
mètre, démontrer  que  les  droites  FM  et  FN  sont  également  inclinées  sur 
cette  corde. 

893.  La  tangente  en  un  point  de  la  parabole  rencontre  la  directrice  et 
la  corde  menée  par  le  foyer  perpendiculairement  à  l'axe,  en  des  points 
équidistantsdu  foyer. 

89i.  Si  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  parabole  passe  par  le  milieu  de 
la  sous-normale  qui  correspond  à  un  point  M',  l'ordonnée  du  point  M  est 
égale  à  la  normale  qui  correspond  au  point  M'. 
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895.  Si  d'un  point  pris  sur  une  tangente  à  la  parabole  on  mène  une 
autre  tangente  à  la  courbe,  l'angle  compris  entre  cette  tangente  et  la  droite 
menée  du  même  point  au  foyer  est  constant. 

896.  Construire  une  parabole  qui  touche  un  cercle  donné  en  un  point 
donné,  et  dont  l'axe  soit  tangent  au  même  cercle  en  un  autre  point 
donné. 

897.  Si  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  on  tire 
une  corde,  puis  qu'on  trace  une  autre  droite  parallèle  à  l'axe,  la  portion 
de  cette  droite  comprise  entre  la  tangente  et  la  corde  sera  divisée  par  son 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  dans  le  même  rapport  que  cette  droite 
elle-même  divise  la  corde. 

898.  Si  le  diamètre  de  la  parabole  menée  par  le  point  M  rencontre  la 
directrice  en  K  et  la  corde  menée  par  le  foyer  parallèlement  à  la  tan- 
gente MT  en  H,  on  a 

MK  =  MH. 

899.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'intersection  du  diamètre  mené  en  un 
point  de  la  parabole  avec  la  corde  tracée  par  le  foyer  parallèlement  à  la 
tangente  au  même  point? 

900.  AB  et  AG  étant  deux  droites  rectangulaires,  on.  mène  la  droite 
quelconque  AR  et  la  parallèle  fixe  CR  à  AB  ;  puis  on  prend  sur  AR  un 
point  M  tel,  que  son  ordonnée  MQ  par  rapport  à  AB  soit  égale  à  CR  ;  quel 
est  le  lieu  du  point  M? 

901.  On  considère  dans  un  cercle  un  diamètre  fixe  AOB  et  un  rayon 
quelconque  OC;  D  étant  le  milieu  de  la  corde  CE  menée  parallèlement 
au  diamètre  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
OC  et  AD. 

902.  Si  deux  tangentes  égales  à  la  parabole  sont  coupées  par  une  troi- 
sième, les  segments  déterminés  sur  ces  tangentes  sont  égaux,  mais  les 
segments  égaux  ne  sont  pas  placés  de  même  sur  les  deux  tangentes. 

903.  Le  cercle  déterminé  par  les  points  d'intersection  de  trois  tan- 
gentes à  la  parabole,  passe  par  le  foyer. 

904.  MFN  étant  une  corde  quelconque  menée  par  le  foyer  de  la  para- 
bole, si  l'on  trace  du  sommet  S  les  droites  SM  et  SN,  elles  rencontrent 
la  corde  focale  perpendiculaire  à  l'axe  en  deux  points  P  et  Q  dont  les 
distances  au  foyer  sont  égales  aux  ordonnées  des  points  N  et  M. 

905.  Si  d'un  point  0  pris  sur  l'axe  de  la  parabole  on  mène  une  corde, 
la  distance  SO  du  sommet  S  au  point  0  est  la  moyenne  proportionnelle 
des  abscisses  des  extrémités  de  la  corde. 

906.  Du  sommet  S,  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui  viennent 


LIVRE    VIII.    —    LES    COURnES    USUELLES.  44^- 

rencontrer  la  parabole  aux  points  M  et  M';  le  paramètre 2/;  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  abscisses  des  points  M  et  M'. 

907.  Q[io\  est  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  secteur  cir- 
culaire AOB,  dont  l'un  des  rayons  OA  est  fixe  et  dont  l'autre  OB  est 
mobile? 

908.  Sur  une  corde  de  la  parabole  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle 
qui  coupe  la  parabole  en  deux  autres  points;  si  l'on  joint  ces  points,  les 
deux  cordes  considérées  interceptent  sur  Taxe  de  la  courbe  une  longueur 
égale  au  paramètre  ip. 

909.  Deux  paraboles  égales  qui  ont  un  môme  foyer  et  leurs  axes  dirigés 
en  sens  contraires,  se  coupent  à  an^le  droit. 

910.  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  les  points  où  ses 
côtés  prolongés  viennent  rencontrer  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par 
les  sommets  opposés,  sont  en  li^^me  droite. 

9H.  Si  les  tangentes  PM,  PM',  à  la  parabole  sont  coupées  en  Q  et  en 
Q'  par  une  troisième  tangente,  on  a 

PQ  _  Q'W 
QM  ""  PQ'  ' 

912.  Si  l'on  tire  par  le  sommet  de  la  parabole  des  cordes  à  angle  droit 
l'une  sur  l'autre  et  qu'un  construise  sur  ces  cordes  un  rectangle,  quel  est 
le  lieu  de  son  quatrième  sommet? 

913.  Si  une  parabole  roule  sur  une  autre  parabole  égale,  les  sommets 
étant  d'abord  confondus,  le  foyer  de  chaque  courbe  trace  la  directrice  de 
l'autre. 

914.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'une  droite  et 
d'une  circonférence  données? 

915.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des 
distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est  constante? 

91G.  Des  extrémités  d'une  corde  focale  de  la  parabole  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  une  droite  quelconque  de  son  plan ,  la  somme  des 
rapports  de  chaque  ordonnée  au  rayon  vecteur  correspondant  est  con- 
stante. 

917.  Les  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  de  la  parabole 
sur  deux  tangentes ,  sont  proportionnels  aux  rayons  vecteurs  des  points 
de  contact. 

918.  Construire  une  parabole,  connaissant  :  1°  le  foyer  ou  la  directrice 
et  deux  points;  2°  le  foyer  ou  la  directrice,  un  point  et  une  tangente; 
3°  le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de  contact;  4"  Je 
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foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes;  5°  trois  tangentes,  parmi  les- 
quelles la  tangente  au  sommet  ;  6°  quatre  tangentes. 

§  IV,  V.  —  Ellipse,  considérée  comme  projection  orthogonale  du  cercle. 
—  Sections  planes  du  cône  de  révolution. 

919.  La  distance  du  centre  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  à  la  directrice 
est  représentée  par  —  • 

920.  La  demi-corde  focale  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  perpendiculaire 
au  grand  axe  ou  à  l'axe  transverse  de  la  courbe,  est  égale  à  — 

921.  Étant  donnée  une  tangente  à  l'ellipse  ou  l'hyperbole,  la  droite 
qui  joint  au  foyer  correspondant  son  point  de  rencontre  avec  une  direc- 
trice, est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact.  —  Les 
tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  focale  se  coupent  sur  la  directrice 
correspondante.  ^ 

922.  Si  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  l'hyperbole  du  centre  G  ren- 
contre en  T  le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  de  la  courbe,  MP  étant 
l'ordonnée  du  point  M  par  rapport  à  cet  axe,  on  a 

CT.CP  =  «^ 

923.  Dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole,  la  distance  d'un  foyer  au  pied  d'une 
normale  sur  le  grand  axe  ou  sur  l'axe  transverse  de  la  courbe  est  au  rayon 
vecteur  correspondant  du  point  de  contact,  dans  un  rapport  égal  à  l'ex- 
centricité de  la  courbe. 

924.  On  mène  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  et  la 
normale  au  même  point;  le  rapport  des  distances  du  pied  de  l'ordonnée 
au  pied  de   la  normale  sur  le  grand  axe  ou  sur  l'axe  transverse  et  au 

centre,  est  égal  a  —' 

925.  MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  dont 
le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  est  AA',  on  a 

MP'         1"" 


AP.A'P      n" 

926.  Si  une  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  rencontre  le 
petit  axe  ou  l'axe  non  transverse  en  U,  et  si  Q  est  la  projection  de  M  sur 
le  même  axe,  C  étant  le  centre  de  la  courbe,  on  a 

CU.CQ=:  b\ 
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0!27.  Si  deux  langontes  PM,  PM',  à  Tellipso  partent  d'un  mémo  point  P, 
le  centre  de  la  courbe  étant  C,  et  la  droite  CP  coupant  la  courbe  en  R  et 
la  corde  de  contact  MM'  en  H,  on  a 

cr'  =  ch.cp. 

928.  La  somme  ou  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  carrés  des  axes. 

929.  L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  couju- 
gués  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  est  constante  et  égale  à  celle  du  rec- 
tangle construit  sur  les  "axes. 

930.  Si  l'on  rapporte  une  ellipse  ou  une  hyperbole  à  deux  diamètres 
conjugués  DD'  et  EE',  de  longueurs  in'  et  ih' ,  pris  comme  axes  coor- 
donnés, MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe,  on  a 

MP'     _  h" 
DP.D'P""^/^' 

931.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  do  rellipsc  ou  de 
l'hyperbole,  et  que  la  perpendicuialre  EK  à  CD  rencontre  le  grand  axe 
ou  l'axe  transverse  de  la  courbe  en  G,  on  a 

EK.EG  =  /^'. 

932.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ollipso  ou  de 
l'hyperbole,  on  a 

FE.F'E=  Cd'. 

933.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole ,  les  pro- 
duits de  leurs  segments  sont  proportionnels  au  carré  des  diamètres  paral- 
lèles à  ces  cordes. 

934.  La  distance  du  centre  do  l'hyperbole  au  point  où  une  asymptote 
coupe  une  directrice  est  égale  au  demi-axe  Iransverse.—  La  perpendicu- 
laire abaissée  d'un  foyer  sur  une  asymptote  est  égale  au  demi-axe  non 
transverse.  —  Si  une  asymptote  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  en  H 
et  la  directrice  correspondante  en  I,  AI  est  parallèle  à  FIL 

935.  Soit  un  point  K  de  l'asymptote  d'une  hyperbole,  dont  l'ordonnée 
et  l'abscisse  par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  sont  KP  et  KU  ;  si  KP  coupe 
l'hyperbole  en  M  et  si  KR  coupe  l'hyperbole  conjuguée  en  N,  on  a 

KP^  —  MP  =  IP    et    KR^  —  NR^  =  (i\ 

De  plus,  la  droite  MN  est  parallèle  à  la  seconde  asymptote  de  l'hy- 
perbole. 
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936.  L'hyperbole  et  ses  asymptotes  interceptent  des  segments  égaux 
sur  une  sécante  quelconque. 

937.  Si  par  le  jioint  M  d'une  hyperbole  on  tire  une  sécante  quelconque 
qui  coupe  les  deux  asymptotes  en  P  et  P',  la  tangente  parallèle  à  cette 
sécante  et  limitée  aux  deux  asymptotes  étant  LQL',  on  a 

mp.mp'  =  ql'. 

938.  Deux  hyperboles  conjuguées  interceptent  sur  une  sécante  quel- 
conque des  longueurs  égales. 

939.  Si  l'on  rapporte  l'hyperbole  à  ses  asymptotes  comme  axes  coor- 
donnés, le  produit  des  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  est  constant 

et  égal  à  —  • 

940.  Si  une  tangente  LQL'  coupe  les  asymptotes  en  L  et  en  L',  l'aire 
du  triangle  CLL'  est  égale  à  ab. 

941.  Si  M  et  N  sont  les  points  de  rencontre  de  deux  hyperboles  con- 
juguées avec  l'ordonnée  et  l'abscisse  d'un  point  d'une  de  leurs  asymp- 
totes, les  tangentes  menées  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N  sont  respec- 
tivement parallèles  à  CN  et  à  CM. 

942.  Soit  un  point  M  de  l'hyperbole;  si  MP  est  l'ordonnée  de  ce  point 
par  rapport  au  diamètre  CD  (c'est-à-dire  la  parallèle  menée  par  M  à  la 
tangente  en  D)  et  si  la  tangente  en  M  coupe  CD  en  T,  on  a 

CP.CT=:Cd\ 

943.  Si  MT  est  une  tangente  à  l'ellipse  au  point  M,  rencontrant  le  grand 
axe  AA'  au  point  T,  et  si  la  perpendiculaire  élevée  en  T  au  grand  axe 
rencontre  en  Q  et  en  Q'ies  droites  MA  et  MA',  on  a 

QT  =  Q'T. 

944.  Soit  MFM'  une  corde  focale  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est 
AA';  si  l'on  prolonge  MA  et  M'A  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  Q  et 
Q'  avec  la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit. 

945.  Dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  des  deux  normales  menées 
aux  extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjugués,  est  constante  (on 
prend  pour  longueur  d'une  normale  la  distance  du  point  de  contact  au 
pied  de  la  normale  sur  le  grand  axe). 

946.  Soient  dans  l'ellipse  deux  demi-diamètres  conjugués  CD  et  CE; 
sur  la  normale  en  D,  on  prend  DP  égale  à  CE;  quel  est  le  lieu  du 
point  P? 
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947.  M  et  M'  sont  deux  points  de  Tellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'; 
AM'  et  A'M'  coupant  Tordonnée  MP  du  point  M  en  deux  points  Q  et  Q', 
on  a 

Mp'  =  PQ.PQ'. 

948.  Soient  dans  l'ellipse  la  normale  MG  et  la  perpendiculaire  GL 
abaissée  du  point  G  sur  le  rayon  vecteur  FM;  le  rapport  de  GL  à  l'or- 
donnée MP  du  point  M  est  égal  à  l'excentricité  de  la  courbe. 

919.  Si  l'ordonnée  MP  d'un  point  M  de  l'ellipse  rencontre  en  Q  la 
tangente  menée  à  l'extrémité  de  la  corde  focale  principale,  on  a 

QP  =  FM. 

950.  M  étant  un  point  fixe  d'une  ellipse  et  QQ'  une  corde  quelconque 
conjuguée  au  diamètre  CM,  le  cercle  QMQ'  rencontre  l'ellipse  proposée  en 
un  point  fixe. 

951.  M  étant  un  point  de  l'ellipse,  on  tire  la  corde  MM'  parallèle  au 
grand  axe,  et,  par  le  point  M',  on  mène  les  cordes  M'Q,  M'Q',  faisant  des 
angles  égaux  avec  le  grand  axe;  démontrer  que  la  droite  QQ'  est  paral- 
lèle à  la  tangente  en  M. 

952.  Quel  est  le  parallélogramme  d'aire  minimum  circonscrit  à  l'el- 
lipse? 

953.  Quand  la  somme  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  est- 
elle  minimum? 

954.  Si  du  point  M  de  l'ellipse  on  lire  des  droites  aux  extrémités 
d'un  diamètre  DD',  lesquelles  coupent  son  conjugué  EE'  aux  points  P  et 
P',  on  a 

cp.cp'  =  cd\ 

955.  Si  CD  et  CE  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse, 
on  a 

956.  Soient  CD  et  CE  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse 
dont  les  axes  sont  AA'  et  BB'  ;  traçons  les  droites  BD  et  BE,  ainsi  que  les 
droites  A'D  et  AE  qui  se  coupent  en  0:  démontrer  que  le  quadrilatère 
BDOE  est  un  parallélogramme,  et  chercher  dans  quel  cas  son  aire  est 
maximum. 

957.  Si  MFM',  NCN',  sont  deux  cordes  parallèles  menées  par  le  foyer 
et  par  le  centre  d'une  ellipse,  démontrer  qu'on  a 

FM.  FM'      b' 


GN.CN'       a' 

s 
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958.  Si  la  tangente  au  sommet  A  de  l'ellipse  est  coupée  par  deux  dia- 
mètres conjugués  en  T  et  en  U,  on  a 

AT.AU  =  ^-. 

959.  Si  les  tangentes  en  trois  points  P,  Q,  R,  de  l'ellipse  se  coupent 
deux  à  deux  aux  points  R',  Q'  et  P',  on  a 

PR'.QP'.RQ'-^PQ'.QR'.RP'. 

960.  Si  des  extrémités  des  axes  d'une  ellipse  on  tire  dans  une  direc- 
tion quelconque  quatre  droites  parallèles,  les  points  où  elles  rencontrent 
la  courbe  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

961.  Si  MFM'  est  une  corde  focale  de  l'ellipse  et  X  le  pied  de  la  direc- 
trice correspondante^,  les  droites  XM  et  XM'  sont  également  inclinées  sur 
les  axes  de  la  courbe. 

962.  PM  et  PM'  étant  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  un  même 
point  P,  et  la  corde  MM'  coupant  les  directrices  en  R  et  en  R',  on  a 

RM.R'M       PM" 


RM'.R'M'      ^r' 

963.  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  et 
CE  rencontrant  les  rayons  vecteurs  FD  et  F'D  en  H  et  en  H',  on  a 

FH=F'H' 

964.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  focales  d'une  ellipse? 

965.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  quels 
sont  les  lieux  décrits  par  les  centres  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits  au 
triangle  FMF'? 

966.  Si  du  foyer  F  de  l'ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
diamètres  conjugués  DD'  et  EE',  ces  perpendiculaires  prolongées  coupe- 
ront EE'  et  DD'  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F. 

967.  M  étant  un  point  de  l'ellipse  de  grand  axe  AA',  quel  est  le  lieu 
des  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  en  A'  aux 
droites  AM  et  A' M? 

968.  Si  MP  et  CP  sont  l'ordonnée  et  l'abscisse  du  point  M  d'un  cercle 
de  centre  C  rapportée  à  deux  diamètres  rectangulaires  comme  axes  coor- 
donnés, et  si  la  droite  PQ  prise  égale  à  MP  est  inclinée  sur  elle  d'un  angle 

.constant,  quel  est  le  lieu  du  point  Q? 

969.  Soient  un  triangle  PQR  et  une  ellipse  enveloppante  ayant  son 
centre  C  au  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle;  CP,  CQ,  CR, 
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prolongées,  rencontrent  l'ellipse  aux  points  P',  Q',  R'  :  démontrer  que  les 
tangentes  on  ces  points  forment  un  triangle  semblable  au  triangle  PQR  et 
d'une  aire  qiialrc  fois  plus  grande. 

970.  Si  deux  cordes  menées  par  les  extrémités  d'un  diamètre  de  l'el- 
lipse aboutissent  à  un  môme  point  de  la  courbe,  les  diamètres  parallèles 
à  ces  cordes  sont  conjugués. 

971.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  perpendiculaires 
abaissées  des  foyers  d'une  ellipse  sur  deux  diamètres  conjugués? 

972.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i"  ses 
directrices  et  un  point;  i"  ses  directrices  et  une  tangente  ;  3"  une  direc. 
trice,  deux  points  et  une  tangente;  4°  une  directrice,  un  sommet  et  une 
tangente;  5°  une  directrice,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une 
d'elles;  6°  une  directrice  et  trois  tangentes;  7°  un  foyer,  la  directrice 
correspondante  et  une  tangente;  8**  un  foyer  ou  une  directrice  et  trois 
points. 

973.  Soient  MF  l'ordonnée  d'un  point  de  l'hyperbole  dont  le  centre 
est  C  et  PQ  une  tangente  au  cercle  principal  ;  tirons  jusqu'à  l'axe  trans- 
verse MN  parallèle  à  CQ,  on  aura 

PN  =  h. 

974.  Soient  MP  l'ordonnée  d'un  point  M  de  l'ellipse  ou  de  l'hyper- 
bole, C  le  centre  de  la  courbe,  A  l'un  des  sommets  situés  sur  le  grand 
axe  ou  l'axe  transverse,  et  menons  PQ  parallèle  à  AM  jusqu'à  la  rencontre 
de  CM  :  démontrer  que  AQ  est  parallèle  à  la  tangente  en  M. 

975.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  quelconques  à  l'hyperbole,  les  droites 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles. 

976.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux 
entre  eux,  et  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
l'axe  transverse  est  égale  à  la  distance  du  centre  au  point  de  contact. 

977.  Si  l'on  tire  une  droite  par  un  sommet  de  l'hyperbole,  son  second 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  cette  droite  interceptée  par  les  parallèles  menées  de  l'autre  sommet 
de  l'hyperbole  à  ses  asymptotes. 

978.  Les  asymptotes  de  l'hyperbole  divisent  en  parties  égales  les 
droites  qui  unissent  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

979.  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'hvperbole 
on  a 

F'E  —  ED  =  ^  -  /;. 

980.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  cordes  focales  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  sont  égales,  s. 

Il-  "  29 
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981.  Le  rayon  du  cercle  qui  touche  une  hyperbole  et  ses  asymptotes 
est  égal  à  la  portion  de  la  corde  focale  principale  prolongée  comprise 
entre  la  courbe  et  ses  asymptotes. 

982.  MM'  étant  une  corde  de  l'hyperbole  et  CP  le  demi-diamètre  cor- 
respondant, si  l'on  tire  par  les  points  M,  P,  M',  des  parallèles  MH,  PK, 
M'ir,  à  l'une  des  asymptotes  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  en  H,  K,  H'^ 
on  aura 

ch.ch'  =  ck\ 

983.  Soient  un  cercle  de  diamètre  AA'  et  une  corde  PQ  perpendicu- 
laire à  AA';  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  AP 
et  A'Q. 

984.  Si  deux  hyperboles  équilatères  égales  sont  décrites  de  manière 
que  les  axes  de  l'une  soient  les  asymptotes  de  l'autre,  elles  se  coupent  à 
angle  droit. 

985.  Quel  est  le  lieu  des  points  qui  sont  au  tiers  des  arcs  de  tous  les 
segments  de  cercle  qu'on  peut  décrire  sur  une  droite  donnée? 

986.  Si  deux  tangentes  partant  d'un  môme  point  P  coupent  l'une  des 
asymptotes  de  Thyperbole  en  R  et  en  S,  l'autre  asymptote  en  r  et  en  -v, 
on  a 

PR.PS  =  P/-.P.v. 

987.  MM'  étant  la  double  ordonnée  d'une  ellipse  de  grand  axe  AA', 
quel  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AM  et  A'M'? 

988.  Si  la  tangente  au  point  M  d'une  hyperbole  équilatère  coupe  ses 
asymptotes  en  L  et  en  L',  et  si  MG  est  la  normale  en  M,  l'angle  LGL'  est 
droit. 

989.  Soit  la  corde  MM'  d'une  hyperbole  rencontrant  ses  asymptotes 

en  R  et  en  R',  et  la  tangente  RN  à  la  courbe;  si  les  parallèles  MH,  NK, 

M'H',  à  l'une  des  asymptotes  rencontrent  l'autre  asymptote  aux  points  H, 

K,  H',  on  a 

MH-^M'H'  =  2NK. 

990.  Si  par  les  points  M  et  M'  d'une  hyperbole  on  mène  des  droites 
parallèles  aux  asymptotes,  on  forme  un  parallélogramme  dont  MM'  est  une 
diagonale;  démontrer  que  l'autre  diagonale  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

991.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  qui  se  meut  en 
formant  avec  deux  axes  rectangulaires  un  triangle  d'aire  constante? 

992.  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  on  mène  des  parallèles  MD 
et  ME  à  chaque  asymptote,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre,  et  si  l'on 
construit  une  ellipse  ayant  CD  et  CE  pour  demi-diamètres  conjugués, 
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CM  coupant  lellipse  en  N,  les  tangentes  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N 
sont  parallèles. 

993.  On  fait  passer  un  cercle  par  un  point  quelconque  M  d'une  hy- 
perbole et  les  extrémités  A  et  A'  de  son  axe  transverse;  trouver  le  lieu 
du  point  0  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  co  cercle. 

99i.  On  donne  une  série  d'ellipses  tangentes  à  une  hyperbole  équila- 
tère  et  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant  ses  asymptotes  ;  démontrer  que 
le  produit  des  axes  de  ces  ellipses  est  constant. 

995.  Sur  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  comme  asymptotes 
on  construit  deux  hyperboles  conjuguées  l'une  à  l'autre;  démontrer  que 
si  l'une  de  ces  hyperboles  touche  l'ellipse,  il  en  est  de  même  de  l'autre, 
et  que  les  diamètres  tirés  aux  points  de  contact  sont  conjugués  aussi  bien 
dans  l'ellipse  que  dans  l'hyperbole. 

996.  Trouver  l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  obtenue  en  cou- 
pant un  cône  de  révolution  par  un  plan.  —  Cas  où  le  plan  sécant  est  pa- 
rallèle à  l'axe  du  cône. 

997.  Deux  cônes  de  révolution  qui  ont  môme  sommet,  môme  généra- 
trice et  leurs  axes  rectangulaires,  sont  coupés  par  deux  plans  menés  pa- 
rallèlement à  leurs  axes  d'un  môme  point  de  la  génératrice  commune,  sui- 
vant des  hyperboles  conjuguées. 

998.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  paraboliques 
d'un  cône  de  révolution  donné? 

999.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  elliptiques  de 
même  excentricité  dans  un  cône  de  révolution  donné? 

iOOO.  Quel  est  le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  de  toutes  les  sec- 
tions elliptiques  parallèles  d'un  cône  de  révolution  donné? 

1001 .  Dans  quel  cas  un  plan  peut-il  couper  un  cône  de  révolution  donné 
suivant  une  hyperbole  équilatère? 

1002.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  :  i"  un  foyer  ou  une  di- 
rectrice, la  longueur  de  l'axe  transverse  et  une  asymptote;  2**  un  foyer 
ou  une  directrice,  une  tangente  et  une  asymptote;  3°  deux  asymptotes  et 
un  point;  4°  trois  points  et  une  asymptote. 

4003.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  passent 
par  une  ellipse  ou  une  hyperbole  donnée  de  position  et  de  grandeur. 

§  VI.  —  Propriétés  fondamentales  de  Vhélice. 

1004.  Par  deux  points  d'une  surface  cylindrique,  on  peut  faire  passer 
une  infinité  d'hélices. 

1000.  Quel  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  d'une  surface 
cylindrique,  mesuré  sur  cette  sur^tce  elle-même? 

^9- 
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1006.  Deux  hélices  tracées  sur  un  cylinclre  de  révolution  se  coupent 
orthogonalement  ;  on  donne  le  rayon  du  cylindre  et  le  pas  de  l'une  des 
hélices,  trouver  le  pas  de  l'autre. 

iOOT.  Des  extrémités  A  et  A'  d'un  diamètre  de  la  section  droite  d'un 
cylindre  de  révolution,  partent  deux  hélices  orthogonales  dont  le  premier 
point  d'intersection  est  en  M  ;  trouver,  en  fonction  du  pas  h  de  la  pre- 
mière hélice  et  du  rayon  R  du  cylindre,  l'aire  mixtiligne  AMA'.  —  Quel 
doit  être  le  pas  //  pour  que  l'aire  AMA'  soit  maximum?  Le  rayon  du  cy- 
lindre étant  un  décimètre,  évaluer  à  un  millimètre  carré  près  cette  aire 
maximum. 

d008.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution, 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  Paxe  du  cylindre  en  restant  nor- 
male à  cet  axe;  quelle  est  la  section  de  la  surface  ainsi  engendrée  : 
1°  par  un  cylindre  concentrique  au  premier  ;  2°  par  un  cylindre  de  révo- 
lution dont  une  arête  est  l'axe  même  du  premier  cylindre. 

1009.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  , 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  faisant  un 
angle  constant  avec  cet  axe  ;  démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  tracée 
par  cette  droite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  inter- 
cepte une  longueur  constante  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  pied 
de  l'axe  dans  le  plan  considéré  au  rayon  vecteur  issu  du  même  point. 

§  VIL  —  Appendice. 

1010.  Démontrer  que  l'homographie  de  deux  divisions  peut  s'exprimer 
par  l'une  quelconque  des  formules 

am       .    a' m'  ain  n' m' 

hm         '  b'  ni  bni       ^'  h'  m' 

1011.  Deux  divisions  homographiques  étant  données,  on  peut  toujours 
prendre  à  partir  d'un  point  donné  de  la  première  deux  segments  qui  soient 
respectivement  égaux  à  leurs  homologues  de  la  seconde  ;  mais  l'un  avec 
le  même  signe,  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

1012.  Deux  droites  divisées  homographiquement  peuvent  toujours  être 
placées  l'une  sur  l'autre  de  manière  que  les  deux  divisions  soient  en  in- 
volution, 

1013.  Dans  deux  divisions  homographiques  de  même  base,  le  rapport 
des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  première  division  aux  deux 
points  doubles  est  proportionnel  au  rapport  des  dislances  du  point  homo- 
logues de  la  seconde  division  aux  deux  mêmes  points  doubles. 

1014.  Quand  deux  faisceaux  homographiques  concentriques  ont  leurs 
rayons  doubles  imaginaires,  on  peut  les  projeter  suivant  deux  faisceaux 
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dont  les  rayons  homologues  fassent  entre  eux  des  angles  égaux  et  de 
même  sens. 

1015.  Étant  donnés  dans  une  involution  deux  points  conjugués,  le  point 
central  et  le  milieu  de  deux  autres  points  conjugués,  on  demande  de  dé- 
terminer ces  derniers  points. 

1010.  Dans  deux  faisceaux  en  involution,  il  existe  toujours  deux  rayons 
homologues  également  inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'y  en  a  que 
deux. 

1017.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  non  concentri(iues, 
on  peut  les  couper  par  une  droite  suivant  deux  divisions  en  involution. 
Toutes  les  transversales  qui  remplissent  cette  condition  passent  par  un 
même  point. 

1018.  Dans  toute  proportion  harmonique  aba' b\  le  conjugué  harmo- 
nique du  milieu  de  bb'  par  rapport  à  a  et  a'  coïncide  avec  le  conjugué 
harmonique  de  (in'  par  rapport  à  ^  et  />';  et  ce  point  est  le  point  central 
de  l'involution  déterminée  par  les  deux  couples  («,  a')  et  [b,  b'). 

1019.  Lorsqu'un  point  décrit  une  hyperbole,  les  droites  qui  joignent 
ce  point  à  deux  points  fixes  interceptent  sur  une  asymptote  un  segment 
de  longueur  constante. 

10:20.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux 
droites  fixes  est  constant? 

1021.  Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  conique  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  concourent  en 
un  même  point. 

1022.  Le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une  droite 
fixe,  tandis  que  l'un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe.  Qu^'ll^  est  l'enve- 
loppe de  l'autre  côté? 

1023.  Démontrer  que  lorsque  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  co- 
nique, les  six  cotés  touchent  une  autre  conique. 

1024.  Deux  angles  de  grandeur  constante  tournent  autour  de  leurs 
sommets;  deux  de  leurs  côtés  se  coupent  sur  une  droite  fixe  :  (juel  est  le 
lieu  décrit  par  l'intersection  des  deux  autres  côtés.  —  Quel  est  le  théo- 
rème corrélatif? 

1025.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  que  ses  côtés  pi- 
votent autour  de  points  fixes,  et  que  ses  sommets  moins  un  glissent  sur 
des  droites  fixes;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  dernier  sommet?  —  Quel 
est  le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  deux  côtés  non  contigus  quelcon- 
ques? —  Quel  est  enfin  le  théorème  corrélatif? 

102().  Si  deux  cordes  d'une  conique  se  divisent  mutuellement  en  deux 
parties  égales,  ces  cordes  passent  par  le  centre. 
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i027.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  également  inclinées  sur  une 
asymptote. 

1028.  Étant  données  une  conique  et  deux  tangentes  parallèles,  les 
droites  menées  du  centre  aux  points  où  une  troisième  tangente  rencontre 
*les  deux  premières  sont  deux  diamètres  conjugués. 

1029.  Une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  deux  diamètres  conjugués 
d'une  conique,  la  coupe  sur  deux  autres  diamètres  conjugués. 

1030.  D'un  point  fixe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  chaque  dia- 
mètre d'une  conique,  et  l'on  prend  l'intersection  de  cette  perpendiculaire 
et  du  diamètre  conjugué  au  premier  diamètre;  quel  est  le  lieu  de  ce 
point  d'intersection?  —  Déduire  de  là  que,  par  un  point  donné,  on  peut 
en  général  mener  quatre  normales  à  une  conique. 

1031.  D'un  point  fixe,  on  abaisse  un& perpendiculaire  sur  chaque  tan- 
gente d'une  parabole,  et  l'on  prend  l'intersection  de  cette  perpendiculaire 
et  du  diamètre  correspondant  à  la  tangente;  quel  est  le- lieu  de  ce  point 
d'intersection?  —  Déduire  de  là  que,  par  un  point  donné,  on  peut  en 
général  mener  trois  normales  à  une  parabole. 

1032.  Si  une  droite  fixe  rencontre  une  série  de  coniques  ayant  même 
foyer  et  même  directrice,  les  tangentes  à  ces  coniques  aux  points  où  elles 
rencontrent  la  droite  fixe  enveloppent  une  conique  qui  a  même  foyer  que 
les  proposées,  et  qui  touche  à  la  fois  leur  directrice  commune  et  la  droite 
fixe. 

1033.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  ou  in- 
scrites à  un  quadrilatère  donné? 

103i,  Transformer  par  la  méthode  de  projection  les  théorèmes  sui- 
vants : 

1°  Dans  le  cercle,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
du  point  de  contact; 

2°  Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  à  un  système  de  co- 
niques confocales,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  joignent  ce 
point  aux  deux  foyers; 

3°  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  qui  touche  de  la  même  manière  deux 
cercles  donnés,  est  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  centres  des  deux 
cercles  donnés. 

1035.  Étant  donnés  cinq  points  d'une  hyperbole,  construire  ses  asymp- 
totes. 

1036.  Étant-données  cinq  tangentes  à  une  conique,  construire  les  deux 
tangentes  qui  passent  par  un  point  donné. 

1037.  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  et  trois  points. 
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1038.  Construire  une  conique,  connaissant  un  |)oint  et  les  directions 
de  deux  couples  de  diamètres  coujugués. 

1039.  Étant  données  deux  coniques  et  une  droite,  construire  une  troi- 
sième conique  tangente  à  la  droite  et  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

iOiO.  Construire  une  conique  homolhétiquc  à  une  conique  donnée,  et 
passant  par  trois  points  donnés  ou  tangente  à  trois  droites  données. 

1041.  Tout  plan  mené  par  deux  arêtes  d'un  cône  du  second  ordre  coupe 
les  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  font  respectivement  avec 
ces  deux  arêtes  deux  angles  égaux.  —  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 

10i2.  Deux  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre  suivant  deux 
arêtes  quelconques  coupent  les  deux  plans  cycliques  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d'un  même  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes  de  contact.  —  Théorème  cor- 
rélatif. 

1043.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  chaque  plan  tangent  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  telles,  que  le  produit' des  tan- 
gentes des  demi-angles  qu'elles  font  avec  l'intersection  des  deux  plans 
cycliques  est  constant.  —  Théorème  corrélatif. 

1044.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  le  produit  des  sinus  des  angles 
que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constant.  —  Théo- 
rème corrélatif. 

1045.  Les  projections  orthogonales  des  deux  focales  d'un  cône  du  se- 
cond ordre  sur  les  plans  tangents  au  cône,  forment  un  nouveau  cône  du 
second  ordre  ayant  un  double  contact  avec  le  premier  et  dont  les  plans 
cycliques  sont  normaux  aux  focales  du  premier.  —  Théorème  corrélatif. 

1046.  Quand  deux  cônes  du  second  ordre  ont  même  sommet  et  mêmes 
plans  cycliques,  si  on  leur  mène  un  plan  tangent  commun,  les  deux 
arêtes  de  contact  sont  rectangulaires.  —  Théorème  corrélatif. 

1047.  Autour  de  deux  points  fixes  pris  sur  une  sphère,  on  fait  tourner 
les  côtés  d'un  angle  sphérique  de  grandeur  variable  et  tel ,  que  le  seg- 
ment intercepté  entre  ses  côtés  sur  un  arc  de  grand  cercle  donné,  ait 
une  longueur  constante;  quel  est  le  lieu  du  sommet  de  cet  angle? 

1048.  On  donne  sur  une  sphère  deux  arcs  fixes,  et  l'on  demande  le  lieu 
des  points  de  cette  splière  dont  le  produit  des  distances  à  ces  deux  arcs 
est  constant. 

1049.  Quelle  est  la  courbe  sphérique  dont  chaque  point  est  équidistant 
d'un  point  de  la  sphère  et  d'un  arc  de  grand  cercle  de  celte  sphère? 
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QUESTIONS   DIVERSES   DE    GEOMETRIE   DANS   L  ESPACE. 

J050.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  côté 
et  le  cercle  circonscrit. 

i051.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  sa  base 
et  sa  hauteur. 

1052.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  fixes  suivant 
leurs  grands  cercles,  passe  par  deux  points  fixes. 

1053.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  fixes  sous 
des  angles  constants,  est  constamment  tangente  à  deux  sphères  fixes. 

i054.  Si  une  sphère  variable  coupe  trois  sphères  fixes  sous  des  angles 
égaux,  mais  indéterminés,  son  centre  ne  sort  pas  d'un  certain  plan. 

1055.  Si  une  sphère  variable  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  égaux,  mais  variables  simultanément,  son  centre  décrit  une  droite. 

1056.  Mener  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  suivant  leurs 
grands  cercles. 

1057.  Mener  une  sphère  qui^  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  donjiés. 

1058.  Mener  une  sphère  qui  en  coupe  cinq  autres  sous  des  angles 
égaux, 

1059.  En  joignant  un  point  de  l'espace  aux  sommets  d'un  tétraèdre , 
on  obtient  une  figure  dont  les  plans  des  faces  opposées  se  coupent  deux 
à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un  même  plan  ;  la  diagonale 
issue  d'un  sommet  divisée  par  la  longueur  de  son  prolongement  jusqu'à 
ce  plan,  est  égale  à  la  somme  des  trois  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  divi- 
sés respectivement  par  les  longueurs  de  leurs  prolongements  jusqu'au 
même  plan. 

iOCO.  Une  série  d'ellipses  ont  leurs  diamètres  conjugués  égaux  de 
même  longueur  ;  l'un  de  ces  diamètres  est  fixe  et  commun  à  toutes  les 
ellipses,  l'autre  varie  quand  on  passe  d'une  ellipse  à  la  suivante.  Si  l'on 
prend  un  point  fixe  sur  le  diamètre  fixe  prolongé  et  si  l'on  mène  de  ce 
point  des  tangentes  aux  ellipses  considérées,  quel  est  le  lieu  des  points 
de  contact  de  toutes  ces  tangentes? 

1061.  Si  l'on  décrit  une  ellipse  sur  le  grand  côté  d'un  rectangle 
comme  grand  axe,  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  d'intersection  des 
diagonales,  et  si  l'on  joint  un  point  de  l'ellipse  extérieur  à  ce  rectangle 


LIVRE    Mil.   —    LES    COURBES    USUELLES.  4^7» 

aux  extrémités  du  côté  opposé  au  grand  axe,  les  droites  ainsi  déter- 
minées divisent  le  grand  axe  en  segments  qui  sont  en  progression  géo- 
métrique. # 

106:2.  Le  produit  des  segments  déterminés  par  son  point  de  contact 
sur  une  tangente  à  l'ellipse  limitée  à  ses  points  de  rencontre  avec  les 
axes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 

1063.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  deux  tangentes  communes? 

106i.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  cordes  d'une  ellipse  qui 
vont  converger  en  un  point  fixe? 

1065.  Si  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  sont  en  même  temps 
les  asymptotes  d'une  hyperbole,  les  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  sont  sur  une  ellipse  semblable  à  la 
proposée. 

1066.  La  base  AB  du  triangle  ABC  reste  fixe,  tandis  que  le  sommet  C 
décrit  la  moitié  d'une  hyperbole  équilalère  passant  par  les  points  A  et  B; 
P  et  Q  étant  les  points  où  AG  et  BC  rencontrent  le  cercle  décrit  sur  AB 
comme  diamètre,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  AQ  et  de  BP. 

1067.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  qui  passent  par  deux  points  donnés? 

1068.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  pas- 
sent par  trois  points  donnés? 

10()9.  Si  l'on  joint  aux  deux  foyers  de  l'hyperbole  les  points  de  ren- 
contre d'une  tangente  à  la  courbe  avec  les  asymptotes,  on  obtient  un 
quadrilatère  inscriptible. 

1070.  Si  Ton  prend  sur  la  corde  focale  principale  d'une  parabole  deux 
points  également  distants  du  foyer,  le  trapèze  formé  en  abaissant  de  ces 
points  des  perpendiculaires  sur  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  a  une 
aire  constante. 

1071.  Les  produits  des  distances  du  foyer  d'une  parabole  aux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  la  courbe,  sont  égaux. 

1072.  Étant  données  deux  tangentes  à  la  parabole,  si  on  leur  mène  des 
parallèles  par  un  point  quelconque  de  leur  corde  de  contact,  la  diagonale 
du  parallélogramme  ainsi  formé,  qui  est  opposée  au  point  choisi  sur  la 
corde  de  contact,  est  tangente  à  la  courbe. 

1073.  En  un  point  P  de  la  parabole,  la  corde  du  cercle  de  courbure, 
(jui  est  menée  parallèlement  à  l'axe  de  la  courbe,  est  égale  à  quatre  fois 
le  rayon  vecteur  du  point  P. 
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•  1074.  La  corde  PH  du  cercle  de  courbure  au  point  P  de  l'ellipse  ou  de 
l'hyperbole,  qui  est  menée  par  le  centre  C  de  la  courbe,  satisfait  à  la  rela- 

lion  PH.CP  =  2CD  ,  CD  étant  le  conjugué  du  diamètre  GP. 

1075.  Étant  donnés  deux  triangles,  projeter  le  premier  sur  un  plan 
de  telle  sorte  que  sa  projection  soit  semblable  au  second  triangle. 

1076.  Couper  un  cône  de  révolution  donné  suivant  une  ellipse  d'excen- 
tricité donnée. 

1077.  Deux  cônes  de  révolution  qui  se  coupent  ont  même  axe,  et  l'angle 
au  sommet  du  cône  intérieur  est  de  6o  degrés;  démontrer  que  le  sommet 
de  ce  cône  est  un  foyer  commun  de  toutes  les  sections  déterminées  sur 
le  cône  extérieur  par  les  plans  tangents  au  cône  intérieur. 

1078.  La  perspective  d'un  cercle  sur  un  plan  quelconque  est  une  sec- 
tion conique. 

1079.  On  appelle  homocycliqaes  deux  cônes  qui  ont  même  sommet  et 
mêmes  plans  cycliques.  Démontrer  que,  lorsqu'un  plan  mené  par  le  som- 
met commun  de  deux  cônes  homocycliques  coupe  ces  cônes  suivant  quatre 
arêtes,  les  deux  arêtes  de  l'un  font  respectivement  deux  angles  égaux 
avec  les  deux  arêtes  de  l'autre.  —  Qu'arrive- 1- il  en  particulier  lorsque 
le  plan  considéré  coupe  l'un  des  cônes  et  touche  l'autre? 

1080.  Quand  un  plan  touche  deux  cônes  homocycliques,  les  deux  arêtes 
de  conctact  sont  rectangulaires. 

1081.  SA  et  SB  étant  deux  arêtes  rectangulaires  prises  sur  deux  cônes 
homocycliques,  le  plan  ASB  coupe  les  deux  cônes  suivant  deux  autres 
arêtes  SA'  et  SB'  qui  sont  encore  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  les 
quatre  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  tangents  au  premier 
cône  suivant  SA  et  SA',  et  les  plans  tangents  au  second  cône  suivant  SB 
et  SB',  appartiennent  à  un  troisième  cône  homocyclique  avec  les  deux 
premiers  ;  ce  troisième  cône  reste  le  même,  quelles  que  soient  les  deux 
arêtes  rectangulaires  primitives  SA  et  «SB. 

i082.  Quand  deux  cônes  sont  homocycliques,  deux  plans  tangents  au 
premier  cône  coupent  l'autre  cône  suivant  quatre  arêtes  appartenant  à 
un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  normal  aux  arêtes  de  contact  des 
deux  plans  tangents. 

1083.  Étant  donnés  un  cône  à  base  circulaire  et  deux  plans  fixes  tan- 
gents à  ce  cône,  si  un  autre  plan  tangent  roule  sur  le  cône,  ses  intersec- 
tions avec  les  deux  plans  fixes  sont  telles,  que  les  plans  menés  par  cha- 
cune d'elles  et  une  ligne  focale  font  un  angle  constant. 

1084.  L'angle  de  deux  plans  tangents  quelconques  à  un  cône  à  base 
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circulaire,  et  l'angle  des  deux  plans  déterminés  par  leur  intersection  et 
par  chacune  des  lignes  .focales,  ont  le  même  plan  bissecteur. 

1085.  Démontrer  que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par 
les  deux  côtés  d'un  angle  a  et  par  les  deux  droites  qui  joignent  son  sommet 

aux  deux  points  circulaires  à  l'infini,  est  égal  à  e'^''  '"^v-i 

108G.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  que  ses  sommets, 
moins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes,  tous  ses  côtés  étant  vus  d'autant 
de  points  fixes  sous  des  angles  donnés  ;  trouver  le  lieu  du  dernier  sommet. 
—  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 

1087.  Sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet,  on  prend 
trois  couples  de  points  qui  divisent  harmoniquement  ces  trois  droites; 
démontrer  que  les  six  points  considérés  sont  sur  une  conique.  —  Quel  est 
le  théorème  corrélatif? 

1088.  On  donne  une  conique  et  un  triangle  situé  dans  son  plan;  dé- 
montrer :  1°  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
pôles  des  côtés  opposés  par  rapport  à  la  conique  concourent  en  un  même 
point;  2° que  les  côtés  rencontrent  les  polaires  des  sommets  opposés  en 
trois  points  en  ligne  droite. 

1089.  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  sécante  qui  ren- 
contre une  conique  aux  points  ri  et  «',  la  somme  ajgébrique  des  inverses 
des  distances  des  points  a  et  a'  à  la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 

1090.  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  points,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 

1091 .  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 

1092.  Projeter  une  conique  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

1093.  La  polaire  réciproque  d'une  parabole  par  rapport  à  un  point  de 
la  directrice,  est  une  hyperbole  équilatère. 

1094.  Les  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  se  coupent 
sur  la  directrice. 

1095.  Les  hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
se  coupent  sur  la  courbe. 

1096.  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés  passent 
par  autant  de  points  fixes. 

1097.  Construire  une  conique  tangente  à  trois  droites  et  ayant  un 
double  contact  avec  une  conique  donnée. 
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1098.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  issues  d'un 
point  fixe.  —  Généraliser  par  projection. 

1099.  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  rai- 
lieux  sur  une  droite  donnée.  —  Généraliser  par  projection. 

1 100.  Étant  donnée  une  série  de  coniques  circonscrites  à  un  même  qua- 
drilatère, démontrer  :  i°  que  les  polaires  d'un  point  quelconque  p  par 
rapport  à  ces  coniques  passent  toutes  par  un  même  point  </;  2°  que  si  p 
décrit  une  droite  L,  cj  décrit  une  conique  ;  3°  que  cette  conique  est  le 
lieu  des  pôles  delà  droite  L  par  rapport  aux  proposées,  et  qu'elle  passe 
par  le  point  de  rencontre  des  diagonales  et  par  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  du  quadrilatère.  —  Examiner  le  cas  où  la  droite  L  est  à 
l'infini.  —  Énoncer  et  démontrer  directement  les  théorèmes  corrélatifs. 

1101.  Si,  sur  les  rayons  menés  d'une  origine  fixe  0  aux  divers  points 
d'un  plan  P,  on  porte  des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  inverses 
de  ces  rayons,  les  plans  conduits  perpendiculairement  à  ces  droites  par 
leurs  extrémités  passeront  tous  par  un  même  point/?.  Lorsque,  l'origine  0 
restant  fixe,  le  plan  P  se  déplace  en  passant  sans  cesse  par  un  même 
point,  le  point  p  ne  sort  pas  d'un  certain  plan. 

1102.  Une  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes  prises  à  volonté  dans 
l'espace.  —  Quel  est  le  lieu  décrit  par  la  trace  de  cette  droite  sur  un 
plan  fixe  quelconque? 

1103.  Étant  donnés  trois  points  ou  trois  arcs  tangents  et  un  arc  cy- 
clique d'une  conique  spliérique,  déterminer  le  pôle  de  cet  arc. 

llOi.  Étant  donnés  trois  points  et  un  arc  cyclique  d'un  conique  sphé- 
rique,  déterminer  le  second  arc  cyclique  de  cette  courbe. 

llOo.  Étant  donnés  trois  arcs  tangents  et  un  foyer  d'une  conique  sphé- 
rique,  déterminer  le  second  foyer  de  cette  courbe 

1106.  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  conique  par  rapport  à  une 
sphère?  —  Examiner  le  cas  particulier  où  la  conique  est  un  cercle.  —  (On 
nomme  surface  polaire  d'une  ligne  l'enveloppe  des  plans  polaires  de  ses 
divers  points.  ) 

1107.  Si  deux  cônes  du  second  ordre  ont  une  ligne  focale  commune, 
ils  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

H08.  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  sphère  par  rapport  à  une 
sphère? 

H09.  Une  conique  tourne  autour  de  son  axe  focal.  Quelle  est  la  section 
de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  par  un  plan  passant  par  un 
foyer  de  la  conique  donnée? 
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illO.  Quelle  est  la  projection  d'une  section  plane  d'une  surface  de 
révolution  du  second  ordre,  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur mené  d'un  foyer  de  la  surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe 
par  le  centre  de  la  section? 

iili.  Circonscrire  un  tétraèdre-  à  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre,  dont  un  foyer  est  donné. 

H12.  Deux  surfaces  de  révolution  du  second  ordn;,  qui  ont  un  foyer 
commun,  se  coupent  suivant  deux  courbes  i)lanes  ;  les  plans  de  ces 
courbes  et  les  deux  plans  directeurs  forment  un  faisceau  harmonique. 

1H3.  D'un  point  de  l'espace  on  peut  généralement  mener  six  normales 
à  une  surface  du  second  ordre;  ces  six  droites  sont  sur  un  cône  du  se- 
cond degré,  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  contient  les  trois  axes 
principaux  du  cône  circonscrit  à  la  surface,  qui  a  pour  sommet  le  point 
donné. 
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NOTE  I. 

suu  l'incommensurabilité  du  nombre  tt  et  de  son  carré. 


i.  Déi'cluppcnicnt  de  tangx  en  fraction  continue. 
Les  formules  bien  connues 


cosj:  = 


sinx  = 


1.2  1.2.3.4  I.2.3...2/i 


1.2.3  1.2.3.4.5  ■"~I.2.3...(2«-f-lj 

montrent  que,  si  l'on  pose 

r,  .  I      «  I  à^ 

f[n,  u)  =  i-\ '-^—. r h... 

a     I        //.    //  -h  1       1 . 2 


«(m -f- 1). .  .(m  H- «  — l)     I.2.3.../2       **' 
on  a 

cos.r  =  /(«,  m),     sin  j7=  x/(«,  m-i- i)     et     [dJigx  —  x^~~ — --^ 

pour  w  —  -  et  rt  —  — ;  x"^. 
'  1  4 

Or,  (le  l'identité 

f[a.  u)  —fin,  w-h  i)  =  — ^ :f{n,  u  +  2), 

on  déduit 


(j^  -h  !)/(«,  /AH- I) 
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puis,  en  remplaçant  successivement  u  par  «-+-1,  w  -h  2,. . ., 


(w  -h  i)f{a,  u  -h  1) 


af{a,  u  -h  3) 


{U-+-  i)f{a,  u  +  i)  af{a,u-h^) 


?  •  • 


donc 


uf{a,u)     ~ 


ll-i-  2-h 


K-h3 


u  -h  4  +  • 


et,  par  suite,  pour  a  =  -  ci  a  —  —  -x"^ 


(i)  tang.r  = 


5  — 


7 P 

9-  il- 


2.   Théorème  sur  les  fractions  continues. 
Soit  la  fraction  continue  illimitée 


/-/a/î.v  laquelle  a,b^^  h.,^  h.,.,  h^^...  sont  des  nombres  entiers  et  positifs  tels, 
que  les  termes  de  la  suite  b^b.J)^h^:: .  .  restent,  au  delà  d'un  certain 
rang  ^,  tous  supérieurs  à  a]  la  valeur  totale  de  cette  fraction  continue  F 
seî'a  nécessairement  un  nombre  iîicommensurable . 
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Nous  décomposerons  la  démonstration  en  trois  parties  : 
I**   La  valeur  de  hi  fraction  continue  illimitée  ^ 


'•  '  a 


1  " 


est  moindre  fjue  l'unité.  —  En  eflet,  a  étant  i)ar  hypothèse  au  plus  égal 
à  hf,^^—  I,  quel  que  soit  l'entier  a,  est  moindre  que  ^A+p,— s,  '-  étant 
un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  i.  D'après  cela,  a  est  moimire 


<iue  ^,,,  —  7 —  et  l'on  a 


a 

•i 

K.. 

— 

a 

tité 

a 

b.^- 

a 

Par  la  môme  raison,  la  quantité ■ est  inférieure  à  i  ;  par  suite. 

a  est  moindre  que  h^.  ,  diminué  de  cette  quantité,  et  l'on  a 


<  1 


K.. 


K-y- 
"k+i 


et  ainsi  de  suite. 

2°  La  valeur  de  la  fraction  continue  G  est  incommensurable.  —   Va\ 
effet,  si  G  était  égale  à  une  fraction  à  termes  entiers  —i  en  posant 


Pi 

a 

P< 

p^ 

K 

a 

P. 

/'... 

a 

p,_      a 

P,      K^i  - 

K. 


*.., 


on  aurait 


IL  3o 
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OU 

r-i  =  i\  fh,-i  r-  <n\  >    p.,  -  p,  ^^/^ .  -  'n\  ^   /a  =  p,  ^k^,  -  ^^p^  >  •  •  • . 

d'où  l'on  voit  que  p.^ ,  P^,  p,-,-  •  •  seraient  entiers  comme  />>„  et  /?,  ;  mais 
fl'apres  le  raisonnement  fait  dans  l'alinéa  qui  précède,  toutes  les  fractions 

*   Po'      P^'      P2        P.' 

ont  des  valeurs  moindres  que  l'unité.  Donc  les  nombres  ^v^f/Vv.v  p^^  />,,  /a,, 
//, .  p,,...^  formeraient  une  suite  iudé finie  et  décroissante,  ce  qui  est 
absurde. 

3**  La  valeur  de  la  fraction  proposée  F  est  incommensurable.  —  En  effet, 
on  a 

F  = "— 

b. "i 


l, "- 


1  " 


I  ^ 


Or,  puisque  les  nombres  a,  ^, ,  /a,,  b.^^. . .  sont  entiers  et  que  G  est  in- 
commensurable, 7 ,,  est  aussi  incommensurable;  par  suite,  il  en  est 

/;,  — G 

de  même  de 5  et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu'à  W 

h - 

3.  Le  nombre  tt  est  incommensurable. 

En  effet,  pour  jc=  --,  le  premier  membre  de  la  relation  (1)  se  réduit  à 
l'unité;  si  donc  -  pouvait  être  représenté  par  une  fraction  à  termes 
entiers  7^,  on  devrait  avoir 


d'où    [i  —  a  = 


(5 ^ ,  3  S ^- 5 

3f^ ,  5S 

56 


a 


or,  cette  égalité  est  absurde,  puisque /îe  premier  membre  est  entier  et 
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([uo  la  fraction  continua  du  second  moriibrc,  clarU  (!(•  la  forme  considérée 
au  n"  !2,  ne  saurait  représenter  un  noml)re  conunensurable. 

4.  Le  ainr  du  nombre  tz  est  inconimcnsunihlc. 
En  effet,  pour  .v      rr,  la  relation  (i)  devient 


7 -, 


doù 


3^ 


7  — 


n' 

"-.1^. 


donc,  si  tt'  pouvait  Atre  représenté  par  une  fraction  à  termes  entiers  - 
on  devrait  avoir 


ïlî' 

t' 

»7    . 

7" 

7 

9*'- 

7" 

II 

7' 

or,  cetl(î  fraction  continue,  étant  encore  d(»  la  forme  considérée  au  n"  ^, 
a  une  valeur  incommensurable  :  elle  ne  peut  donc  pas  être  égale  à  3. 

Celte  Note  ne  diffère  que  par  la  rédaction  et  par  (juelques  modilicalions 
[)artielles  de  la  Note  IV  de  l'ancienne  (Icomctrir  d(»  Lcendre. 
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SUR    L  APPLICATION    DES    DÉTERMINANTS    A    LA    GÉOMÉTRIE. 


1.  yJirc  du  triangle  en  fonction  :  i"  des  coordonnées  des  sommets; 
■2"  des  longueurs  des  côtés. 

Soient  :  0.r  et  Oj  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  situés  dans 
le  plan  du  triangle  A,  k^k.^\  .r,  et  jp  x^  et  y^^  jr.  et  j.,  les  coordonnées 
respectives  des  sommets  A,,  A2,  A3;  et  r/,.^,  r/^^,  r/;,,,  les  carrés  des  lon- 
gueurs des  côtés  A,A2,  A2A3,  A,;A,.  L'aire  S  du  triangle   est  l'excès 

Fig.  579. 


(,//"^.  579)  du  trapèze  A,  A.,  A3  A',  sur  la  somme  des  trapèzes  A,  A,  Aj  A', 
et  A2  A3  A3  AV-  On  a  donc 


(') 


•2  S 


I 

.r, 

Ji 

1 

.r, 

y-x 

ï 

.r, 

j\ 

On  peut  mettre  ce  déterminant  sous  les  deux  formes  suivantes 


•2  S, 


aS  =  - 


100       0 

G      I      .r,     /, 

o      I     .r,,    j>-, 

en  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve  alors,  d'après  la  règle  dt 


0100 

I  o  ./•,  j>-, 
I  o  .r,  j, 
I      0     .r,    73 
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multiplication  des  déterminants, 


4S'  = 


0 

ï 

I 

■r]  -+-/Î 

I 

•^t'^\-^X^r, 

I 

-^.•^:,-+-j.r. 

.ri -h  fi 


Multiplions  les  trois  dernières  horizontales  par  —2,  puis  divisons  la 
première  verticale  par  —2;  le  déterminant  sera  multiplié  par  4.  Cehi 
fait,  aux  trois  dernières  horizontales  ajoutons  la  première  successivement 
multipliée  par  x]-^xl  ^l-^xh  -^'a+jL  et  de  même,  aux  trois  der- 
nières verticales,  ajoutons  la  première  successivement  multipliée  par  les 
mêmes  facteurs;  le  déterminant  ne  sera  pas  altéré  par  ces  dernières  trans- 
formations, et  si  Ion  se  rappelle  la  formule  bien  connue 


on  aura  finalement 

{1)  i6S'  =  - 


i 
0 


G 


±.  f'olumr  de  la  pyramide  triangulaire  en  fonction  :  1°  des  coordon- 
nées des  sommets;  2"  des  longueurs  des  arêtes. 

Soient  :  .^r,  oy,  oz,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  (  J",,  J,,  z,), 
(^„  r,,  z,),  (.r3,  j,,  S3),  [x,,  j„  zj,  les  coordonnées  des  sommets  A„  A,, 
A3,  A, ;  r/,.,,  r/,3,  r/,„  r/^3,  r/.,„  <,  les  carrés  des  longueurs  des  six  arêtes. 

^Le  marche  est  absolument  pareille  à  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
le  triangle.  En  projetant  les  sommets  sur  le  plan  xoy,  on  verra  que  le 
volume  du  tétraèdre  est  la  somme  algébrique  de  troncs  de  prismes  trian- 
gulaires dont  les  bases  ou  sections  droites  s'évalueront  à  l'aide  de  la  for- 
mule (i),  et  l'on  obtiendra  pour  le  volume  V  du  tétraèdre 


(3) 


6V 


I     .x\    y^    z, 

I         -^3       )\        ^3 


puis,  en  opérant  sur  ce  déterminant  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  dé- 
terminant (i),  et  observant  que 

d,,=  {x,-x,Y^{y-y,Y-^[z-z,)\ 
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on  trouvera 


(4 


2  88V^ 
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I 

, 

1 

I        O 

''„ 

< 

< 

1        Cl,, 

O 

'l-.. 

< 

I      ^(u 

>'.. 

O 

''„ 

I      fh, 

d„ 

<. 

o 

En  égalant  à  zéro  les  déterminants  [i)  et  (4),  on  obtient  évidemment 
les  conditions  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite  ou  pour  que 
quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Les  formules  [i)  et  (  4 ) ,  abstrac- 
tion faite  de  la  notation  des  déterminants,  ont  été  données  par  Euler,  dans 
les  Mémoires  de  Pétershourg. 

3.  Relation  entre  les  distances  mutuelles:  i°  de  quatj-e  points  situés 
sur  un  même  cercle  ;  ^"  de  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

Soient:  (x,,  j,),  (.r^^jj,  (.^3^/3).  (•^4»rJ>  ^es  coordonnées  rectangu- 
laires des  quatre  points  A,,  A^ ,  A3 ,  A^ ;  et  d,, ,  r/,3 , . . . ,  d^^,. . .  les  carrés 
de  leurs  distances  mutuelles.  Ces  points  étant  sur  un  même  cercle,  en 
aura,  d'après  la  Géométrie  analytique, 


x] 

+j; 

-+-  «  -4- 

bx. 

-h  c/, 

-■= 

0 

xl 

+xl 

-+-  «  -h 

bx. 

-+-  rj-. 

== 

0 

xl 

+  Xl 

-{-  a  -\- 

bx. 

-^^^3 

^ 

0 

xl 

+yi 

+  <7  -h 

bx, 

-^^J^ 

= 

0 

Par  suite,  le  déterminant 


x]-r-y] 

I 

x, 

J. 

xl-^jl 

I 

X, 

y. 

•^3  +  ri 

I 

x^ 

J3 

-A-^rl 

I 

X. 

.n 

qui  résulte  de   l'élimination  des  constantes  «,  b,  c,  est  nul,  et  il  en  est 
évidemment  de  même  du  déterminant 


1     x',-^ji 

-IX, 

-^r, 

i     x\-^j\ 

-ix.^ 

—  2  J2 

I     xl-^yl 

^-^3 

-^Ja 

\     x\-v-y\ 

—  'IX^ 

-aj4 

Or,  il  suffit  de  multiplier  ces  deux  derniers  déterminants  par  la  règle 
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connue  et  d'égaler  le  résultat  à  zéro  pour  avoir  la  relation  cherchée  : 


(5: 


Un  calcul  tout  à  fait  analoiîue  donne 


(6: 


<i. 


G 


pour  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

La  relation  (5)  revient  au  fond  au  théorème  de  Ptolérnée  (240);  la 
relation  (6)  a  été  donnée  sous  une  autre  forme  par  Feuerbach.  —  Nous 
avons  suivi  la  marche  indiquée  par  M.  Cayley  dans  le  tome  II  du  Journal 
(le  Cambridge . 

\.  Relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  poinis  situes  d'une 
manière  ffuelconque  dans  r espace. 

Cette  relation,  indiquée  d'abord  sous  une  forme  trop  concise  par  Lagrange, 
puis  reprise  et  développée  par  Carnot,  a  été  enfin  présentée  sous  une  form« 
lumineuse  et  mnémonique  par  M.  Cayley  à  l'aide  des  déterminants. 

Pour  l'obtenir,  il  suffit  d'imiter  la  marche  précédente,  c'est-à-dire  d'é- 
galer à  zéro  le  produit  des  deux  déterminants 

1  o  I  o    G    o  o 

I   x'\  -4- r;  -f-  z\  x^  jr,   ;;,  g 


I           o        o 

t) 

G 

G 

•*";-*-jï-+--ï  •  — ^-^'i 

— '^.'■. 

-23, 

G 

qui  sont  évidemment  nuls  Tun  et  l'autre,  puisqu'ils  renferment  une  verti- 
cale à  éléments  nuls.  En  désignant  par  d^.,  ,d^^,...  les  carrés  des  distances 
mutuelles,  on  trouve 


(7) 


1 

I 

I 

I 

G 

r/,^ 

< 

< 

'4, 

G 

< 

<, 

'/., 

''„ 

G 

^L 

'/., 

<, 

<'>, 

o 

<, 

''., 

4. 

'4 

rf.. 
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5.  Rayons  des  sphères  tangentes  à  quatre  autres. 

Supposons  que,  des  cinq  points  A,,  A^,  A3,  A^,  A^,  que  nous  venons  de 
considérer,  les  quatre  premiers  soient  les  centres  de  quatre  sphères  fixes 
dont  les  rayons  r,,  /'^,  7-3,  z-^,  sont  donnés;  désignons  par  p  le  rayon  in- 
connu et  par  A^  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux  quatre  autres.  En 
posant,  dans  la  relation  (7), 

^^,.=  (^.+  Pr,     d,,^{r,+  ,]\     d,,=  {r.^-^p)\     d,,=  [r,+  o)\ 

on  aura  une  équation  qui  déterminera  p. 

Quelques  transformations  simples,  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  chercher,  permettent  de  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 


(8) 


I 
0    - 

? 

I 
-     1 

p 

-''. 

I 
-'•2 

i 

I 
—  r^ 

I  —  /-, 

r\ 

r\-^r\~d^^^ 

r\-\-r\^d^.^ 

r\^r\-d^. 

1-'-. 

r\+r\-^d,^ 

r\ 

r\-^r\-d.,_.^ 

r\+r\-d,, 

I— 7-3 

'1  +  '1-^. 

vl-^rl-d,. 

ri 

rl-^rl  —  d^^ 

I-7- 

r\-^r\-d,, 

r\  +  r\-d,. 

r\-^rl-d,. 

n 

Cette  équation,  due  à  M.  Bdiuer  { Journal  de  Scklômilch,  t.  V),  est  du 
second  degré,  et  elle  ne  change  pas  quand  on  y  change  simultanément 
les  signes  de  r,,  r.^ ,  r^ ,  r^.  D'après  cela,  à  chaque  choix  de  signes  pour  r^, 
7'^,  r^,  7'^,  répondent  deux  racines  :  l'une  se  rapporte  à  un  mode  de  con- 
tact relatif  aux  signes  considérés,  et  l'autre  au  mode  de  contact  relatif  aux 
signes  opposés;  de  telle  sorte  qu'en  faisant  varier  les  signes  de  7-,,  t-^,  7-3, 7-,, 
on  trouve  les  seize  solutions  que  comporte  le  problème  (919),  groupées 
deux  à  deux, 

En  opérant  d'une  manière  analogue,  on  obtiendrait  une  équation  don- 
nant les  rayons  des  cercles  tangents  à  trois  cercles  fixes;  cette  équation 
est  celle  qu'on  trouve  en  supprimant  dans  le  déterminant  (7),  la  der- 
nière verticale  et  la  dernière  horizontale  ;  en  faisant  varier  les  signes  de 
^i:  ''-2  1  ''i5  0^  trouve  de  même  les  huit  solutions  (387)  groupées  deux  à 
deux. 

Ces  notions  montrent  assez  l'utilité  de  l'application  des  déterminants  à 
la  Géométrie.  Pour  plus  de  détails,  on  pourra  consulter  un  Mémoire  de 
de  M.  Joachimsthal,  dans  le  tome  XL  du  Journal  de  Crellc ;  un  Mémoire 
de  M.  Brioschi,  dans  le  tome  L  du  même  Recueil,  et  enfin  le  Mémoire  déjà 
cité  de  M.  Cayley. 
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